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I. 

Theorie  der  loxodromi^chen  Linien  auf  dem  Ellipsoid 

und  auf  der  KugeL 

Von 
Herrn  Doctor  PV.  Plagemann 

SU  WiUenburg^  im  Gro8«herzogt1iuin  Mecklenburg- Seh verin. 


V  o  V  w  o  t  U 


Die  loxodromlsche  Linie   oder   die  ]^hi(iiib*  Linie»   worunter 

man   die  Linie  auf  der  Erdoberflilcbe  versteht,  welche  alle  Meri^ 

diana  der  Erde  unter  gleichen  Winkeln  schneidet,  ist  bekanntlich 

vorzugsweise  für  den  Seemann  von  Wichtigkeit.    Auf  einer  sol- 

ciiea  Linie  legt  nämlich  das  Schiff  seinei^  Weg  zurück»  so  lange 

es  denselben  Curs  beibehält,  und  die  Lehre  von  der  loxodromi-  * 

sehen   Linie  rouss  daher  allen   Schiffsrecbnungen,    welche  sich 

darauf  beziehen,  mittelst  des  Logs  und  des  Kompasses  den  Ort 

des  Schiffes  zu  bestimmen»  zu  Grunde  gelegt  werden:  wenn  man 

nicht,    wie  es  bei   der   sogenannten  Plan- Scbifffahrt  geschieht, 

sich  mit  einer,  nicht  allgemein  ausreichenden,  Mäherungsrechnung 

Wgnügen  will»  Indem  jnan  die  Ob^riäch^  der  Ente  als  eineEbene 

bbA  die  gesegelte  Distanz  als  eine  grade  Linie  betrachtet.    W&h- 

reod  derjenige  Theil  der  Nautik»  welcher  sich  damit  beschäftigt» 

durch  Messungen  am  Himmel  den  Ort  des  Schiffes  zu  bestimmen» 

Oller  die  sogenannte  nantrscbe  Astronomie,  schon  vielfach  und  zum 

Theil  mit  hinreichender  Ausföhrlichkeit  behandelt  worden  ist»  hat 

man  demjenigen  Theile  der^Nautik,  welcher  sich  mit  jener  anderem 

ktt  der  Ortsbestimmung  beschäftigt,  bisher  verhältnlssmässig  eine 

Theil  XXXII.  1 


2  Plagemann:    TAei^Jß  Mfir  tpxo4?6tniichen  Linien 

•  -•'  -      .       ••.:••     .  •,  •   : 

zia»  gev'ni^e^  Beacbtinfgf  geschenkt,  und  es  finden  sich  in  den  Schiff- 
fahrtslebrbücbern  nur  einzelne  dabin  gehörende  Aufgaben^  welche 
vorzugsweise  auf  der  See  Anwendung  finden.  Wenn  daher  über- 
haupt ffir  die  Gelehrten  eine  wohibegröndete  Aufforderung  vor- 
handen ist  9  diesem  sehr  wichtigen  Theile  der  Nautilc  mehr  als 
bisher  ihre  Kräfte  zu  widmen,  so  dürfte  diese  bei  der  in  der 
jetzigen  Zeit  wohl  ziemlich  allgemein  anerkannten  Bedeutung, 
welche  die  Herstellung  einer  Flotte  für  Deutschland  hat,  beson- 
ders den  deutschen  Mathematikern  nahe  liegen,  und  ich  glaube 
daher  nicht  mit  Unrecht  bei  einem  Versuche,  die  im  Allgemei- 
nen hinreichend  ausgebildete  Theorie  der  Curven  doppelter  Krüm- 
mung an  einer  speciellen  Curve  möglichst  vollständig  zu  erläutern, 
die  loxodromische  Linie  zum  Gegenstande  meiner  Untersuchung 
gewählt  zu  bAben. 

In  der  neueren  Zeit  hat  allerdings  schon  Grunert  in  seiner 
„Loxodromischen  Trigonometrie,  Leipzig,  1849^'  die 
loxodromische  I^inie,  auch  mit  Rücksicht  auf  die  Abplattung  der 
Erde,  einer  sorg(ältigAr€ii>  Behap^lung  unterworfen,  er  hat  aber 
die  Theorie  dieser  Linien  in  jener  Schrift  hauptsäcblicb  nur  so 
weit  verfbtgl,  als  es  für  seine  Aufgabe,  die  Auflösung  des  soge- 
nannten loxodromischen  Dreiecks,  erforderlich  war.  Ich  habe  es 
in  der  vorliegenden  Abhandlung  versucht,  diese  Theorie  möglichst 
zu  vervollständigen.  So  lange  die  Formeln  nicht  zu  complicirt 
wurden,  habe  ich  auch  die  Abplattung  der  Erde  in  Betracht  ge- 
zogen; aus  den  für  d.a§  Sphäroid  gefundenen  Formeln  habe  ich 
dann,  die  Abplattung  gleiöh  JMull  setzend,  die  eiitsprecbenden 
Formeln  f&r  d26  Kugel  abgeleitet,  und  endlich  habe  ich  in  Bezug 
diif  d?e  Kugef^l^  Theorie  der  loxodromischen  Linie  in  den  Thei- 
löti(  ^ergSnkt ,  in  wefcheh  eX^  mit  liücksicht  auf  die  sphäroidische 
Giüftält  der  Erde  wegen'  der  erforderlichen  Einfachheit  der  For- 
meln nicht  Verfolgt  werden  durfte. 


1*  .   ' 


•      IVIe  lebi^oilrotiilliche  Linie  auf  de'm  Sphäroid. 

§.  1. 

Denken  w,ir.  uns  die  Erde  durch  Umdpi^hung  einer  Ellipse  uvoi 
ibr^  l^lelne  Axe  entstaiMlen;  der  Punkt  ^  (Tai^LFig,  Ij.)  s#i  dei»^ 
eine  Endpunkt  der  kleinen  A^e  oder  der  Pol  der  Erde;  CBJ)  «ei  . 
ein  Bogen  des.  von  der  grossen  Axe  beacbrieb^nen.  Kreises  <p4er 


eiD  Bogen  des  Aeqnators;  AJUB  w\d  AND  seien  zwei  Quadrfoi- 
tefl  der  erzeugenden  Ellipse  oAkt  fewei  Quadranten  der  Meri- 
diane; CMm  spi  eine  auf  der  Oberfläche  der  £rde  gezogene  Curve, 
vfAche  alle  MeHdiäne  nhter  deihselben  ^inköl  schneidet,  oder  eine 
iozodromische  Linie. 

Bezeichnen  wir  die  hutb'e  grosse:  Axe  der  beschreibenden 
Ellipse  mit  a,  die  halbe  kleibe  Axe  derselben  mit  6;  den  Winkel, 
xvelchen  die  Normale  des  Erdellip^oids  in  einem  Punkte  M  mit 
der  Ebene  des  Aäqiiaiors  Bildet,  ^qder  dte^  geographische  Hrdte 
eines  Punktes  M,  mit  q>;  den  Winkel,  weleben  der  durch. dea 
Punkt  M  gehende  Meridian  mit  dem  als  ersten  angenommenen 
Meridiane  AC  bildet,  oder  die  geographische  Länge  des  Pupktes 
M,  mit  ^;  den  Winkel,  unter  welchem  die  Iozodromische  Linie 
jeden  Meiridifm  sc^hneidet,  oder  dff^  Wiiikd  CSißt»  mit  9;.e||dUpb. 
den  eUiptischen  Bogen  BM  mit  tf. 

Denken  Wir  uns  nun  durch,  ilf  eine  mit  dem  Aequater  paral- 
iele  Ebene  gelegt,  welche  die  zwisdien  den  beiden  Quadranten 
AB  und  AD  enthaltene  Oberfläche  in  MN  schneidet,  so  ist  der 
Bogen  MN  ein  Kreisbogen,  welchen  der  Punkt  JU  bei  der  Dre- 
hung der  Ellipse  beschreibt,  und,\ deiuHalbmesser  dieses  Bogens 
ist  die  Abscisse  des  Punktes  Jf  >  ,wenn  man  in  der  Ebene  der 
Ellipse  die  grosse  Axe  derselben  zur  Abscissenaxe  und  die  kleine 
Axe  derselben  zur  Ordinatenaxe  nimmt.  Bezeichnen  wir  daher 
die  Abscisse  des  Punktes  üf  mit  £,  so  JfiSnneii  wir  setzen: 

wo  anter  ^i|i  die  Veränderung  der  Länfps.i^'vmtaiiden- wird.  >D,» 
om  ferner  DN  =  BM  ist,  so  ist  Nm  m  Bezug  auf  die  loxodro- 
mische  Llnile  die  zu  det  Veränderung  tön  if^  gehörige,  mit  Ja  zu 
bezeichnende^  Ver^derung  des  BagK^9^^,B^M^  pfid'wir  erhalten 
daher,  wenn  wir  die  verschiedenen  Veränderungen  als  unendlich 
klein,  und  somit  das  im  Punkte  JS  rechtvinklig^  ßreiftck  'MNm. 


als  ein  gradliniges  betrachten,  für  die  loxodromische  Linie    die 
Gieicbung:  .  —     . 


*  -  - 


1)  lij^sztge.clir 

,  •     ,  •  ff         ; '  '        ;  '  '  ■  V  >>  •  ^     \\.t       f*  I       *  '  '      /  *        '  I       •  * 

,    >    ;        .    ,     !        yj\\        '    .  '    '      '      :•    .  >      .        '»f/         I    ■;,,.'     t    •       •  .\I  ..'.I      .    .4' 

§.2.  .       ! 


— ■  i 


Bezeichnen  wir  #e  Coprdfwti;^  If Alkife^  EHipse  in  Bezug  auf 
die  grosse  und^  kleine  Axe  mit  |  und  {;,  so  haben  wir  fflr  dieselbe 
^  Gleichung  s 

1* 


t  ■'. 


4  PlagemiknH:    flmrU4fr  ioß4tdr9mUcke^  ^men 


da  nun  gp  der  Winkel  \ii|t^^  Welchep^diQ  Nprmale  4er/Eüipse  mit 
der  Aze  der  I  mäeht,  so  halben  Wir: 


4  * 


und  wenn:  wir  dein  Werth  vpn.T^aiis- der  jGileichii^g  2)  bestimmen^, 
9a  erUaltdn  wir  hMaiis :f     >      :»   -^   i    .  :  • . 


1  >*     4<  > 


An»  dieser  Olelebilng  ^r^ebf  si^'^Ber  AiM  Hfilfb  der  Gld^tiUnj^'^^ 


i  >  •  -    >  .  ^  .    .' .  '      •    .    i  ' j .  1 '    ..;','.!;'■'     , '; '  I 


a^.cosffl  «^ 


6*.  sin  9 


s=?^ 


^p»9f^M'm^\ 


oder,  weop.jwir    ».  •  « 


'  '1,1 


;n       »'    '    ,/v^[  »  .  •       ■. .   J.;>:  iv- 


setzen:. 


'1  /  -. 


1= 


( 


""V"l  — ««.sin^V    .    7^VJ— e«.sin©»' 
Hieraus lerhaltea.iiRir/ferniiri:    !  f  .     •  ;>  ^ 

^5  =  ~"  "r:  • T": 3  ?i      ^*  ^^  T  t ' i ' 

fciglich,  da  ilÄ»öbaS*+rfJ«  isfV  -  '  ' 

,  a{l  — e*)rfg)  ^,  ,,? 

.(l—c^.sin^«)* 

Substitnlren  wir  die  für  |  und  de  aufgestellten  Wertbe  in  die 
Glelebung  1),  so  erhalten  wir  als  Gleichung  der  lozodromiscben 
Linie: 

oder  da 


mtrdmn  ßUipsaid  wnd  mufder  KufH, 
dq>  = 


•»  \N 


costp 

I 

ist: 


Eine  andere,  nicht  gani  so  einfache,  aber  rein  analytische  Ab- 
leitung dies^f  Oeichäng  iiat  6 ru)i'6rt  gegeben  ht  sdindr  Sbhrift 
„Lozodromische  Trigonometri^Q'S  S.  18.  ff.  ' 

8.3. 

ZedegeD.  wir,  um -diese  Glclolfvpg  w  iaiegvjrt^»  den-Bcueb 

1       -  •    '  *        ■  •    f 

7i ; — sTTi — '  o  '■. — «:  in   Partialbrüehe,  so  erhalten  wir,  In- 

(1  —  8in  qr)  (1  —  6* .  sin  q>*)  *  * 

dem  wir  setzen:  >.  x 


die  Gleichang: 

1         '  ^  ^_Jir-^^^-^((?<^^-f^^)siri»^ 

(1  —sin  9«)  (1  — «« .  sin  <p«)  ""  (1  —  sin  9«)(1  —  «* .  sin  9«) 


■,  V  «.  *  :\Ut.\     »■    ..-■'i^^iv^  •.«.    1 


•'-,.'  :.  '      >    •*' 


woraus  sich  zur  Hestimmung  von  M  nni  N  ergiebtt 


also: 


^-r^«'  ^=-i~?--     ■•'■  •" 


Wir  erhalten  demnach: 

l-  .  •        ■  •.  —        ■■     ':  • 


1  ■  1       I  1  g« 

(1— 8in9*)(;i  — ^  «n.?^^  1  — e»  )l— sing»«     r^»».8in^p« 

*^-f«W  :   .J  -,;'v;-.'i  .  .•  - :.  -^^ ;  r..        .,  ,;.       ■  .•■,    • 

1       _        1         ,         1 

J-.jsin9»r  2(1— sin  9>)  "^  2(1  -f  sin  ^p) ' 

>   ■       ■     ;     ■      ■       .,     .  ••    •  V.i    I;'.'.     :    -    ■ 

r     _      1  1 

.      .        l-*.«»;siD^»»~a(lr-e.«»flO*-2(lrf-«.*»n9)     *  ' 


t^t 


6  Flageinnnn:    ThMrh  det  iQwpdromHehtn  Linien 

Ist»  00  ergiebt  sich:  .• '      '' 

1 


(1  -  810  9«)  (1  —  6« .  sin  g)«) 

""  2(1  -  e^Ul-^aintp  ■*"  1  +  sing)"^  1—6. sing)     l  +  6.sing)$  ' 

Da  null  naich  den  PriMipiQP.  4cf .  Integralrefhniiiig  lip  AMge- 
meinen  •.,.»*  !  .  . '  .  ? 


/Tfe  =  J^^-<»±->  +  ^ 


4siv  wotib  mH  C  eine  trilUtiicttehri  Cönstimte  be«fekhwrt  Wird,  so 
erhalfen  wir  für  die  Intonation  der  Gleichung  3«):   ' 


/ 


c^.slny 


(l-sln9«)(l— c^.siny«) 


, ,  .         •    •  1 


Um  diese  Gleichung  weiter  umznfonneo,  können  wir  setzen: 


i5. 


1  +  sin  ip      1  +  cos  (90»  —  y)       j  cos  (45»  —  jy) )  ' 
T^ä^- 1— eoa(ttB»-y)-  »8ihl(45»-49.)» 

=cotg  (46»-.49))«= tg  (46» + iy)«, 
woroach  sich  ergiebti  ,       " 


/ 


d.siny jj_.^ 


t ' 


(1  -  sin  <p^  (1 — c* .  sin  y«) 

Wir  erhalten  daher  aus  S")  flr  die  lozodromische  Linie  die  Giei> 
chnng  i 

4)        lf  =  tg«ll.tg(46»+iy)-ie.f.j^:^;^)+C, 


10 


welcher  Gl^hiiog,  wW  ntn  ietcl4  sielif ,  €^^  kn  setzen  Ist, 


auf  tkm  aap§oid  und  mif  der  MU9H,  T 

wefli»  Air  ^sO  aocfc  ^»9  whd,  4.  h.  m%mk  Mao  ^Li»ge  v%ir 
d«iii  Punkte  an  rechnet,  wo  die  lozodromische  Linie  den  Ad^^a- 
tor  sehneidet 

Wir  ^  können  in  der  Gleichung  4)  da«  sirelt»  in-  der  Klannvw 
enthaltene  Glied  auch  in  eide  Reihe  entwickeln«  indem  wii  nlioh 
einer  bekannten  Formel  setzen: 

1  •{-6.sina> 

j-3-^-^7^  =  2(c.  sin  9  +  i^».  shif»  +  J6».«in|[>« +  ..,.) ; 

■ 
1 

dann  erhalten  wir  statt  der  Gleichang  4>t 

'         4«) 
^  =:  tg  e/.  tg(45*+ J<p) -tge(e« .  siny+Je* .  sin9)»+ Je« .  sin^H  •  •) + C 

Aus  den  entwickelten  Gleichungen  ersehen  wir,  dass  die  io- 
xodromische  Linie  auf  dem  Erdellipsoid  ffir  9  =  0  mit  dem  Meri- 
dian zusammenftllt,  da  flir  diesen  Wertb  von  B  sich  ^  =  Const. 
ergiebt  Ferner  zeigt  die  Gleichung  3),  dass  für  8  =  90^  die  Curve 
ein  Parallelkreis  des  Aequators  wird,  da  für  diesen  Wertb  von  B 
nach  jener  Gleichung  d^^arO,  also  9^  =  Const.  sein  muss.  Ffir 
alle  anderen  Wertbe  Von  8  wird  die  Curve  vom  Aequator  aus 
sich  den  Polen  in  unendlichen  Windungen  immer  mehr  nähern, 
ohne  dieselben  je  zu  erreichen,  denn  nach  den  Gleichungen  4) 
mflsste  ^  einen  noendliehen  Wertb  bekommen,  wenn  9)  =90^ 
sein  sollte. 

8.  5. 

Um  die  Gleichungen  für  die  Projectionen  d^r  Curt'e  auf  drei 
zu  einander  rechtwinklige  Elbenen  zu  erbalten,  decken  wir  uns 
durch  den  Mittelpunkt  des  Erdeltipsoids  als  Anfangspunkt  ein 
rechtwinkliges  OoohKnatensystem  d^r^xyz  gelegt  Ue  fibeiie  des 
Ae^uators  sei  die  Ebene  der  a^y,  und  also  die  Axe  des  Erdelüp»- 
Boids  die  Axe  der  2;  die  Axe  der  x  sei  der  nach,  dem  V8^ 
Meridian,  die  Axe  der  y  der  nach  dem  neunzigsten  Grade  Am 
Länge  gerichtete  Halbmesser  des  Aequators.  Unter  diesen  Vor- 
aossetzupg^n  hahe^  wir  jf&r  nnser  fird^lipsoid  die  Gleichung:    . 

vad  d*  die  Co^rdioat«  f  mit  der  in  §.%  aufgesteUten  Coordioate 
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(«HsammQfiftUty  fal  Besug  aol'  die  dort  aogoiainmeae  Coordinate 
i»|ier.  ,.  '      .  . 

:r  =  ^.cost(;   und  ^  =  |.8intf; 

ist»  80  ergeben,  sieb  aus  den  in  §.  2.  fSr  §  ond  £  gefendenen  For- 
meln In  Besidg  auf  a;>  y^  t  die  Gleichmigene 

a^.co8i^.cos<p  a .  coj«  1/; .  cos  flp 

V^«iC0»f)«  +  6«.»ingi*      V^l-e^.siny« 

^v         I  6*.sin'^.coey         n.sintf;.cos9> 

^ ""  Vo^.cosy«  +  Ä^Tslny* "T  V  l-.g'2.ein9«' 

^^  _^ ^^.gjn q>  ^   a{\  —  e^) sin  <p 

""  V^a«.cos9«  +  ^«.siii^ *"  V 1  — <'«.siny*' 

Wir  haben  demnach: 

.     tg ^  =? -i^  t  also   t^  =  Arctg-, 

t 

\ 

ferner : 


woraus  sich  ergiebt: 


siny  =  J:     -.  v^  .j_^_/ 


—  > 


wo  das  positive  oder  negative  Vorzeichen  zu  nehmen  ist  >  jenach- 
dem  tp  positiv  oder  negativ  ist,  d.h.  jenaehdem  der  Punkt,  auf 
welchen  sich  die  Breite  9  bezieht,  auf  der  positiven  oder  negati- 
ven Hälfte  der  Oberfläche  des  firdellipsoids  liegt. 

Snbstituiren   wir  die  filr  ^  und  sing)  gefundenen  Werthe  in 

die  Gleichung  4),  80  erhalten  wir,  da  /.  tg(45o+  \qi)  =  i/.  ^  _V  ^ 

ist,  (är  die  Pfojectiön  des  sich,  auf  der  positiven  Hälfte  des  f!rd- 
eHipsoids  befindlichen  Theils,  der  lozodromischen  Linie^  auf  der 
Ebene  der  xy  die  Gleichung:. 

7)     ..>f.^  .-.   y-,f  V^^^«+.v«).f  ^a«-(^«-fy«) 

_ie  /  V «*—  g'(j?' +»^  +  g Vo«— (g* -f  y*) 


amf  4»m  SHifMd  und  ^uf  der  Mn$el.  9 

ond  für  die  Projectioo  des  sich  auf  der  negativen  Hälfte  des  Erd- 
ellipsoids  befindlichen  Theils  auf  derselben  Ebene  erhalten  wir 
die  Gleichung: 

wenn  wir  die  konstante:  C  gleich  Null  setzen.  Indem  wir  anneh- 
men,  dass  der  erste  Meridian  durch  denjenigen  Punkt  delsAequa- 
tors  geht,  ,.in  welqh^iii  die  loxod romische  Linie  den  Aequator 
schneidet 

Da  sich  ferner  aus  den  fflr  tgiff'und  sin  g) ' aufgestellten  Aus- 
drucken mit  Hälfe  der  Gleichung  5)  'ergiebt,  dass 

V  2^+p      fl  V  A«  —  2« 


S109 


V6*(t-e«)  +  A* 


ist»  so  erhalten  wir  für  die-Projectio.i.ien  der  lozodromischen  Linie 
auf  die  Ebenen  der  ücz  und  yz  die  beiden  Gleichungen: 


(' 


8) 


ootg6.Arc.co8    ./... — - 
"  ••   V  6«(1— «*)  +  «•»»-«      *'  '  V"ä»(1-*««)+A«— «t  *    ! 

All 

cotg  6! .  Are .  sin  .T--^====p=| ; 
_,    VA«(1— e«)+"Ä*  +  «         ',  V6«(l— e^+e«i«-f «     ■' 
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5.6. 

Denken  wir  uns  auf  einer  Curve  im  Räume  zwei  Punkte, 
deren  Goordliiaten  in  Bezug  auf  die  Aten  der  i^,.  die|^  y  und  der  x 
wir  reifpeetive  durcfa  '11  >  ty  u>  und  »-f^ti,  v+^v,  to +  Jic  be- 
zeichnen wollen»  durch  eine  Sehne  verbunden,  so  sind  die  Glei- 
^  cbüngen  der  Pröjeetionen  dieser  Sekne  auf  die  Ebenen  der  a:z 
und  ifz  offenbar; 

Rfickf  nun   der  zweite  Punkt    dem    ersten   utiendltcb  balre,  so 
nähert  sich  die  Sehne  immer  mehr  einer  bestimmten  Lage,  w^fche 
die  der  Tangente  der  Curve  im  Punkte  (tf^  v,  w)  ist«    Zu  gleicher 
Zeit  nähern  sich  •  aber  die  projectionen  des  zweiten  Punktes  den 
Projectionen  des  ersten  auf  denselben  Ebenen,  und  die  Projectio- 
nen der  Sehne  nähern  sich   bestimmten  Lagen,  welche  die  der 
Tangenten  der  Projectionsiinien  sind.    Folglich  sind  die  Tangen- 
ten der  Projectionslinien  die  Pi'ojectionen  von  der  Tangente  der 
gegebenen  Curve,  und  da  nach  dem  eben  Erörterten  die  Tangen- 
ten der  Projectionslinien .  durch  d}e   beiden  obigen   Gleichungen* 
bestimmt  werden,  wenn  in  denselben  du,  dv,  dw  respective  fiir 
zfti,  ^/v,  dw  gesetzt  werden ,  so  haben  wir  auch  für  die  Tangente 
der  Curve  im  Räume  das  System  der  beiden  Gleichungen: 

du ,         .  dv ,         . 

*  *  •  >  * 

wo  ^  und  ^  die  Werthe  der  aus  den  Gleiebnngen  der  Curve 

d»jc  du 

entwickelten  Differentiatquotienten    -j-  und  ^  für  ar=ste,  ^=9 

und  2  =  to  sind. 

Ute  also  die  Gleichungen«,  für  die  Tangente  der'loxodrQmischen 

Linie&in  einem  Punkte  (k/»  v,  w)  zu  finden^;  müssen  wir  die  Aus- 

dx         du 
drücke  fiir  die  Differentialquotienten  -^  und  -^  >n  Bezug  auf  die 

lozodromiscbe  Linie  herldten;  Wir  effedten  aus  den  Gleichun- 
gen 6),  wenn  wir  die  GrOssen  x^  y,  i  in  Bezug  auf  ^  als  nnab- 
liSn{^e  Variable  dlffer^Miren: 


'  ■  \\ 


v^  mtt  iM»<  BlUpMd  Und  mutier  JUnff^.  H 

-  >  d(p 


t 


. ».  1 ,  <  1 


,  coß-^.cos^Ca'.cosg^^+o^.siny*)— Ä^.sin-^.sinyi-T-v* 

<^* ""     ^  "         (««•  cos 9»+6*.sin 9*jVa«.cogg>»+6*.sin9* 

and  da  imcb  .d^n  P/rincipieo  dßr  Jj^iffereotialrechnung 

dx dx  ^  dz       ^_^.^^  ''  ' 

dz       d'^* dflf^     dz      dif)'  dtj} 

'  I      *  •  ■  i        *  •  •  •  . 

^»8o.ergiebt,sipii:    .    ,  .,    .  j. 

6«.  cos  9^ 

*  f 

dtp 
j  cos  -^ .  cos  9(o* .  cos  9^  +  6*.  sin  9^  —  6* .  sin  -^ .  sin  g) .  t-: 

.  »  Ä^.coia^.^      j 

da  nsn  ferner  für  die  loxodromlsche  JLio»  natdi  GleidüiQ^  3) 

/I9 cos  y  (g^ .  cos  y^  -h  6^  .^in  y^ 

ist^  80  erbalteo  wir  fitir  die   gesj^ten  Differentialquotiaoten  ^in 
Bezog  auf  diese  Ltii|e  i^e  ^orm^ll^  ^ 


.-    y^  ; 


.«) 


'  j 


&^     sin  ^+  cotg  B*  cos  ^l»itty  __2     tg  S .  sin  ^-f-  cos^ .  sin  y 
dl  cotg8.cos9>  cos  9 

fk^      cos^— cotg  6.  sin  '^  .sin  q> tg8,cos^ — sinip.siny 

Wenn  mt  daher,  die  geogr^pliisclie  Breite  des  Punktes  (u,  v,  w) 
itt  ip  toi  die  LA^  desselMo  nAt  rp  bezekhneild;  di«  Cbordis 
Daten  u,  v,  to  vermOge*  ABri4fl«idiQiig«D'  fiD^mnd  die  Differafeiüal- 
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qa«tie«l«  ^  «Äd  ^  »ermöge  <er  «Mol»«..  »H««!»  V  «»d 
*  ausdfiekei..  «imI  4ie  ertaHw»  AwAäeU  »die  oben  gefonw 
denen  allgemeinen  Gleichnngen  der  T*"ge»te«ub.t.talreD.»o  er- 
geben »ich  für  die  Tangente, der  loxodrpmischen  Linie  imPonkte 
{«,  «,  v>)  die  Gleichungen: 

10) 
o.co8i|;.c«8j5^ tegsin »4^co«p.8ing  t ^_«az:^giüg| .. 

Wollen  wir  die  Gleichungen  der  Tangente  nicht  durch  die 
ccographische  Breite  und  Länge  des  Punktes  («,1^,  ti,)  softdern 
durch  die  Coordinaten  u.y,  id  selbst  ausdröcken,  so  erhalten  wir, 
da  nach  $.5. 

sin  tii  =    y  *     cosi|;=T7=====» 


ist,  nad»  den  Gleichongen  tf): 


i: 


ahx^' 


und  ebenso  bekommen  wir: 


55=  ö^'+e*) 


f .    .     . . ;      j 


i*ir  (hiben  daher  ffir  die  Ttngenttf  der  loxodwmisdieto  Wnle  i» 
T4adrt»^i  (»>-«))  anch  die  beidiD'.eieidiiuigeo: 


auf  dem  tMptUd  und  auf  der  Mutet.      .  1^ 

H) 


/  .  0 


(z—W)» 


Die  Sehne,  welche  zwei  Punkte 

einer  Corre  im  Räume  verbindet/  bildet  mit  den  durch  den  PonH 
(tt>  0,  vf)  zu  4en -positiven  Axen  der  x^^  der  jf  und  der  z  gezo- 
genen Parallelen  Winkd,  deren  Cosinus  offenbar  respective  aus- 
gedrückt werden  durch : 


wo  die  doppelten  Vorzeichen  sich  auf  die  beiden  einander  ent- 
gegengesetzten Rlclitungien  beziehen/  nach  denen  msin  sich  die 
Sehne  gezogen  4^nkep  iu^nn»     .         . 

Gehen  wir  daher  wieder  zur  Grenze  Qber,  indetn  wir  den 
zweiten  Punkt  sich  dem  ersten  unendlich  nahe  räcke^  lassen,  so 
erhaltet; wir  ilfr  die  -Wiiifcel,  welche  die  Tangente  im. Punkt» 
(u,  f>f  fo)  mit  der  Axe  der  x,  der  ^,  und  derJk  Inidet;  weritt  wtr 
diese  Winkel  respective  mit  a,  ß  ,und  y  bezeichnen,  die  allge- 
meinen Gleichungen: 

:kdu  . 


«4  «■  •"    \ 


tioiißt=z 


4:dn     ' 
Vdu^  +  dv*  +  dw** 


±dw 

wo  dup  de,  dw  respictive  die  W^^rthe  der  Differentiale  da,  dy, 
c&sind,  welche  man  aus  den  Gleichungen  der  Curve  abgeleitet 
denkt*,  indetniittancoltriy,  %  i&b  Fuöetionefi  def «^^Ib^D  uiiaMi^gigen 
T^rSnderlieh^iibfDtraehl^.    Sieht  iw^  zn^iß  die  nn»bliiliigig#  Ver^ 
InderUcbfi :  an:«]  jso; Juna>  /maa^tatt:  4er  ßribaltenon  Gleichmgen: 


4 
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die 


^^f^T         <'       »         »,  >   J    ■*       i<f    1,    t«T    •  » 


cos/?  = 


V^^^+(£) 


±1 


'  i 


■I       1 


Für  die  loxoctro mische  Linie  ist  nun  nach  ^en  l^orm^tp  9): 

T  *+U«'/   "*'VW  ~co«9.' 

und  wir  erhalten  daher  für  dieselbe: 

1  1  , 

qosfif  ;;3  7  (si^  9sin  «^i -f  cos  6f  C08  i^sin  fp)  9. 

12)  {  co8/?  =  ±(sin6cos^— coiS^sin^sinV), 

^c68/::=J:Cos9cos9;  ' 

oder»  wenn  whr  flir  mnipi  cot^»  «in^mlfl  cos^  die  in  $.6.  ul(-t 
gefltetite»  Atssdricke  iet^n: 

I  uw 

«  =  T    r     {sin6'*i^4-a^*cos8--7n=    ■  L 


cos 


coz p  =i  4-    /.  { sin  övw  -»- a* .  cos  ©    -  :== } , 

cosy  =  ±i*-cosö— ^^ *■ 


*  '  ■  I  4  • 


>  >  f « 


^  JHfit  tülta  der  F^ntnohi  9)  stecl^  «»ir  ^iupIi  fan  «taiide;  die  JV«»^' 
meld'  Kt  die  Beetlfle&llon'  4«f  IbxodroniMbm  >  Liiil#>dkEiüeil0ti/ 
Dtt  die  Lftnge  'dM  Beigend  einer  Cun«  Toft  doppelter  Krttnmdng' 
die  Grenze  Ist^  welcher  sich  die  LSnge  eines  in  den  CannubogpAtt»- 


ot^äm  ^JSiMßMä  und  uKf  der  Mtaf^i,  || 

beschrielienea  Mrijidscbiefeii  Polygonstiicks  ohne  Ende'DSheri  wenn 
die  Anzahl  dcNr  Seitin  desselben  nbendllch  wädiät,  und  jede  $eit^ 
nnendlich  abnimmt;  so  haben  wir,  wenn  wir  die  Länge  des  Bo- 
geus  einer  Curve  von  doppelter  Krümmung  v»a!einefai  w illhiriichaii 
Ponkte  aus  mit  $  bezeichnen: 

Für  die  loxodr<nn)lsehe  Linie  haben  wir  nun  nach  den  Formeln  9): 


und  viir  erhalten  daker: 

dz 


epsQi.eps^  , 


» ■'  >  f  > 


fh  sfeh  aus  der  dHften  der  Gleitbüngett  6)  inttH  Dilferenxfrung' 
etpAU 


'  I 


dz  '        efib^eöaqf 

d(p  ""  (o« .  co^  q^«  f  A« .  sin  9^)5  * 

M  können  wir  statt  der  gefundenen  Gleiqhung  eiich  scfireiben:  >  • 

^*  —  CO« ©(o»  cos^+Ä«.sUig?«)fi^ 
oder,  «f:6nn  «lir  wieder  .        .    , 

o«  -6« 


-1— *=c« 


setzen: 


13)  ds — °?-y?' ,,.. 

'  cos  ö(l  —  e* .  sin  g?*)« 

F&r  s  selbst  erhält  man  hieraus  keinen  geschlossenen  Ausdruck, 
kdas  Integral 


/dw 


■  r 


XQ  den  sogenannten  elliptischen  Fonctione^  gehOrt. ,  M^n  kann 
abtt  den  Wbrfh  dieses  Integrats  annähernd  bestimmen,  indem 
iKm  die  zu  integrirende  Function  in  eine  HnendlH^he  Reibe  ent- 
«likelt.     Mach  d^m  binomi&chen  Lehrsatz  ist  nSnliicb: 
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I    i ;      •  ' 


ti-^\Bhi4^ir=^  + 1*'.-!«»»*  to?^: "'"^  +2X6*  ••'"9'  + '"' 
Qod  UMm  «rbUt^dftbtf : 


«  4 


Nach  einer  bekannteo  Redoctionsronnef  der  Integralrechnang  ist 
nun  allgemein:  t  * 

/sin9««.d<p== ^1_ v:^__y.g,„^,»«arf^^ 

und  vermittelst  dieser  Formel  kann  man  leicht  alle  Integrale  auf 
der  j^echteft  iSe^e.^er.gfifunf|Qnen  Gleichung  nach  eioander,  be- 
rechnen. 

Es  ist  nämlich  erstlich^  wie  bekannt: 

f'd<p:^ip-{-Coti8it  s 

folglich  niti  Hfictsicfat  auf  die  aufgestellte  Reciactionsformel: 

/sin  9* .  rfg)  == -- 4  sin  ^p .  cos  ^,  +  4g)  +  Const , 

1,3  1.3 

/sin  q>^,d(p=z  — Jsin  g>'.cos9 — jj^siny  .cos^)  4-^^9  -f  Gonst-y 

r  •        «  j  1    •       »  ^'^    %..     a        «  1.3.5   , 

/sin  9*.  aq>=z  —  J  sin  9>*.  cos  q>  —  j-g  sitt  tp^,  CO89 — ^^ASin  tp .  cos  tp 

und  ^o  lassen  sich  auch  alle  fibrigen  Integrale  anf  der  rechten 
Seite  unserer  Gleichung  nach  einander  berechnen. 

Will  man  die  Grenze  fär  di^  ganze  I^änge  der  lozodromischen 
Linie  auf  der  einen  Hafte,  der  Erde,  etwa  auf  der  positiven  Seite 
des  Aeqnators  haben,  so  muss  man  die  einzelnen  Integrale  zwi* 

sehen;  den  Grenzen  0  und  5  nehmen;  dann  erhält  man,  da,  für 
os=0,  »09  ^0,  und^  (ur  9=Bf  costp^O  wird: 


auf  dem  ElUpsoid  und  auf  der  KugeL  "       17 

«(1— e«)   ^,,     3  1  ^     3.5  1.3  ^  ^  3.5.7   1.3.6  .       \ 

<\-e^)  !?,!  .  1  «  j  3«^  .  ,  3^6^.7   ^^      ^ 
cose      2^    ^2«     ^  22.4*^  "''2«.4«.6«^  ^•••' 

'''"     nj./^l     1^  ^  xf^"^      3\  ^,  /32  5a.7       S^.SX 
*V+V2«"^V^    ^V2a.42^'~2V^  ^^  V2^4a.6a""2«.4V^ 


2  cos  6 

'32.52.7«. 9      3«. 52.7 


+A22. 42.62,8«  "^22.42.62/^  +•  -^ 


g^       ,      1  3     JL3^    4       1.32.5    ^      1.32,52,7    3 
2.cosÖ^^""22^  ""22.42^       22.42.62^       22.42.62.82^  ""  "'• 


Denselben  Ausdruck  wurde  man  auch  für  die  Länge  der  lozo- 
dromiscfaen  Linie  zwischen  den  Greh^ien  0  und  — ^  erhalten,  und 

da  sich  das  eine '  Ende  der  loxodromischen  Linie  dem  posifiFen 
Poly  das  andere  Ende  dem  negativen  Pol  ohne  Ende  nh'hert,  so 
nähert  sich  die  Länge  der  ganzen  lozodromischen  Linie  auf  dem 
Erdsphäroid  dem  Werthe: 

ait    ^,      1^2     JL^  1.32.5    ^        1,32.52.7     , 

cos e^^"" 22^  ""22.42^'" 22.42.62^       22.42.62.82^       •  ••'' 

wenn  unter  n  die  Ludolphsche  Zahl  verstanden  wird. 


§.  9. 

Die  loxodromische  Linie  hat  offenbar  als  eine  Curve  doppel- 
ter Krümmung  in  jedem  Punkte  unendlich  viele  Normalen;  alle 
diese  Normalen  liegen  aber  in  einer  und  derselben  Ebene«  welche 
man  die  Normalebene  nennt.  Da  die  Normalebene  in  einem  Punkte 
(u,  Vt  vo)  auf  der  Tangente  in  diesem  Punkte  senkrecht  steht» 
80  ist  die  allgemeine  Gleichung  derselben: 

r 

und  wir .  erhalten  daher  für  die  loxodromische  Linie  aus  den  in^ 

düc  djii 

§.  6.  gefundenen  Werthen  von  -r-  und  ^-  als  Gleichung  der  Nor- 
malebene im  Punkte  (ti,  ü>  to):  « 

Theil  XXXII.  « 
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6^810  9        


«  — 


Vo^.cosyH^'^-siny* 


tgO.cestf^  —  sinil/.siny. a^ . sin t>; . cos y I  ^ 

+  CO89)  ^      Vo.cos9>*  +  6«  siny*  ^  ""    ' 

""  cos  9  ^^      V^rt«  •  cos  <p*+  6« .  sing)* 

woffir  wir  auch  schreiben  können: 

^ 6t. ces a>y— si n tff .  si n y        tg ^ > sin tt>  ^-  cos  1^. sin y 
*"*"  cos  9  ^  cosy 

e'.siny  ^ 


V  a*.cosy*  +  6*.8iny' 

Da  das  constante  Glied  dieser  Gleichung  nur  verschwindet» 
wenn  8iny=0  ist»  so  erhellt,  dass  die  Normalebene  der  loxodro- 
mischen  Linie ,  wenn  die  Abplattung  der  Erde  berücksichtigt  wird» 
nur  för  denjenigen  Punkt»  in  welchem  die  Curve  den  Aequator 
schneidet»  durch  den  Mittelpunkt  des  Ellipsoids  geht. 


§.  10. 

Die  Ebene»  welche  durch  einen  Punkt  (te»  t?»  w)  einer  Curve 
doppelter  Krümmung  so  gelegt  wird»  dass  sie  ausser  durch  diesen 
Punkt  noch  durch  zwei  dem  Punkte  (te»  v»  w)  unendlich  nahe 
liegende  Punkte  der  Curve  geht,  nennt  man  bekanntlich  die  Oscn- 
lationsebene  oder  KrOmmungsebene  der  Curve  im  Punkte  (u,  v,  to). 
Die  Gleichung  der  Krümmungsebene  im  Punkte  (u»  v,  w)  ist  offen- 
bar von  der  Form:  ^     , 

(a)  -X(a:— ii)+F(y  — i>)  +  Z(i— fo)  =  0» 

wo  Xy  F»  Z  noch  unbekannte  und  zu  bestimmende  Codfficienten 
sind.  Diese  Gleichung  muss  auch  stattfinden»  wenn  man  darin 
tf-f<2t«»  v-f-dv»  w-\rdw  respective  für  u»  v»  «0  setzte  und  man 
erhält  daher»  wenn  man  von  der  so  sich  ergebenden  Gleichung 
die  Gleichung  (a)  subtrahirt: 

(a')  Xdu  +  Tdf>  +  Zdw  =  0. 

* 

Da^  diese  beiden  Gleichungen  nun  noch  stattfinden  müssen»  wenn 
man  darin  f&r 


amf  4em  EUipsaid  und  auf  der  Mupei.  19 

u,  9,  to;  duy  dvt  dw 
respective  setzt: 

u-i-du,  vi^dv,  wi-dw;  du-^-dhi,  dt-^-dh,  dw-i-dho; 

so  erhält  man  für  die  Bestimmung  der  Codfficienten  X,  F,  Z 
noch  die  dritte  Gleichung: 

(a'')  Xd^u  +  Yd^v  +  Zdhv  =  0. 

Wenn  man  die  drei  Gleichungen  (a)>  (a')  und  (a'')  so  mit  einander 
verbindet»  dass  zwei  der  drei  Unbekannten  Jjf,  T,  Z  eliminirt 
werden,  so  verschwindet  die  dritte  zu  gleicher  Zeit,  und  man  er* 
hält  für  jdie  Gleichung  der  Krümmungsebene:  ^ 

(dv .  dho — dto .  d^pXx  —  «) 
+  (dto.«^w~i^ti.d^)(y — r)  +  (rft«.cPr  — d©.rf*ti)(z~fo)  =  0, 

so  dass  in  der  obigen  Gleichung 

X=dv.dHo'^dw,d^JD9  Yz=zdw.dhi—du.d!hDt  Z^^du.d^o—dv.d^u 
wird* 

Wenn  wir,  wie  wir  es  bisher  in  Bezug  ftuf  die  lojcodromische 
Linie  gethan  hatten,  z  als  die  unabhängige  Variable  betrachten, 
so  wird  €Ptr=:0;  ausserdem  haben  wir  f(ir  jene  Linie  nach  den 
Formeln  9): 

tgO.sint^  ,       ^  - 

<^=-  %ogy-    dt'^tgg>.eQßilfdt, 

tg^.costi;  ,       ^  ,        , 

und  da  nach  §.  5. : 

—  * 

sin  G)  =  ^  r.^  ■       ^        ^^^  > 


also 


oder,  wenn  wir 


««— 6« 


=  *« 


6« 
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setzen»  so  dass  aach 


1  — u« 

wird» 

cos  op  =  77====== » 

uad  ferner 

Ist»  so  erhalten  wir»  wenn  wir  diese  Werthe  für  cos  9  und  tgg» 
in  die  obigen  Gleichungen  einsetzen: 


Ferner  erbalten  wir  hieraus  für  die  zweiten  Differentialien: 


tg6.gV  b^+BH'^.d%\sin^         tge.g«i&«.sinij; 

tg  e  V  &*  -f  eV .  & .  <£t>; .  costjy 

a.<22^.cosifi      az^dz^  cos  i\f      axdid'^Bmi^  ^ 

nach  §.  6.  ist  aber: 

rfz  ^     g^.cosy* 

^  ""  tg  0  V^a*.  cos  9«+  6«.  sin  9» ' 

woraus  sich  nach  den  Formeln  6)  ergiebt: 


dl  _  Va?*+y^»cosy 

dif;-  tge 


oder  da 


auf  dem  EUipsHd  und  auf  der  Kupei.  21 


Va:«  +  y*=J\^6«-«« 


und 


ist: 


cos  OD  =       r  ""= 


dt  aib^'-i*) 


es  ist  also : 


6.tg«V6«+A«.d2 

und  weoo  wir  diesen  Werth  von  ifif;  in  den  für  d^x  gefundenen 
Ausdnick  einsetzen,  so  erhalten  wir: 

^  tgOaVb^ + A« .  dz«,  sintf;        tge.c^i&^sintp 

""  V"(6«— z«)^  V6«— z«V6»+A* 

6  tg  Q«(6«  +  g«z«)rfz«.  cos  ^ 
a(6*— z*)di«.cos^      az*.&*.'cos^ 

tgO.»  V  6*4-  A^  .dt*  *  rin  ^ 

oder: 

_^  tge.Arfz^.sin»        fe .  tg  e»(6^  -f  c»z«)&« .  cos  » 

gfe&'.costp. 

ebenso  erhalten  wir: 

tge.g*z&*>cosif;        fetg9»(fe^-f  g'g'Jrfai^sinH? 

oÄrfz^^sin^ 


23  ^/«#rfli«M;    nmrU  äer  imÄWäfmmi§räfm  Umkm 


Da  aasMrdea  Mch  —ttrcr  VariMiHAMg  iPi=0  ist,  so  er- 
haltai  frir«  wen  die  des  Pallete  («,  i^,  «)  oitspredMade  LiDge 
»H  t  Wxesdm^  wird 


JC=     ta».«iB^-f^%^^+^V)«nii(F 


l'=-ta6eMit>  +  J^e^Ä*  +  tV)co8* 


atge.£«ie*V"6«-<p»|         <f«i>» 


*V6«+£«ii»»   }  V(6*-»»)»' 

und  wir  arhaltea  diAer  als  Gleichung  der  Oscalatiooseiiene  im 
Punkte  («,  I»,  IP): 

_  [6[aHtg^6H«««>l]^„         tg#.eV6«-«,»)^.^^[ 

{6V  6'+»«io«[aH^(6Ht'«>*)] 

_at%«V6'gMP» 

da  BIUL 


|(a:— w) 


auf  dem  Eiliptaid  und  auf  der  Kugei.  SS 

ist«  so  kuoneo  wir  statt  der  gefundenen  Gleichung  auch  schreiben : 

)-'' a— '«^"* — v=P^^'"'*r 

36[a«  +  tgöa(6«  +  £V)]        .  .  tgÖ.cM*^^-^*)   .    ./ 
-  i 5 ^co8V>  +  ^^^^^===-  smtjy 

+  *8 ^  1  a V6^1S5  *V6«  +  €%cV  '  ^'^''^ 

oder  da 

ist,  so  erhalten  wir  endlich  ßir  die  Osculatiousebene  im  Punkte 
(tij  VfVf)  die  Gleichung: 

[6[a^H-tge«(6»H-a^^)]  tgeeM^J;:^ 

J  Afa*  +  tg  Ö«(6«  +  fi«Mj«)]  .  tg  © .  €«tr(6«-tg«)  ,       ) 


6.tgatoV6^  +  g^^U^  +  tgeg(ftg-|-6«ti>g)      agg(&»— to^J 

Da  das  constante  Glied  in  dieser  Gleichung  im  Allgemeinen 
nicht  verschwindet,  so  ist  ersichtlich,  dassdie  Osculationsebene  im 
AllgemeineB  nicht  durch  den  Mittelpunkt  des  EUipsoids  geht;  dies 
wird  aber  stattfinden,  wenn   6=sO  ist,  d.h.  wenn  die  lozodro« 
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mische  Lioie  mit  eioem  Meridiane  zusammenfällt;  in  diesem  Falle 
ffird  die  Oscalationsebene  für  alle  Pupkte  durch  den  Mittelpunkt 
gehen.  Für  jeden' anderen  Werth  von  O  wird  dies  stattfinden, 
«renn  fo  =  0  ist»  d.h.  für  den  Ponkt  der  loxodromischen  Linie« 
in  welchem  dieselbe  den  Aequator  schneidet. 


5.  11. 

Als  allgemeine  Gleichung  der  Normalebene  einer  Curve   dop- 
pelter Krfimmnng  in  einem  Punkte  (u,  v,  w)  hat  man  nach  §•  9.: 

do  du 

wc/fir  man  auch  symmetrischer  schreiben  kann,  indem  man  wie« 
der  Xf  y,  %  als  Functionen  einer  anderen  unabhängigen  Variablen 
ansieht: 

(b)  (x — v)du  +  (y — »)rfi;  +  (2— w)dw  =0, 

und  wenn  man  die  Gleichung  der  durch  einen  unendlich  nahe 
liegenden  Punkt  gehenden  Normalebene  haben  will,  so  muss  man 
zu  dem  ersten  Theile  der  Gleichung  (b)  ihr  Differential  in  Be- 
ziehung auf  die  Veränderlichen  u,  v,  «r  addiren.  Für  die  grade 
Durchschnittsiinie  der  beiden  einander  unendlich  nahe  liegenden 
Normalebenen  in  den  Punkten  {^a^  v,  tr)  und  (u-f-e^ti,  ^^dv^  vo\dw) 
hat  man  folglich  ausser  der  Gleichung  (b)  noch  die  sich  durch 
Differenzirung  daraus  ergebende  Gleichung: 

(o?— tt)ipM  +  (y-v)dH  +  (z'-w)dho'-(du^  +  cft>«  +  du)^):=zO, 
oder«  wenn 

du^  +  dv^  +  dw^=:ds^ 
gesetzt  wird,  die  Gleichung: 

(b')        (x--u)d^u  +  {y^v)dH  +  {1—110)0^10  -  &«  =  0. 

Diese  Durchschnittslinie  der  beiden  Normalebenen  trifft  die  ent- 
sprechende Krummungsebene  In  einem  Punkte,  welcher,  ebenso 
wie  hei  den  ebenen  Curveo,  der  Mittelpunkt  eines  Kreises  ist, 
der  durch  drei  einander  unendlich  nahe  liegende  Punkte  der  Curve 
geht,  des  sogenannten  Krummungskreises.  Die  Coordinaten  x^ 
yy  X  dieses  Mittelpunktes  ergeben  sich  offenbar  aus  der  Verhtn- 
düng  der  beiden  Gleichungen  (b)  und  (b')  mit  der  im  vorigen  Pa- 
ragraphen für  die  Krümmungsebene  aufgestellten  Gleichung  (a). 


auf  dem  Eitipioid  und  auf  der  Kugei.  25 

und  der  Halbmesser  ^  des  Krimmungskreises  wird  dano  durch 
die  Gleielraiig  bestimmt: 

Wenn  man    oun  ans  den  Gleichungen  (a),  (b)  und  (b')  die  Bi- 
nome a:  —  u  und  y  —  v  elimiuirt,  so  erhält  man  unmittelbar: 

d^^jXdf)  ~  Ydu) 

X{dvd!ho — dwdlh)  +  l\dwd^u  —  dudho)  +  Z(dvd^o  —  dvdhi) 

ds^jÄdv--  Ydu) 

und  ebenso  erhält  man: 

ds^Zdu'-Ädw) 
»  y— »«=    j^a^  Y^\Z^  ' 

^-ti—  x^+Y^  +  Z^  ' 
Es  ergiebt  sieb  also: 

rff«  V(Z«  +  F*  +  Z«)€fo«—  (JCdtf  +  Ydv  +  Zrffo)* 


P  = 


jr«+F*+z« 


oder  mit  Hälfe   der   im  vorigen   Paragraphen   abgeleiteten  Glei- 
chung (a'): 


Nach  §.  8.  ist  nun  für  die  loxodromische  Linie,  wenn  die  dem 
Punkte  (te,  v,  w)  entsprechende  Breite  mit  tp  bezeichnet  wird: 

,.     secS^.dtcl^ 

ds^  = 5~  , 

cos  9* 

folglich  erhalten  wir«  da  nach  §.  10. 

6«— w* 


ist: 


cos9«  =  ^a^^4^ 


_  sec  e^6^  +  g^ Vto* , 


femer  ist  nach  den  in  §.  10.  fdr  X,  Y,  Z  gefundenen  Ausdrficken: 


M  Flmgemmmm:   Tkemie  äer 

dsaher 


imd 


(6»-«e«)(6«  +  ehe*) "''  6«(6»  -  «>•)»(*«  +  Se^ 

—        6*(6«—  tt»)«(6*+ cV) 

_^tg«Mw>«(**+«V*)       ^gMw>» 
"-  P(6'-«*)"(6"+Ap»)  ~  (6«-»*)» 


iat,  M  erhAlteB  wir  andi: 


Ä*+  r^+z» 


=  (6«-«.«)»  '«*+ Z ^ 

(\a  im  fUMi  siell  erglebt : 


amf  dem  Etüpioid  tmä  auf  der  Kk§ei.  27 

—  6«_u,«'  6«— w«  —  (6*— w«)« 

so  erhalten  wir  endlich: 

gece«dwO     ,     6tg««(&«+g«tg*)        tge«.8ec«^.tg»(6HgV>*;%fat<^ 

+  a«  tg  e«.  sec  Ö«.  10^6^ + 8«io«)*| , 
aod  es  ergiebt  sich  daher: 

16) 

. o.sec  e^sf  t^^ui^V  {U^  +  gvy 

^  "^  V  l6*{6*--to»)[aHtgO*(6Hc*««'*)?+ß*tg©«  sece«.fr*(6*+e*w^»r 
Da 

secd'sl+tge« 

und 

ist»  so  können  wir  statt  der  gefaDdeoen  Formel»  indem  wir  dem 
Nenner  des  für  q  erhaltenen  Ausdrucks  eine  andere  Gestalt  geben« 
auch  schreiben: 

16«) 
a . sec ©« V6*^=^ V  (ffl  +  ««tr«)» 


Q  = 


aT  H«46*(6«— w«)  +  2a«6»tg©2(6a— fo«)(6a  +  fi%r«>j| 


Es  geht  aus  dieser  Formel  hervor»  dass  fOr  O  es  0»  oder  wenn 
die  Curve  mit  dem  Meridian  zusammenßlBtj 

^= S6 
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wird 4  d.  h.  es  wird  der  Krumroangshalbmesser  gleich  dem  Krfim- 
niungshalbniesser  des  Meridians ,  denn  dieser  Ausdrack  gilt  auch 
fGr  den  KrGmmungshalbmesser  einer  Ellipse  mit  den  Axen  2a  und 
26  in  einem  Punkte,  dessen  Ordinate  w  ist.' 

.  För  ö  =  90®,  das  ist,   wenn   die   Curve   mit  einem    Parallel- 
kreise zusammenfällt,  wird 

^= 1 ' 

d.  h.  der  Krümmungshalbmesser  wird  gleich  dem  Halbmesser  die- 
ses Parallelkreises. 

In  jedem  anderen  Falle  wird  für  ti7  =  0,  d.h.  fär  den  Punkt 
der  Curve,  in  welchem  sie  den  Aequator  schneidet: 

_a6^secÖ* «6« 6« 

^""a*+**tg  e«""a«.  cos  0«  +  6«. sin  ©«""«(l  —  c«.sin  ©«)* 

Wenn  sich  vo  dem  Werthe  6  nähert,  so  nähert  sich  q  dem 
Werthe  Null,  d.h.  gegen  den  Pol  hin  wird  der  Krümmungshalb- 
messer der  loxodromlschen  Linie  verschwindend  klein. 


§.  12. 

Nimmt  man  auf  einer  ebenen  Curve  ausser  einem  Punkte  m 
einen  zweiten  mi.  an ,  bezeichnet  die  Länge  des  zwischen  diesen 
beiden  Punkten  enthaltenen  Bogens  der  Curve  mit  z/i,  und  den 
Winkel,  welchen  die  in  den  beiden  Punkten  m  und  nti  gezogenen 
Normalen  oder  Tangenten  der  Curve  mit  einander  bilden,  mit  Ax^ 
so  nimmt  unter  der  Voraussetzung,  dass  der  Bogen  mni'^  keine 
Inflexion  erfährt,  sondern  in  seiner  ganzen  Ausdehnung  seine  Con- 
vexität  nach  derselbeiv  Seite  kehrt,  das  Verhältniss 

offenbar  grössere  oder  kleinere  Werthe  an,  je  nachdem  die  be- 
trachtete Curve  mehr  oder  weniger  krumm  ist,  oder  sieh  in  der 
Nähe  des  Punktes  m  mehr  oder,  weniger  von  der  Tangente  Im 
Punkte  m  entfernt.  Für  einen  Kreis  ist  offenbar  in  allen  Punk- 
ten, so  gross  auch  der  Bogen  dt  sein  mag,  wenn  r  derHalbmes* 

ser  des  Kreises  ist,  r.^/r  =  A,  also  ^=-,  und  es  ist  ja  aller- 
dings die  Krümmung  eines  Kreises  in    allen  Punkten  dieselbe; 


(hif  dem  Eilfpsaid  und  auf  der  KngeL  29 

nach   dem  Gesagten  wird  —  als  das  Maass   der  Krümroang  des 

Kreises  von  dem  Halbmesser  r  za  betrachten  sein. 

^är  eine  beliebige  ebene  Carve  ändert  sich  das  Verbältniss 

-^  nicht  bloss  mit  der  Lage  des  Punktes  m,  sondern  auch  mit 

der  Länge  des  Bogens  At.  Lftsst  man  aber  die  Grössen  At  und 
Ax  immer  kleiner  werden»  so  wird,  unter  der  Voraussetzung,  dass 
im  Punkte  m  keine  Stetigkeitsnnterbrechung  stattfindet,  dieses 
Verh&ltniss  gegen  eine  bestimmte  Grenze 

dx 
dt 

convergiren,  welche  man  nach  der  Analogie  als  das  Maass  der 
Krümmung  der  Linie  im  Punkte  m  zu  betrachten  hat.  Wenn 
aber  der  Bogen  mmx  unendlich  klein  wird,  so  ist  der  Punkt,  in 
welcbem  die  beiden  Normalen  der  Curve  in  den  Punkten  m  und 
mi  sich  schneiden,  der  Krfimmungsmittelpunkt  in  Bezug  auf  den 
Punkt  m,  und  man  hat  daher,  wenn  man  den  Krfimmungshalb« 
messer  für  diesen  Punkt  mit  q  bezeichnet: 

oder 

d%  —  q' 
es  wird  demnach  das  Maass  der  Krümmung  einer  ebenen  Curve 
in  ir^nd  einem  Punkte  ausgedrückt  durch  ,das  Verbältniss  — • 

Diese  Betrachtung    lässt   sich  nun  auch  auf  die  Curven  im 
Räume  ausdehnen,  denn  fiir  diese  liegen  drei  aufeinander  folgende 
Punkte  auch  immer  in  einer  und  derselben  Ebene,  welche  man 
eben  die  Krümmungsebene  nennt,  und,  wie  wir  schon  oben  ge- 
sehen  haben,  trifft  die  Durchschnittslinie  zweier  auf  einander  fol- 
genden Normalebenen  diese  Krümmungsebene  in  einem  Punkte, 
welcher,  ähnlich  wie    bei  den    ebenen  Curven,   der  Mittelpunkt 
etiles  Kreises  ist,  der  durch    die  drei  einander  unendlich  nahe 
Hegenden  Punkte  der  Curve  geht     Es  wird  daher  auch  für  die 
Curven  im  Räume  das  Maass  ihrer  Krümmung  in  der  Krümmungs- 
ebene,  oder  das  Maass  ihrer  sogenannten  erateu  Krümmung  aus-, 
gedrückt  durch 

dx  _\ 
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wara  ät,  ds  und  q  dieselbe  Bedeotiing  haben,  welche  wir  diesen 
Zdehen  oben  in  Bezog  auf  die  ebenen  Carmen  beigelegt  haben. 

Nach  den  in  den  Formeln  16) .  aofgestellten  AasdrOcken  f&r 
den  Krfimmongahalbmesser  q  erhalten  wir  non  in  Besng  aof  die 
lozodroniffche  Linie  fOr  das  Maass  ihrer  ersten  KrQmmpng  im 
Punkte  (tf^  V,  w)  die  Formel: 

17) 

dt  __  ^W^b'^-vJ^jaH^g^f^H^^^^ 

di^  a .  sec  e«  V'^ft«— «« .  V  (6«  +  f*tr«)» 

oder: 

17«») 

AJ    jta*6«(6«— w«)  +  2a26*tge«(*«— w2)(6a  +  ««tr«)) 

ds^  a.secÖ«\^6«^tö^V^(P+Äö*)' 

EUi  bezeichnet  hier  dt  offenbar  den  von  zwei  einander  anendlieb 
nahe  liegenden  Tangenten  gebildeten  Winkel,  welchen  man; 
ebenso  wie  bei  den  ebenen  Curven,  den   Contiugenzwinkel  nennt. 

Für  die  Corven  im  Räume  giebt  es  ausser  der  eben  betrach- 
teten ersten  Krömmung  noch  eine  zweite  Krümmung,  wodurch 
eben  die  Benennung  „Linien  von  doppelter  Krümmung"  för  diese 
Curven  gerechtfertigt  wird,  und  ebenso  wie  das  Maass  der  ersten 
Krdnimong  von  dem  Winkel,  den  zwei  auf  einander  folgende  Tan» 
genten  mit  einander  bilden,  dem  sogenannten  Contiugenzwinkel, 
abhängt,  so  wird  das  Maass  der  zweiten  Krümmung  durch  den 
Winkel,  den  zwei  auf  einander  folgende  Krümmungsebenen  mit 
einander  bilden,  den  sogenannten  Torsions winkel,  bestimmt.  Wäh- 
rend aber  das  Maass  der  ersten  Krümmang  nor  von  den  Dlfe« 
rentialien  der  ersten  und  zweiten  Ordnung  von  den  Coerdinaten 
:r,  y,  z  abhängt,  kommen  flir  die  Bestimmung  der  zweiten  Krüro- 
mnng  auch  die  Diffierentialien  der  dritten  Ordnung  in  Betraeh^ 
wodurch  der  sich  fQr  dieselbe  ergebende  Ausdruck  in  Bezug  auf 
die  lozodromische  Linie  desUmdrehungs-EHipsoids  zu  compticirt 
wird,  als  dass  er  noch  von  einem  erhebliehen  Interesse  fflr  ans 
sein  könnte.  Es  wird  dies  überhaupt  mehr  oder  weniger  mit 
allen  noch  übrigen  sich  auf  die  lozodromische  Linie  beziehenden 
Formeln  der  Fall  sein;  und  um  daher  die  Theorie  dieser  Linie 
noch  weiter  zn  verfolgen,  wollen  wir  von  nun  an  die  Abplattung 
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der  Erde  onberiickiielitigl  lassen,  und  die  lozodromische  Linie 
«nf  der  Kugel,  ffir  welche  die  Forneln  weit  einfacher  werden,  un- 
serer Untersuchung  unterwerfen. 


Zweites  Kapitel. 

Die  lozodromische  Linie  auf  der  Kugel. 

« 

§.13. 

Betrachten   wir  also  nun  die  Erde  als  eine  Kugel,  und  be- 
zeichnen den  Halbmesser  dieser  Kugel  rojt  R,  so  haben  wir  fiir 
dieselbe,  wenn  wir  uns  durch  ihren  Mittelpunkt  wieder  ein  recht* 
winkliges  Coordinatensystem  det  x^  y^  z  gelegt  denken,  die  Glei* 
chung: 

Nehmen  wir  wieder  die  Ebene  des  Aequators  zur  Ebene  der 
jry,  also  die  Aze  der  Erde  zur  Axe  der  z,  den  nach  dem  ersten 
Meridian  gerichteten  Halbmesser  des  Aequators  zur  Axe  der  x, 
den  nach  dem  neunzigsten  Grade  der  Länge  gerichteten  Halb- 
messer desselben  zur  Axe  der  y,  und  bezeichnen  wir  wieder  die 
geographische  Länge  und  Breite  respective  durch  if;  und  9,  so- 
wie den  Winkel,  welchen  die  lozodromische  Linie  mit  dem  Me- 
ridian bildet,  durch  6:  so  erhalten  wir  offenbar  die  den  im  ersten 
Kapitel  in  Beziehung  auf  das  Umdrehungsellipsoid  entwickelten 
f&r  die  Kugel  entsprechenden  Formeln,  wenn  wir  in  jenen  a=b=R 
und  6=0  setzen. 

Aus  den  Gleichungen  4)  tou  Kap.  L  erhalten  wir  zunächst, 
wenn  wir  wieder  annehmen,  dass  die  Längen  von  dem  Punkte 
an  gerechnet  werden,  in  welchem  die  loxodromische  Linie  den 
Aequator  schneidet,  fiir  die  loxodromische  Linie  auf  der  Kugel 
die  Gleichung: 

2)  *  =  tge./.tg(45o+i9). 

Ffir  6=sO  ftllt  also  auch  auf  der  Kugel  die  lozodromische  Linie 
mit  dem  Meridian  zusammen,  und  für  d=:90^  wird  die  Gurve 
ein  Parallelkreis  des  Aequators.  Fdr  alle  anderen  Werthe  von 
S  wird  die  Curve,  ebenso  wie  auf  dem  Eltipsoid,  vom  Aequator 
aus  sich  den  Polen  in  unendlichen  Windungen  immer  mehr  nähern, 
ohne  dieselben  je  su  erreichen. 
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Die  Abweicfaiing  der  einer  bestimmten  geograpfai«ehen  Breite 
^  anf  der  Kugel  entspreclienden  Länge  ^  toii  der  demselben 
Wertbe  von  ^p  auf  dem  Ellipsoid  eotspreehendeo  Länge  wird 
offenbar  ausgedrfickt  durch: 

tg  Ö(6*.  sin  g)  +  j6*. sing)* +  ic*. sin  qp*  +  ....). 

Für  die  Projection  der  loxodromiscben  Linie  auf  den  Aequator 
erhalten  wir  in  Bezug  auf  die  Kugel  aus  der  in  $.  5.  gefundeneo 
Gleichung  7): 

woraus  sich  die  Gleichung  ergiebt: 

Ebenso  erhalten  wir  aus  den  Gleichungen  8)  von  §.  5.  für  die 
Projectionen  der  loxodromiscben  Linie  auf  die  Ebenen  der  xz  und 
y%  in  Bezug  auf  die  Kugel  die  beiden  Gleichungen: 

4)  { 


§.  14. 

Ffir  die  Tangente  der  loxodromiscben  Linie  in  einem  Punkte 
(ti»  x>i  w),  dessen  geographische  Breite  und  Länge  respective  (p 
und  ^  sind»  erhalten  wir  in  Beziehung  auf  die  Kugel  aus  den 
In  §.  6.  aufgestellten  Gleichungen  10} : 

5) 

*.  tgÖ.sini(;  +  Cost^.sing),       ^    .      ^ 

:r '— Kcos^.cosa)=3 (z — R.biüw)» 

'  ^  cos  9) 

w*    .                           tgO.costf;— sint(;.8in<p.        ._     ,      ^ 
»-fi.8to*.C0S9=:     ^ ^Qgy      — -^(x-Ä.siay); 

oder  wenn  wir   die  Gleichungen   der  Tangente '  nicht  dorch  die 
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ge<^rapbU€he  BreiUi  ond  Länge  des  Punktes  (tc,  «,  w),  sondern 
durch  die  Coordinateo  u»  ü,  to  selbst  ausdrücken  wollen,  so  er- 
faalteo  wir  fär  dieselben  aus  den  Gleichungen  11)  von  §.6.: 

x-u  = ^^:^ (z-tc), 

JB.tgÖ.u  — wr. 

Die  Winkel  tt,  /?,  y,  welche  die  Tangente  respective  mit  den 
Axen  der  üc^  y,  z  bildet»  werden  fär  die  Kugel,  ebenso  wie  für 
das  Ellipsoldy  durch  die  in  §.  7.  unter  den  Formeln  12)  aufgestell- 
ten Gleichungen  bestimmt,  oder  auch  durch  die  folgenden  sich 
aus  den  Formeln  12*),  mit  Hülfe  der  Gleichung  l)  des  vorherge- 
henden Paragraphen,  ergebenden  Gleichungen: 

cosa=^  (sm  &  >-^ +  cos  &  — ^  .    i     J, 

I  I 

cosÖV^Ä* — w* 


cosy  =  dt 


R 


Für  die  Coordinaten  des  Punktes,  in  welebem  die  Taiigente  die 
Ebene  des  Aequators  schneidet,  erhalten  wir  noch  in  Bezug  auf 
die  Kugel,  wenn  wir  in  den  Gleichungen  5)  der  Tangente  zssO 
setzien : 

l?.co8ift-f-l?.tg^.sin^.siny 
"~  coscp 

«) 

jß.siniI;~Jß.tg6.costI;.sioa) 


^  • 


cos  9) 


Wir  werden  Im  folgenden  Paragraphen  auch  die  Gleichung 
der  Linie  kennen  lernen,  auf  welcher  alle  diese  Durchschnitts- 
punkte  der  Tangenten  mit  der  Ebene  des  Aequators  liegen. 


§.15. 

Wenn  man  sich  an  einer  Linie  von  doppelter  Krümmung  nach 
einander  alle  Tangenten  construirt  denkt,  so  liegen  dieselben  auf 
einer  sogenannten  abwickelbaren  Fläche,  d.h.  auf  einer  soleben, 
welche  sich  in  eine  Ebene  ausbreiten  oder  abwickeln  lä^st    Im 

Theil  XXXU.  3 
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ARgemeinen  ist  freilich  die  Fläche,  welche  durch  eine  sich  im 
Raome  auf  beliebige  Weise  bewegende  grade  Linie  erzeugt  wird, 
nicht  eine  abwickelbare,  sondern  dies  wird  nnr  stattfinden,  wenn 
die  Bewegung  der  graden  Linie  so  geschieht,  dass  zwei  einander 
nnendlich  nahe  liegende  Elrzeugangslinien  einander  treffen,  oder 
wenn  es  eine  Linie  glebt,  welche  die  Umhüllungslime  aller  graden 
Erzengungslinien  ist,  und  man  nennt  dann  diese  UmhfiUnngsliiie 
die  Röckkehrkante  oder  Wendungscurve  der  abwickelbaren  Fläche. 
Die  auf  einander  folgenden  Tangenten  einer  Curve  doppelter  Krfim- 
mang  haben  nun  offenbar  diese  Curve  seihst  zur  Umhullongs- 
linie,  und  sie  liegen  daher  allerdings  auf  einer  abwickelbaren  Fläche, 
deren  ROckkehrkante  die  gegebene  Curve  ist.  Für  die  lexodro- 
mische  Linie  auf  der  Kqgel  erhalten  wir  die  Gleicbang  der  ab- 
wickelbaren Fläche,  auf  welcher  alle  ihre  Tangenten  liegen,  lade» 
wir  aus  den  Gleichungen  5)  die  Grossen  ^  und  if;  vermittelst  der 
Gleichungen  der  Curve  eüminiren.  Wenn  wir  die  Gleichungen  5) 
abwechselnd,  die  eine  mit  cos^  und  die  andere  mit  slnrff  multi- 
pliciren,  und  dann  respective  zu  einander  addiren  und  von  einan- 
der subtrahiren,  bo  erhalten  wir  aus  denselben  die  beiden  Glei- 
chungen : 


!  tg  0(R .  tg  g> — z .  sec  g?). 


Car.sinif> — y.cos^= 


Aus  der  Gleichung  der  loxodroroischen  Linie  2)  erglebt  sich  nun, 
wenn  von  jetzt  an  mit  e  die  Basis  dea  natOrnchen  Logarithmen- 
Systems  bezeichnet  wird: 

cÄ=tg(460  +  i<p,  =  ^}±|^|. 
woraus  man  erhält: 

g'»y=g  j^     ' — ;;^»    cosv  =  — 5; Zr^' 

^B^e"^^  e^+e    ^, 

also 

gec9= J^ ,     tg9= g 

BiAstItuiren  wfr  diese  WeHhe  von  secgy.und  tgqf  in  die  beiden 
QMehungen  9) ,  so  verwandeln  sich  dieselben  in  üe  beiden  fel- 
•andeas 
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Ihladfireii  wir  diese  beiden  Gleicbtmgen,  nnd   addiren  6le  datiti 
zu  elnaoder^  so  erbaHeft  i^ir  die  Gleichubg: 


woraus  sieb  ferner  die  beiden  Gleichongen  ergeben: 

and  wenn  wir  diese  beiden  Gleicbungen  radiciren,  so  erbalten  wir 
die  beiden  folgenden: 

^^{(Ä— i)e'ir«>  +  (ß  +  t)e    'f»)« i  Va?«+y«+««-ß«; 

wofSr  wir  aueb  sebreiben  können: 

10) 
^Zie«i9  +  5±^e"«iS=a  ±  V"(««  +y«)cose»  +  (Ä»~»«)8ta©« , 
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Cm  aos  über  die  Wahl  der  Vorzeichen  fSr  die  beiden  Warzel« 
grSflsen  auf  den  rechten  Seiten  dieser  Gleichnngen  entseheideo 
zn  kfhinen,  wollen  wir  nur  den  Theil  der  zu  foestimmenden  FIScIm 
in  Betracht  ziehen,  der  sich  zwischen  den  beiden,  durch  die  Glei- 
chungen z  =  JS  und  X  =  —  R  bestimmten  BerGhmngsebeneD  der 
Kugel  in  den  beiden  Poleti  befindet,  in  welchem,  da  alle  Punkte 
,der  loxodromischen  Linie  zwischen  diesen  beiden  Ebenen  lieget, 
alle  Tangenten  dieser  Curve  in  einem  Theile  ihrer  Ansdehnuog 
enthalten  sind.  Da  dann  die  Grossen  R — %  und  R-^z  immer  ei- 
nen positiven  Werth  haben,  so  ist  ersichtlich,  dass  man  der 
WnrzelgrOsse  in  der  ersten  der  beiden  obigen  Gleichungen  immer 
das  positive  Vorzeichen  beizulegen  hat,  während  diejenige  in  der 
zweiten  Gleichung  sowohl  das  positive  als  auch  das  negative  Vor« 
zeichen  erhalten  kann:  und  es  ergiebt  sich  daher  durch  AdditioD 
der  beiden  Gleichungen  10): 

Ss  _  V(^*-tiy')  CQg  ^-KiJg*—  »*)  sin e«  jb  cos  » V^a?«  -|. ya-j-^TZ^ 
ec   -  ^ZTt  ' 

folglich : 

11) 


R'—z 

Mit  Hölfe  der  Gleichungen   10)  erhalten  wir  nun  ferner  ans 
den  Gleichungen  9«)  die  beiden  folgenden: 

ar.cos^-f^.siu^:;=     V  (a?«  +y«)co8  6*  +  {R^--z^t^n  6«, 
ar.sinV— y.cos^=dbsinO  V"Är*+y«  +  2«  — Ä«; 

und  wenn  wir  aus  diesen  beiden  Gleichungen  nach  einander  cos^ 
und  sinV'  eliminiren,  so  bekommen  wir: 

(«?*+»*)  sin  tj> 
==y  V(^+3(*)  cos  e«+ (iP  -  2«)  sin  e«±  X  sineV;r«+^«  +  2«u-Ä«, 

(«Hy*)cos^ 

=:  ar  V(a:» + y^)  cos  ^^{R^^  x*)  sin  ©«Ty  sin  öVa?«+y«+x«^iP; 
woraus  sich  ergiebt: 

^    .^  _  y Vl^-fiy*)cos««+(iZ«— 2«)sine« J: a?sin e V  ar«+y«.f z^^jy 
a:V(a:Hy*)cos©«+(Ä«-««)8ine«TysineVarHyH**^Ä«' 
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Durch  Snbstitution  des  oben  noter  11)  gefondeDeD  Wertbes  von 
^  in  diese  drei  GleicbuDgeu  erhalten  wir  für  die  abwiciceibare 
Fläche,  anf  welcher  alle  Tangenten  der  loxedromUchen  Linie  anf 
der  Kugel  liegen,  die  Gleichungen: 

12) 

^^^oiny^^^^•^^°''^-'•^^-*')»^''^J:Jr.^ineVa;«^^■V«^-»»-Ü» 

_  ^  Qi  VCä^-try*)  co»««4^(/f>-t«)  ein  €>«  J:  cos  » V  ar«  -f ^»-1-»»-  jf« 

oder: 

12«) 

A„  coo  *^(^''+:»''>c»««»H(fi^»«J^iSÖ^T  y.  «ine  V^a;«.|^H«'~/?« 

_  ^g;  V(J?*+ y*)  cos  »» + (««—»«)  sin  e«  J:  cos  » V  a;a-fjy»+t^-/8!« 

R  —  z 

oder: 

12») 

^^^. .  y V(^+y«) cose»+(y?»  — t«) ein e« db a; .  sine V^ä^yii^äi:^ 

^  ar  V(arHy»)cose«+(Äi^»«)  sin«»  T  y .  sin  «y'a:«+3,«+z«-J2« 
_.    g.  V (a:*+y*) cos e'+(ÜP-»«)l.]R"P J. cos 8 V^äHNiä+^IIli 

I 

Was  die  doppelteo  Vorzeichen  in  diesen  Gleichangen  betrifi^ 
80  geht,  wie  wir  schon  oben  erwähnt  haben,  aus  der  zweiten 
der  Gleichungen  10)  hervor,  dass  beide  za  berficksichtigen  sind^ 
wenn  die  ganze  in  Rede  stehende  Fläche  durch  unsere  Gleichun- 
gen dargestellt  werden  soll.  Es  werden  für  einen  ^  Theil  dieser 
Fläche  offenbar  die  oberen,  för  einen  anderen  die  unteren  Vor- 
zeichen zu  nehmen  sein.  Die  Linie,  weiche  diese  beiden  Theile 
der  Fläche  von  einander  trennt,  werden  wir  offenbar  erhalten, 
wenn  wir 


— TV— e'*^ 2r-e    '*^  =  0 


oder 
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•eUeo.    Ua  nach  der  GUiehang  der  loxodromiscbeo  Liiiie 

■ 

Ut,  8Q  erhalten  wir  fOr  die  Linie»  durch  welche  aoaere  Fliehe 
In  die  beiden  erwähnten  Theile  gethellt  wird: 

woraus  hervorgeht ,  daas  diese  Linie  auf  der  Oberfläche  der  Ku* 
gel  liegt»  also  die  lozodroroische  Linie  selbst  oder  die  Rfidckehr- 
kante  unserer  abwickelbaren  Fläche  ist. 

Wenn  wir  also  an  die  loxod römische  Linie  auf  der  Kugel 
nach  einander  alle  Tangenten  ziehen»  so  wird  die  Fläche»  welche 
alle  diese  Tangenten  enthSit»  auf  der  einen  Seite  der  lozodroroi- 
schen  Linie  durch  die  Gleichungen  12)  dargestellt»  wenn  in  den- 
selben die  oberen  Torzeichen»  auf  der  anderen  Seite  jener  Linie» 
wenn  in  denselben  Gleichungen  die  unteren  Vorzeichen  genom- 
men werden. 

Den  Gleichungen  12)  können  wir  auch  noch  eine  andere  Form 
geben»  indem  wir  statt  der  rechtwinkligen  Coordinaten  x»  y»  t 
ein. System  der  Polarcoordinaten  r»  9)»  ^  einfuhren»  indem  wir 
nämlich  setzen: 

^s=r.cos9}.cos.^»    y  =  r.cos9>.sin^»     i^ir.sin^), 

90  dass  wieder  ^  den  Winkel  bezeichnet»  welchen  der  Radius 
Vector  r  mit  der  Ebene  des  Aequators,  und  i|;  den  Winkel»  wei- 
chen die  Projection  des  Radius  Vector  auf  der  E^bese  des  Aequa- 
tors mit  dem  nach  dem  ersten  Mendian  gezogenen  Halbmesser 
des  Aequators  bildet 

Dann  erhalten  wir  för  die  Fläche»  auf  welcher  alle  Tangenten 
der  lozodromischen  Linie  liegen»  statt  der  Gleichungen  12)  die 
Gleichungen : 

13) 


-j* 


,       ,  sin tp Vr«. cos©«  —  (r«  —  ß*) sin  ©«  ±  cosif; . sin  0 V"r«  ~  H^ 

A  rc  sin 

r.cos9>  # 

V  r«.  cos  y»-(r«  -  /Z»)sin  6^  J:  cos  QV^räirflä 
"      *  R  —  r.sing) 
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oder : 

13«) 

Are  cos   «»■»^»•' cosy*-»*— ig«)^ÜrpT.Bin  ».«ineVf«-  JP 

r.contp 

*  R — r.aio^p 

oder: 

13») 


Arctg. 


cos^V  r^.cos^a— (r«— iB«)8in  ©«Tsint.  »in  öVr«— Ä« 


,  ^,  Vr».co8<p«— (r«— ß*)8in©«±co8  0Vr«— Ä« 
—  tg  w. ^ —      . ' , 

in  wefcben  Gleichangen  Ober  die  doppelten  Vorzeichen  dasselbe 
gilt,  iras  wir  darfiber  in  Bezug  auf  die  Gleichungen  12)  gesagt 
haben. 

Wenn  wir  in  diesen  Gleichungen  9)?=0  setzen»,  so  erhalten 
wir  die  Gleichungen  der  Durchschnittslinie  jener  Fläche  mit  der 
Ebene  des  Aequators,  oder  die  Gleichungen  der  Linie»  auf  wel- 
cher die  Durchschuittspunktc  aller  Tangenten  mit  der  Ebene  des 
Aequators  liegen.  Die  Gleichungen  dieser  Linie  werden  dem« 
nach  sein:     . 

H) 

.      sini(;Vr*.cose«  +  Ä«.sin0«±co8t/;.sin  d\^r«— Ä* 
Are  sin . ■ — i 


^,  Vr«.cose«  +  Ä«.sine«±€os0Vr«— Ä« 
=  tg  m . ^ 

oder 

14«) 

cos i^Vr*.cose^-f  fl«>sine»T8^"»  sin 0 V^r^^j?» 
Are  cos  — j; 

^,  Vr«.co8  0«+  ß«.8in  0«±cos  0Vr*^ß* 
«tg«/.- ^g 

oder 
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14*) 


^.  Vr».cose«  +  Ä«.8me»±co8eVr»— iJ« 
stg«/* 5 ' 

In  welchen  GlelchuDgeo  die  eioen  Vorzeichen  «ick  auf  die  Tan- 
genten» welche  an  den  Jtn  der  einen  Seite  des  Aeqvnftors  Gegen- 
den Theil  der  loxodromischen  Linie  gesogen  sind,  die  nnderen  aaf 
die  nn  den  anderen  Theil  dieser  Linie  gesogenen  Tangenten  be- 
liehen« 


$.  16. 

Pitt  die  Rectiicatlon  der  loxodroaiisehen  Linie  wmi  der  Kngel 
erhalten  wir  nach  der  in  }.  S.  für  das  Sphiroid  anff^estelhen  For- 
mel 13): 

#ur= s» 

cos  V 

woraus  stck  nnwittelhar  durch  bilegration  ergieht : 
K)  *=^+C, 


Mi  wekker  tUeichnng  efcnhar   die  Constante  C  gleidb    Nvll  za 
setze«  ist.  wenn  Man  fie  Bogen  to«  de»  Pnnkte 


Da  Ae  Breite  ^  sich  fc^  das  ene  Ende  der 
Linie  d^»  Werthe  ^  nnd  fiw   das  andere  IjMle   derscfihen   de« 

TS 

Wcrtfce    — -^  nakeet»  an  nähett  skh  dZe  Lüge  der  ganzen  Inzn- 
Lniie  deni  W^tk 

Rm 


5-  tr. 
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tgÄ.costf; — sino). Sinti;        siDflp.cost^  4- ts#.8int2;     '    ^ 
cos  9  ^  cos  9 

oder: 

16) 

sec if;. cos 9>. 2 -h  (tg #— tgV'. sin 9>)y-(tg9.tg^ 4-810 9>)^=0. 

Da  das  constante  Glied  in  dieser  Gleichung  fehlt,  so  sieht 
man,  dass  ade  Normalebenen  der  loxodromischen  Linie  auf  der 
Kugel  durch  den  Mittelponkt  der  Kugel  gehen,  was  man  aller- 
dings schon  ans  der  Eigenschaft  der  Kugel,  dass  jeder  Radius 
ihre  Normale  ist,  hätte  schüessen  können. 

.  §.  18. 

f^T  die  Osculationsebene  der  loxodromischen  Linie  in  eiaem 
Punkte  (»,  o,  w),  dessen  Breite  und  Länge  respective  9  und  ^ 
sind,  ergiebt  sich  in  Bezug  auf  die  Kugel  nach  §.  10.  die  Glei- 
chung: 

wofür  wir,  da  für  jeden  Punkt  der  Kugeloberfläche 

tr=:A.sing>, 
also 

^ =  cos  g) 

ist,  auch  schreiben  können: 

17*)  tgÖ.(i — ir)  =  cosg)(y.cos'^ — o^.sintf;). 

Mao  sieht  aus  diesen  Gleichungen«  dass  auch  auf  der  Kugel  die 
Kruromungsebene  der  loxodromischen  Linie  im  Allgemeinen  nicht 
durch  den  Mittelpunkt  der  Kugel  geht.  Es  wird  dies  fOr  jeden 
Punkt  der  Curye  nur  dann  stattfinden,  wenn  6  =  0  ist,  d.  h.  wenn  . 
die  Curye  ein  Meridian  wird.  Fär  alle  anderen  Werthe  von  6 
findet  dasselbe  nur  für  to=:0,  d.h.  in  dem  Punkte  der  Curve 
8tatt,  in  weichem  sie  denAequator  schneidet.  Für  ^  =  ^=0  er- 
halten wir  z  =  ti7,  woraus  hervorgeht,  dass  die  Krflmmungsebene 
die  Erdaxe  im  Mittelpunkte  des  Parallelkreises  schneidet,  in  wel- 
chem der  Punkt  liegt,  wo  sich  die  Ebene  an  die  Gurve  anschmiegt; 
der  Radius  diesem  Kreises  liegt  demnach  ganz  in  dm  Krfisi« 
mangsebene. 
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Ffir  die  Neigiuig  der  KrfimmuDgsebeDe  gegen  den  Aeqoator 
erhaiteii  wir,  wenn  wir  den  Winkel  dieser  Neignng  mit  t  beseicb- 
nen,  nach  einer  Grandfomiel  der  anal3rtischen  Geometrie: 

oder: 

18)  tgt  =  co69).cotg9, 

woraus  sich  ergiebt,  dass  dieser  Neigoags winke!  ron  90^ — •  bis 


za  NoH  abnimmt,    wShrend   man  die   geographische  Breite    to» 
Null  bis  9(K>  wachsen  läset 


§•  19- 

Für  den  Krfiromungshalbmesser  der  lozodromlsdbsn  Linie 
auf  der  Kugel  in  einem  Punkte  (u,  v>  vo)  erhalten  wir  nach  der 
in  $.11.  entwickelten  Formel  16): 

ig*sece«ViB«-><o« 

^""VjB«sece*(Äa~tr«)  +  Ä«tg©«,8ece«*fc« 


—  » 


V  sec  Ö*(Ä«— tr«)  +  tg  Ö%» 
und  es  wird  daher  für  die  Kugel: 


19)  q- 


V^/2*.sece«— tr« 


Auf  der  Kugel  wird  also  für  9=0,  d.h.  wenn  dieCnrve  mit 
dem^eridian  zusammenfallt,  p  =  12;  fär  6=:90^,  oder  wenn  die 
Curve    mit    dnem    Parallelkreise    zusammenfllllt,    ergiebt    sich 

psV^JB^ — to*,  d.h.  es  wird  der  Krümmungshalbmesser  gleich 
dem  Uaihmesser  dieses  Parallelkreises.  In  jedem  anderen  Falle 
ist  Qsp:  R,  wenn  w=sO  Ist,  oder  da,  wo  die  Curve  den  Aequator 
sdineMety  isl  ihr  KKimmungshalbmeaser   dem   Halbmesser   der 

Bvueb  ist,  so  ist  ersichtlich,  dass  der  Krümmungshalbmesser  mit 
waehstodem  w  abnimmt,  und  es  ergiebt  sich  aus  der  gefundeaen 
Vonnei,  dass  ^eiselbt  sich  immer  mehr  dem  Werthe  Null  nähert, 

jie  nÜMf  w  dem  Werthe  R  k/immt,  d.  h.  je  mehr  sich  der  Punkt 

(h,  «,  «o)  dem  Pole  nähert. 
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Da 

\at,  so  hat  map  aucfa: 

ß.secO.cosg)         iZ.aec0.cos<p       R 


Q  = 


VsecS^-^sinqfi     V^tg©a  +  coßg)*     VsiDÖ^.secgj^fcos©*' 


und  wir  faaben  daher  fQr   deo   KrOmmongsbalbmesaer  auch  die 
Focmel: 

1^)  9^  '^ 


Vl+8ine*,tgg)«' 


aus  welcher  hervorgeht,  dass  io  gleichen  Breiten  der-Krümmangs 
halbmesser  desto  kleiner  ist»  je  grösser  B  ist,  oder  je  mehr  sich 
die  Curve  an  den  Parallelkreis  anschmiegt 


§.20. 

Bezeichnen  wir  die  Wuikel,  welche  der  Krümmungshalbmesser 
Im  Punkte  (u,  v,  w)  mit  den  Parallelen  zu  den  Axen  der  x,  y,  % 
bildet,  respective  mit  X,  f»,  v,  so  haben  wir  für  dieselben,  wenn 
0?,  y,  %  die  Coordinaten  des  Krömmungsmittelpunktes  sind,  die 
allgemeinen  Gleichungen: 

cosX  = »     costt  =  *^ »     cosv  = ; 

Q  Q  9 

folglich  nach  den  in  §.  11.  fflr  x—u,  y  —  p,  i  — w  und  q   aufge- 
stellten Formeln: 

Ydw  -  Zdv 

C06Jl  = 


Zdu—Xdw 

cos  ii  sc -.  » 

Xdv-^  Ydu 

wo  wieder 

X:=^dvdhß — dwdlht    Yzs^dwd^u — dudho,    Z^zdudh  -^dinPu, 

ds=:  XTdhfl  +  dv^^  dw^ 
EU  setzen  ist. 


Flm§emamm:    TkemU  aar  iBx$änmiM€kem  Umten 

Ffer  die  loxodromuehe  Linie  aef  der  Kagel  erhalten  wir  oqd 
den  in  (.  10.  für  das  OnidrehongselfipeoHl  entwid^elten  Formeln: 

,  B.igS.dz  .  idz 

,  B.igS.dz  zdx 

^  R^.secG^.dz^  ^  K».secG».dt*  , 

mid  es  wird: 

i?».<ge.sece«.rfto», 
woraoe  sich  ergiebt: 


J^.sece»V/g^.8ece«— to'.rfto», 

da  nun  ferner  nach  den  In  §.  11.  fiir  d$  In  Beziehung  auf  das  Um- 
drehungsellipsoid  gefundenen  Ausdrucken  sich  für  die  Kugel  er- 
giebt: 

B.seeS.dto 

so  wird  in  den  obigen  Ausdrücken  fSr  cosA,^  cosf»,  eosv  in  Be- 
zug auf  die  loxodroroiscbe  Linie  i 

Ferner  ergiebt  sich  aus  den  oben  für  dx  und  dff,  sowie  für 
X,  Y,  Z  aufgestellten  Formeln: 


muf  dem  Küipsofä  und  a»r  der,  KugeL  45 

Ydiw-^Zdc 

,.  zzrr-  COS  'Üf ^  = C08lJ> 


+ y.  Sinti; 


s=:     JL  =r Sinti; = ^costt;^ 

* 

""        Vc»"— 10»)»     *^*"^         V(Ä«— w^      ^^** 

i2*.sec©*.rfu^  , 

■=====r  smib 

= — vw^^^~'''^ V  iR^-^^ — '''"^' 

-Xrfü—  Tdu 

= (R^^ufl)^       (sin»«  +  cost|;«)= (j;»_^a)f      > 

und  wir  erbalten  daher: 

20) 

*  ■ 

» ,   ^        ,      VÄ».8ece«-«)«      »    .    . 

eotv^ ,.  .coBt» » 

ÄV  fi«.«ece»— to» 


oder,  da 


■nssam^  und  «^ =  co«9> 


iat: 
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cosA  ^ 

COSfl 
cos  V  =  —  ^r     ^  COS  ö .  COS  O  • 

Fuhren  wir  einen  Hfilfswinkel  »  von  der  Beschaffenheit  ein» 
dass 

I2.sec6.sin (10 :=€£>,  also  i2.sec0*cosio=s Vjß««sec^— te* 

ist,  so  kSnneo  wir  den  erhaltenen  Formeln  auch  folgende  einfachere 
Form  geben:  ' 

cosil=3     tgflo.sinO.sin'^— -cotgflo.cosO.cos^.fiin^y 
cosfft  =  —  tg  flo  •  sin  # .  cos  ^ — cotg  n  •  cos  #  •  sin  ^  •  sin  9 , 
^  cosir  :s:  —  tg  «9  •  cos  6 .  cos  9. 


5.  21. 

• 

Für  die  Krümmung  der  loxodromischen  Linie  in  ihrer  Krfim- 

mnngsebene  oder  ihre  sogenannte  erste  Krümmung,  welche,  wie 

dt 
wir  9.12.  gesehen  haben,  durch  den  Aufdruck  ^  gemessen  wird, 

wenn  dt  den  von  zwei  einander  unendlich  nahe  liegenden  Tan- 
genten gebildeten  sogenannten  Contingenzwinkel  beseichnet,  wel- 
cher Ausdruck  sowohl  (fir  die  ebenen  Curven,  wie  f8r  die  CurveH 

im  Räume  den  Werth  -  hat,  erhalten  wnr  in  Bezug  auf  die  Kugel 
aus  der  unter  19)  fSr  q  gefundenen  Formel : 


oi\  rfr       V/Z*.sec6» — tfl 

^  ^""Ä.secöV^Ä«— fo»* 

Wie  wir  aber  schon  $.  12.  erwähnt  haben,  giebt  es  fllr  die 
nicht  in  derselben  Ebene  liegenden  Curven  ausser  dieser  erstta 


anr  dem  ElHptoid  und  auf  der  iCugeL  47 

Krfimminig  oodi  eine  aiweiie»  wekhe  ebeoeo  von  denn  durch  zwei 
auf  einander  folgenden  Krümmungsebenen  gebildeten  sogenannten 
Torvienewinliel  abhüngt,  wie  die  erste  KrOmmnag  vod  dem  eo- 
genannten  Conliogenzwinkel*  Beceicbnen  l\  ^\  V  die  Winkel» 
welebe  die  Normale  auf  der  Krfimmoagsehene  Im  Punkte  (u,  e>  «) 
reepective  mit  den  Parallelen  zu  den  Azen  der  x^  der  y  und 
der  X  bUdet»  so  bat  man»  in  RQcksicbt  auf  die  für  die  Krdni- 
mungsebeae  in  §.  IQ  aufgestellte  Gleicbuog  (a),  nach  den  El#* 
mentea  der  analytlscben  Geometrie; 


cosA'sa 


z 


cosv'ss 


Vjt*+y*+^* 


Bezeichnet  femer  ^  den  Winkel,  welchen  die  Normale  auf  der' 

KrfimmoDgsebene  im  Punkte  (ti,  e»  ut)  mit  der  Norn^ale  auf  der 

J&fimmuDgsebene  in  einem  anderen  Punkte  (ti-f-^ii,  v+^p,  w+Jw) 

bildet,  so   hat  man,  wenn  die  Cosinus  der  Winkel»  welche  dif 

Normale  auf  der  KrClmmungsebene  im  Punkte  (u+/tu,  v+dv,  to-f  ^^) 

mit  den  Parallelen  zu  deo  Axen  der  x,  der  y  und  der  x  bildet» 

respectiTe  mU 

cosX'-f  ^.cosX'»  cosfi' -h^.cosfft'»  cosi/-f  zf.cosV 

bezeichnet  werden »  nach  den  Elementen  der  anal]rtischen  Geome» 
trie  die  Gleichungen: 

'   cos  9  =^  cos  X'(COS X*  +  ^.  cos  XO  +  cos  fA'(C0S  fl'  +  J.  COSfi') 

+  cos  v'(cosW+ ^.cosvO» 
1 2=  cosl'*  +  eosf»'*  +  cosv'*, 

l=:(cOSil'-f^.COSl'}^^(€OSfft'-|-J.COSftO*-f  (<SOS1^-f^.COSvO*; 

addirt  man  die  beiden  fetzten  dieser  drei  Gleichungen»  und  sub- 
trahirt  von  der  Summe  die  erste  Gleichung»  nachdem  man  die- 
selbe mit  2  multiplicirt  hat»  so  erhält  man: 

2(l---cos  e)  =     cosX'«— 2 .  cosA'(cosX'-f  ^f .  cos  k'H  (cos  k'+J.  cos  X')^ 

+  COSf»'*— 2 .  COSfiYcOSf*'-}-^ .  COSf*') +(C08llk'  +  J .  cos^O* 

+cosv'*— 2.  cosv'(cosi^'+^.cosvO+(cosv'+^.  cosv')*» 

woraus  sich  mit  Hflife  der  zweiten  von  den  drei  oben  aufgestell- 
ten Gleichungen  ergiebt: 
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Wenn  non  der  Winkel  ^,  den  die  Nonnalen  auf  den  beiden 
KrAnmnngeebenen  mit  einander  bilden»  unendlich  klein  wird,  so 
werden  anch  die  Winkel»  welche  die  b^den  Normalen  mit  den 
AMen  der  ^r»  der  p,  und  der  z  bilden»  nnendlicfa  wenig  von  ein- 
ander verschieden»  und  wenn  daher  d&  den  unendlich  kleinen 
Winkel  beeeichnet»  Welchen  die  NormalenT  der  einander  .unendlich 
nahe  li^;enden  beiden  Krümmnngsebenen ,  von  denen  sich  die 
eine  auf  den  Punkt  (u,  e»  w)  und  die  andere  auf  den  Punkt 
(u-f-du,  v-f-dv,  w  +  du)  besieht»  mit  einander  bilden»  so  hat 
man  in  dem  Obigen  d.coaX',  d.cosii',  d.cösv'  respective  för 
d.eo»l',  d.comfi',  J.coBv'  zu  setzen»  und  da  ausserdem  der 
Sinns  mnes  unendlich  kleinen  Bogens  mit  diesem  Bogen  selbst  zn- 
sammenßUt»  uo  ergiebt  sich  aus  der  zuletzt  erhaltenen  Gleichung: 

dd^  s=  (d.eosX')^  +  (d.  cosf^O*  +  (d.  cosW)«, 

oder  wenn  man  Ar  cosT»  cosfi'»  cosi/  die  oben  daf&r  aufgestell- 
ten Werthe  substituirt: 

z 

Doreb  DWerentiatioii  der  anf  der  rechten  Sdte  dieser  Gleielniiig 
▼orfconuaendeB  Brfiche  erhilt  man  hierans  nach  einigen  leichten 
Rednelionen: 

j^,  _  (X*+  T*-t-Z*)(dX*+dT*  +  dZ^~(XdX-i-TdT+ZdZ^ 

(X*+  ¥»+ZV  " 

_  (JMF—  rdXy-^jZdX-Xda^-KTdZ—ZdT^ 
Ibdi  j.  ]€L  hat  man  nun: 

ub4  «B  ist  darnach: 

dX=sd9.dho'-dm.dH,   dY^  dw.dht--dm.dhD, 

dZ  =  dm.dH—d9.dhi, 
^  (iMit  cMi  «rpebt; 


h» 
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dw  dt  du 

also : 

(Xd  F-  VdX)^  +  (ZdX  -  XdZ)\+  ( TdZ — Zd  F)« 
=  (du*  +  dv^  +  dw*)  I  dtoid^ud^v  --dHd^u)  +  dü(cPwd»ti— iÄid»io) 

+  du(dhdho^dhoäH>)  )•; 

setot  man  daher  wieder»  wie  es  schon  im  FrOheren  geschehen  ist : 

du*  +  dv^  +  dw^=zds*. 

so  erh&lt  mao  aas  der  oben  für  dd^  entwickelten  Gleichung: 

da  ' 

di 

d^9(^u^h-^^vdhi)-^^ 
^     (dvdho  —  dtodh)*  +  (dwdhi  —  dudhof  +  {dudH  —  rfüdHi)* 

dt 
So  wie  nun  der  Ausdrack  -7 »  wenn  dt  den  von  zwei  einan- 
der oneodllch  nahe  liegenden  Tangenten  gebildeten  Contingenz* 
Winkel    bezeichnet,    das  Maass   der   ersten  Krümmung  oder  der 
Krfimmung  einer  Curve  in   ihrer  Krümmungsebene  angiebt,    so 

stellt  der  Ausdrack  ^   offenbar  das  Maass  der  zweiten  Krüm- 

mung,  d.  h.  der  Windung  der  Elemente  umeinander,  dar,  welche 
den  Curveu  im  Räume  ausser  ihrer  Krümmung  in  der  Osculations- 
ebene  eigenthfimlich  ist 

Während  der  Ausdruck  der  ersten  Krümmung  nur  von  den 
Differentialien  der  ersten   und  zweiten  Ordnung  von  den  Coordl- 
naten  x^  p,  %  abhängig  war,  kommen  flEir  den  Ausdruck  der  zwei- 
ten Krümmung,  wie  wir  sehen,  auch  die  Differentialien  der  dritten 
Ordnung  in  Betracht,  und  um  daher  für  die  loxodromische  Linie 
auf  der  Kugel  auch  das  Maass  der  zweiten  Krümmung  zu  finden, 
müssen  wir  für  dieselbe  erst    diese  dritten  Differentialien  durch 
weitere   Differenzirung  der  schon  erhaltenen   zweiten  Differentia* 
lien  herleiten. 

Aus  den  im  $•  20.  für  d^x  und  d^y  gefundenen  Ausdrücken 
erhalten  wir,  wenn  wir  dieselben  noch  einmal  in  Bezug  auf  t  als- 
QBabhängige  Variable  differenziren : 

ThtUXXXII.  4 
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oder  da  nach  dem  ia  (•  11.  fSr  cZ'^r  gefundenen  Ausdrnck  in  Be- 
sag  auf  die  Kugel 

R.tgS.dz 

iet: 

SR^zsecSßdz^  .  ß^tgö-seceVi»  . 

und  ebenso  erhalten  wir: 

3Ä*csece«.rft8  ,  Ä»tffe.8ece«.rft» 

a^V  =s ^  =-  sin  -ip ^=== — cos  ib* 

Aus  diesen  Formeln,  in   Verbindung   mit  den   in  §.20.  fär  d^x 
d^  abgeleiteten«,  ergiebt  sii^h  nun : 

j  /«.  ^«       ^  j.  X      jB».tge.sece*.rftc« 
dw{dhidH — rf«»d«u)  = (R^^w'^y^ ' 

und   da  wir  %   als    die  unabhängige   Variable  betrachten,   also 

il^  SS  0  und  i{*io==0  zu  setzen  haben«  so  stellt  dieser  Ausdruek 

flir  die  lozodromische  Linie  auf  der  Kugel  den  Zähler  des  Im 

d/^ 
Obigen  fSr  -^  entwickelten  Bruches  dar.    Für  den  Nenner  dieses 

Bruches  haben  wir  nach  den  in  §.  20.  Dir  X,  T,  Z  aufgestellten 
Ausdrficken: 

M-L  r«-L  ^ _ R^' «ec 0^(fi^sec m^w*)dw^ 

mid  es  ergiebt  sich  demnach  für  das  Maass  der  zweiten  Krüm- 
mung der  loxodromischen  Linie  auf  der  Kugel : 

22)  ^-         ^'tg6 

^^  rf*"~Ä«.secö«— tr* 

Da  dieser  Ausdruck  sowohl  für  0  =  0  als  auch  für  0=90^  ver- 
schwindet« so  erhellt«  dass  die  Curve  in  diesen  beiden  Fällen^ 
eine  ebene  wird,  was  auch  an  sich  klar  ist«  denn  im  ersten  Falle 
fällt  die  loxodromische  Linie  mit  dem  Meridiane  und  Im  zweiten 
mit  einem  Parallelkreise  zusammen.  Für  jeden  anderen  Werth 
TOn  S  wird  der  gefundene  Ausdruck  offenbar  um  so  grosser«  je 
grosser  tu  whrd«  und  es  nimmt  daher  die  zweite  Krümmung  der 
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lozodfomisdiMi  Linie  von  dem  Actqnator  nach  deo  Polen  bin  sn* 
FSr  ie=:0  erbaiteo  wir 

<g»_sin6.cos6_sin26 
dg-         g        —    2Ä    ' 

und  fib  w^=iR  wfirde 

d^  1       _€0tg6 

werden»  welchem  Werthe  sich  also  dass  Maass  der  sweiten  Krfim* 
mung  nach  den  Polen  hin  ohne  Ende  nähert 

§.22. 

Wir  haben  §.  15.  gesehen»  dass  die  Tangenten  der  loxodro« 
mischen  Linie  alle  auf  einer  abwickelbaren  Fläche  liegen,  und  es 
lässt  sich  nachweisen»  dass  dasselbe  auch  fSr  die  graden  Durch- 
schnittsiinien  der  einander  unendlich  nahe  Kegenden  Normalebe- 
nen stattfindet.    Wir  haben  schon  bemerkt»  dass  die  Fläche»  welche 
durch  eine  sich  im  Räume  auf  beliebige  Weise  bewegende  grade 
Linie  erzeugt  wird»  im  Allgemeinen  nicht  eine  abwickelbare  ist» 
sondern  dass  dieses  nur  dann  der  Fall  ist»   wenn  immer  zwei 
einander  unendlich   nahe   liegende  Erzeugungslinien  sich  treffen» 
oder  wenn  es  für  alle  graden  Erzeugungslinien  eine  Umhüllungs- 
linie  giebt»  welche  sie   nach  einandec  in  Torschiedenen  Punkten 
berühren.     Dass  eine  sich  auf  beliebige  Weise  im  Räume  be- 
bewegende Linie  im  Allgemeinen  nicht  eine  solche  Umhüllungs- 
linie hat»  lässt  sich  leicht  auf  analytischem  Wege  nachweisen. 

Werden  nämlich  die  Gleichungen  einer  beliebigen  Linie  dar- 
gestellt durch 

(a)  A(ar,  y,  z,  «)i=0,     f^{at,  y»  «,  «)  =  0, 

worin  o?»  y»  z  die  veränderlichen  Coordinaten  und  a  einen  will- 
kürlichen Parameter  bezeichnet»  dessen  stetige  Veränderung  die 
stetigen  Veränderungen  bestimmt»  welche  die  Linie  in  ihrer  Form 
und  Lage  erfahren  kann:  so  werden  die  Gleichungen  der  Um- 
hullangslinie  zwischen  a,  y,  z,  wenn  sie  existirt»  durch  die  Eli- 
mination von  a  zwischen  den  beiden  vorhergehenden  Gleichungen 
und  ihren  Ableitungen  in  Beziehnqg  auf  tf»  nämlich 

w  f  =0,     f =0 

4* 
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gegeben.  Man  hat  aber  auf  dieae  Weise  mehr  GMcfaaiigM,  bIb 
zur  Bestimmung  der  beiden  Gleichungen  der  Dmbfillungslinie  er- 
forderlich sind,  nenn  nicht  zwei  von  den  drei  Gleichungen ,  die 
sich  durch  die  Elimination  von  a  aus  den  vier  Gleichungen  (a) 
und  (o;')  ergeben f  identisch  werden,  und  es  wird  daher  nur  in 
diesem  Falte  der  gegebenen  Linie  eine  Umhullungslinie  zakommeD* 

Für  die  Mormalebene  in  einem  Punkte    {u,  v,  to)  hat  man 
nun  nach  §.  11.  die  Gleichung: 

(6)  (x  '-u)du-\-{y'-*v)dv-\r  («  — ic)dw  =  0, 

und  für  die  Durchschnittslinie  der  beiden  einander  unendlich  nah« 
liegenden  Normalebenen  in  den  Punkten 

(w.  Vi  w)  und  (m  +  cZm,  r  +  rfr,  w^-dto) 

hat  man  ausser  dieser  Gleichung  (6)  noch  die  nach  $.11.  sich 
durch  Differenzirung  daraus  ergebende  Gleichung: 

(b')        (X  -  u)d^u  +  (^ — n)dH  +  (2 — w)d^u>  —  &« = 0. 

Als  den  vorhin  mit  a  bezeichneten  Parameter  können  wir  hier 
die  unabhängige  Variable  betrachten,  wovon,  wie  schon  früher 
erwähnt  ist,  u^  Vt  w  als  Functionen  anzusehen  sind,  und  da  die 
Gleichung  {b')  aus  der  Gleichung  (6)  bereits  durch  eine  Differen- 
zirung nach  dieser  unabhängigen  Veränderlichen  abgeleitet  ist, 
so  kömmt  durch  eine  Differenzirung  der  beiden  Gleichungen  (A) 
unci  (6')  nach  or  nur  noch  eine  Gleichung  hinzu,  nämlich  die  Glei- 
chung: 

(x-^d^u+iy  -  v)d^v +(2-'w)d^wS(du .  d^u+dv .  dh-\-dw .  rf*io) = 0. 

Wir  kommen  also  für  die  Durchschnittslinien  der  auf  einander 
folgenden  Mormalebenen  allerdings  auf  den  Ausnahmefall  der 
Existenz  einer  Umhullungslinie,  und  die  Fläche,  welche  durch 
die  Aufeinanderfolge  jener  Durchschnittslinien  erzeugt  wird ,  ist 
demnach  eine  abwickelbare,  welche  diese  Umhullungslinie  zur 
sogenannten  Röckkehrkannte  oder  Wendungscurve  hat.  Die  Glei- 
chung dieser  Fläche  erhält  man  offenbar,  wenn  manf  aus  den  Glei* 
chungen  (6)  und  {b')  vermittelst  der  Gleichungen  der  gegebenen 
Curve  und  ihrer  Ableitungen  die  GrOssen  ti,  v,  to  und  Ihre  Diffe- 
rentiale eliminirt. 

$.  23. 
FCIr  die  loxodromische  Linie  auf  der  Kugel  hätten  wir  des 


auf  dem  Elüpsoid  und  auf  der  Kugel.  53 

Beweises,  das»  die  DnrcbschnitUliiiieD  der  auf  eiaander  folgen- 
deD  NoirnalebeDen  alle  auf  einer  abvpiekelbaren  Fläche  liegen, 
nicht  bedurft;  denn  dafür  diese  die  Normalebenen  durch  den  Mit- 
telpunkt der  Kugel  gehen ,  was  überhaupt  för  alle  auf  der  Kugel- 
fläche liegende  doppelt  gekrümmte  6ur?en  gilt»  so  erhellt  von 
selbst,  dass  für  diese  die  Fläche»  welche  die  Durchschnittslinie 
zweier  auf  einander  folgenden  Normalebenen  zur  £rzeugungslinie 
bat,  eine  abwickelbare»  nämlich  eine  Kegelfläche  ist«  deren  Spitze 
im  Mittelpunkte  der  Kugel  liegt.  Was  die  Gleichung  dieser  Fläche 
betrifft,  so  haben  wir  nach  §.  17.  für  die  Normalebene  der  loxodro- 
mischen  Linie  in  einem  Punkte  (ti»  v»  to)»  dessen  geographische 
Breite  und  Länge  respective  9>  und  4»  sind»  die  Gleichung: 

16) 

x.8ec^.eos9)-hy(tg@  — tg'^i.sin^) — dr(tg6.tg'4/-|-sin9)=0. 

Für  die  Gleichung  {b')  erhalten  wir  nach  den  in  $.20.  für  <P^» 
d*)r  und  ds  gefundenen  Formeln  In  Bezug  auf  unsere  Curve  die 
G/eicbung: 

(jx — tt)cos^  +  (iy— t))sin'^+ V  ß*— io*  =  0; 

da  aber  der  Punkt  (u»  o»  w)  auf  der  Oberfläche  der  Kugel  liegt» 
so  ist: 

tf  =  iZ.cosi(;.cos9>»  «  =  ß.sin^.C089>»  tosß.sin^); 
also: 

ti.cos^-f  r.sin^  =r  ß.cos9)=  Vä* — «o*, 

und  wir  erhalten  daher  für  die  Gleichung  (6')  die  folgende: 

*       23)  jT.cos^-f  ^.sinif/sO» 

woraus  sich  ergiebt: 

tg^  =  --,    sectp  =  ± ^^. 

Da  nnn  ferner  nach  der  Gleichung  der  lozodromisehen  Linie»  wl 
wir  schon  $•  15.  gesehen  haben : 

^ti^^e^U^  2 
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Urti  90  erbalten  wir,  wenn  wir  diese  Werthe  von  tg^,  see1t^ 
sin  9  und  cos  9)  in  die  Gleicliung  der  Normalebene  16)  sobstitni* 
reo«  die  Gleichung: 


woffir  wir  aucb  schreiben  können : 


5=0, 


oder: 


24)  *J^e^  +  e-^)=J:^7^.. 

Wenn  wir  In  dieser  Gleichung 

^  =  Ärctg(— -) 

setzen,  so  haben  wir  in  Bezug  auf  das  System  der  rechtwinkli- 
gen Coordinaten  x,  y,  2  die  Gleichung  der  abwickelbaren  Fläche, 
welche  die  grade  Durchschnittsline  zweier  einander  unendlich 
nahe  liegenden  Normalebenen  zur  Erzeugungslinie  hat.  Da  diese 
Fläche  in  unserem  Falle,  wie  wir  schon  oben  erwähnt  haben,  und 
wie  auch  aus  der  gefundenen  Gleichung  derselben  hervorgeht, 
eine  Kegelfläche  ist,  deren  Spitze  im  Mittelpunkte  der  Kugel 
liegt,  so  reducirt  sich  hier  die  Umhüllungslinie,  von  der  wir  oben 
gehandelt,  auf  einen  Punkt,  nämlich  auf  den  Mittelpunkt  der 
Kugel. 

Der  für  die  Fläche  gefundenen  Gleichung  24)  können  wir  noch 
eine  andere  Form  geben,  indem  wir  statt  der  rechtwinkligen  Coor- 
dinaten  x,  y,  z  wieder  Polarcoordinateo  einführen.  Bezeichnen 
wir  den  Radius  Vector  vom  Mittelpunkte  der  Kugel  aus  mit  r, 
den  Winkel,  um  welchen  derselbe  gegen  die  Ebene  der  xy  oder 
g^en  die  Ebene  des  Aequators  geneigt -ist,  d.h.  die  geograpbi* 
sehe  Breite,  wieder  mit  q>,  und  fähren  wir  statt  unserer  früheren 
Länge  iff  einen  Winket  ^'  ein,  der  um  einen  Quadranten  von  der- 
selben verschieden  ist,  setzen  wir  nämlich: 


7t 

2 


V  =  o+*' 
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*  so  da«a  fi^b  haben: 

dann  wird  offenbar: 

— -  =  tgV''.    also   ♦'  =  Arctg(— ^) 

und 

f 


^^P+^  "=***' 


und  wir  bekommen  fBr  die  KegelflSebe^  auf  welcher  aUe  Dareh* 
sebnlttslinien  der  auf  einander  folgenden  Normalebenen  li^^» 
statt  der  Gteichang  24)  die  Gteiehung: 

S5)  -|-(e'*ö  +  e    ^««)  =  dbtgg>. 

Der  Darcbsebnitt  dieser  Fläche  mit  der  OberflUche  der  Kugel 
ist  daher  nicht  die  lojiodroraiscbe  Linie  selbst ,  wie  man  es  wohl 
in  Leb;-bucbern  der  Geometrie  (vgl.  Brandes«  Lehrbuch  der 
hiiheren  Geometrie,  Tb. IL,  §.372.)  angegeben  findet,  sondern 
die  gefundene  Gleichung  ist  die  einer  anderen»  oder  wegen  djea. 
doppelten  Vorzeichens  Tielmehr  zweier  zU  beiden  Seiten  des 
Aequators  symmetrisch  liegender  Curven  auf  der  Oberfläche  der 
Kugel,  nämlich  von  zwei  sphärischen  Kettenlinien  mit  dem  Para- 
meter 6,  deren  Scheitel  auf  dem  durch  den  Anfangspunkt  der  ifi' 
gelegten  Meridian  liegen.  Von  dieser  sogenannten  sphärischen 
Kettenlinie,  welche  in  Bezug  auf  die  Kugel  ganz  ähnliche  Eigen- 
schaften besitzt,  wie  die  ebene  Kettenlinie  in  Bezug  auf  die  Ebene« 
hat  schon  Gud ermann  gezeigt,  dass  sie  mit  der  loxodromischen 
Linie  in  einem  besonderen  Zusammenhange  steht  (vgl.  Crell^'s 
Journal  für  Mathematik,  Bd. XL,  9.395.);  dieser  ?on  Gu- 
dermann  aufgestellte  Zusammenhang  wärde  sich  auch  aus  dem, 
was  wir  in  diesem  Paragraphen  ermittelt  haben,  leicht  nachwel« 
sen  lassen. 


8.  24, 

Wir  haben  §.1L  gesehen,  dass  der  Krümmungsmittelpunkt 
der  Uurchschnittspunkt  zweier  auf  einander  folgender  Normal^ 
ebenen  und  der  entsprechenden  Krümmungsebene  ist.  Wenn  wir 
daher  die  Coordinaten  dieses  Punktes  mit  x,  y,  *  bezeichnen, 
80  haben  wir  zur  Bestimmung  derselben  ausser  den  beiden  Glei- 
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ehungeD  16)  und  23)  des  vorigen  Paragraphen  noch  die  Gleiehnsg 
der  Krümmungaeben^y  weiche  nach  $.J8.  die  Form  hat: 

26)  tg6(z—  iZ.8in9>)  =  cos9(y.coa^— a:.8in^). 

Wir  erhalten  daher  die  heiden  Gleichungen  der  Linie»  auf  wel- 
eher  alle  Krümmungsmittelpunlcte  liegen «  wenn  wir  aus  diesen 
drei  Gleichungen  vermittelst  der  Gleichung  der  loxodromischen 
Linie  die  beiden  Grössen  g>  und  ij;  eliminiren.  Die  eine  dieser 
beiden  Gleichungen  wird  offenbar  die  im  vorigen  Paragraphen  ge- 
fundene Gleichung  24)  oder  25)  sein»  und  es  liegt  daher  die 
Curve»  welche  den  Ort  der  Krümmungsmittelpunkte  bildet»  auf 
der  KegeMäche»  welche  die  grade  Durchschnittstinie  zweier  ein* 
ander  unendlich  nahe  liegenden  Normalebenen  zur  Erzeugungs- 
linie hat. 

Wenden  wir  daher  statt  der  rechtwinkligen  Coordinaten  o?» 
y,  €  wieder  die  im  vorigen  Paragraphen  eingeführten  Polarcoor- 
dinaten  r»  9  und  ^l/  an»  so  werden  wir  ßir  die  Bestimmung  der 
Linie»  auf  welcher  alle  KrOmmungsmittelpunkte  liegen»  ausser  der 
Gleichung  25)  nur  noch  eine  Relation  aufzustellen  haben»  welche 
die  Abhängigkeit  des  Radius  Yector  r  von  (p  oder  if;'  ausdrfickt 
FCr  die  Coordinaten  x,  y,  x  des  Krömmungsmittelpunktes  in  Be- 
zug auf  einen  Punkt  (ti»  e»  u)  haben  wir»  wenn  wir»  wie  wir  schon 
in  $.20.  gethan  haben»  die  Winkel»  welche  der  Krümmungshalb- 
messer Q  mit  den  Axen  der  x,  y,  x  bildet»  respective  mit  A»  fi,  y 
bezeichnen: 

0?*— ti  =  p.cosA»    y  —  ü  =  (f.cosfi,   z — w^Q.cosv; 

und  wir  erhalten»  wenn  wir  ffir  p»  cosil»  cosft  und  cosi^  die  In 
{.  19.  und  §.  20.  unter  den  Formeln  19)  und  20)  dafär  gefundenen 
Werthe  einfahren: 

«  —  11=5      R.BBcS^'-w^ sinö.sin-^— VÄ»— fo».co8^, 

ß.secö.toVÄ«— w«  .    ^  ArT55 •    .    . 

y— e  = iZg.8ecea—ira"~^"'^'^^^^""^^""^  '^*"^' 

sece.tö(Ä«-fc«)       ^. 

1  —  fo  = 55 ^si 5-  cos  ö ; 

Ä*.sec0*  — «0* 

da  aber 

u  =  Ä.cosy.cos^  =  V  Ä*  — tc^.cos^, 
V  =s  R.coßtp.ain  ^  =  sTR^-^vA,  sin^ 
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101,  so  ergeben  sich  Merwi  die  GleichiiDgen : 

27)  Ay  = öl z« s—coe^, 

\     "~      Ä*.»ecö* — 10*.' 
Wir  erbalten  daber,  da 

IQ  aetxen  ist: 

■«  _  iZ'tge».tc*(l2«—to*-f /Z«tg  e«) 
^""  (R«.8ece«— 10»)« 

_    Änge^B^ 

""i2«.8ece«-fo«' 

Bod  vergleicben  wir  diesen  Wertb  von  r«  mit  dem  anter  27)  ge- 
fnndenen  Werthe  von  %^  so  bekommen  wir  die  Gleicbuug: 

28)  r*  =  x.fo. 

VermSge  der  Gieichoag  der  loxodromiscben  Linie  ist  nun: 

tO£=  jK«Sing)=  «• jr -r-, 

und  da  nacb  der  Gleicbang  24) 


Var»+y« 
also 

ist,  80  verwandelt  sich  die  Gleichung  28),  mit  Rücksicht  daraaf, 
dass  r*  nar  einen  positiven  Weitb  haben  kann,  in  die  folgende: 

r«=V"»«-tg8a.(a;«+y*), 
and  es  ergiebt  sieb  daher»  da  naeb  den  im  vorigen  Paragraphen 


58  Plagemunn:    Tkeerh  äer  U»märom$9€ke9^  Unten 

Bwischen  den  rechtwinkUgeii  nnddeii  Ma  0higQMyrto&Polftr->Co€C' 
dinateo  aufgestellteo  Relationen 

s^ssf^.sing)*«    ^+y*Är*.eefi^\ 

lat,  als  zweite  Gleichung  der  Lioie,  auf  welcher  alle  KHEmmungs- 
mittelpankte  liegen: 

29)  r  =  JB  V'sin  9«  -  tg  e«.  cos  9*, 

woflir  wir  auch  schreiben  können: 

29«)  r  =  ß.cos9)Vtg9)«— tgÖ* 

oder 

29*)  r  =  JB.seceVlnig>«— sin  ö«. 


Diese  Gleichungen  29)  hätten  wir  einfacher  aus  der  Gleichung 
26)  mit  Hfilfe  der  <3rieichungen  16)  und  23)  herleiten  können,  aher 
wir  haben  die  obige  Ableitung  vorgezogen,  weit  wir  auf  diese 
Weise  zugleich  die  Abhängigkeit  der  Goordinaten  des  Krümmungs- 
mittelpunktes von  den  Grössen  w  und  tf;  in  den  Fetiüeln  27)  dar- 
gestellt haben.  Aus  diesen  geht  auch  hervor,  was  schon  ait  sich 
ersichtlich  ist,  dass  für  6  =  0»  d.h.  wenn  die  lozodromische 
Linie  in  einen  Meridian  übergeht,  der  Ort  der  Krümmungsmittel- 
punkte  skh  auf  den  Mittelpunkt  der  Kugel,  and' für  6=90^,  d.  h. 
wenn  die  toxodromische  Linie  ein  Parallelkreis  des  Aequators 
wird,  auf  den  Mittelpunkt  dieses  Parallelkreises  reducirt;  in  diesem 
letzteren  Falle  liefern  nämlich  die  Formeln  27)  die  Werthe: 

a:=:0,    y=0,     «c=w. 

In  jedem  anderen  Falle  wird  der  Ort  der  Krünimungsmittelpunkte 
ausgedrückt  durcl^die  beiden  Gleichungen  25)  und  29).  * 

Aus  den  Gleichungen  29^)  und  29^)  ist  ersichtlich,  dass  der 
numerische  Werth  von  (p  nicht  kleiner  sein  darf  als  der  von  Q, 
wenn  r  einen  reellen  Werth  erhalten  soll;  und  in  der  That  hat 
auch,  wie  aus  der  Gleichung  25)  hervorgeht,  für  alle  Punkte  der 
Linie,  welchie  dön  Ort  der  Krümmungsmittelpunkte  bildet,  q>  einen 
Werth,  der  numerisch  nicht  kleiner  ist  als  der  von  0,  denn  der 
in  der  erwähnten  Gleichung  vorkommende  Ausdruck 

e^  +  e^H^ 

bekömmt,  wie  aus  den  Elementen  der  Analy^is  bekannt  ist,  fSr 
jedte  Werft  voo  ^  «toen  Wertk«  welcher  mcht  kleviM  wir4  nI» 
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die  ZabI  3.  Es  bildet  also  der  Aadlmi  Veetor  der  Linie,  tüV  vre!- 
dier  alle  KrüminaDgsiiiittelpunfcte  fiegen»  mit  der  Ebene  des  Aequa^ 
tors  einen  WInfeel,  der  nieht  kleiher  vrird  als  %,  was  wik*  ancb 
schon  daraus  bitten  sebKesses  kBnnen,  dass  die  Darchsdinitts- 
linie  der  KegeUäebe»  auf  welcber  jene  Linie  sich  befindet,  mit 
der  Oberfläche  der  Kugel  eine  spärische  Kettenlinie  mit  dem  Pa- 
rameter S  ist;  denn  der  Scheitel  einer  solchen  Linie»  d.  h.  der 
Punkt  derselben,  welcher  der  Ebene  der  -xy  am  nächsten  könmnt, 
hat  von  dieser  Ebene  die  sphärische  Entfernung  #. 

(Man  vergleiche  wieder  'die  .^Abhandlung   von  Gudermann 
in  Crelle's  Journal,  Bd. XI.,  S.394.) 


§.  25. 

Da  bei  einer  ebenen  Curve  die  su  den  verschiedenen  Punkten 

der  Curve  gehörigen    Krümmungshalbmesser   alle   in  der  Ebene 

der  Corve  liegen,  so  schneiden  sie  sich  nach  einander,  und  bilden 

dorcb  ihre  Durchschuittspunkte  eine  Curve,  an   welcher  sie  alle 

Tangenten  sind,  und  welche  daher  die  Umbullungslinie  der  ver- 

schiedenen  Krümmungshalbmesser  ist«     Diese  Curve   bat    olFen- 

bar  die  Eigenschaft»  dass,  wenn  man  um  dieselbe  einen  Faden 

gelegt  denkt,  dessen  einer  EUidpunkt,  während  der  Faden  gespannt 

ist,  auf  einen  Punkt  der   gegebenen    Curve  flillt,    durch    diesen 

Punkt,  wenn  der  Faden  unter  fortwährender  Spannung  von  det 

Curve  abgewickelt  wird,  dhe  ursprfingliche  Curve  beschrieben  wird. 

Daher  nennt  man  auch  dibse  Curve  die  Evolute  der  gegebenen 

nnd  die  gegebenem  Cui've  in  Beziehung  auf  dieselbe  umgekehrt  ihre 

Evolvente. 

Da  bei  den  ebenen  Curven  der  Krummungsmittelpunkt  durch 
den  Durchschnitt  zweier  auf  einander  folgender  Krümmungshalb- 
messer bestimmt  wird,  so  fällt  nach  dem  Dargelegten  bei  ihnen 
die  Evolute  offenbar  mit  dem  geometrischen  Orte  der  Krümmungs- 
mittelpunkte zusammen.  Dies  Ist  aber  bei  den  Curven  doppelter 
Krümmung  nicht  mehr  der  Fall ;  bei  Ihnen  giebt  es  überhaupt  fär 
das  System  der  Krümmungshalbmesser  keine  Umhüllungslinie, 
und  es  fvird  daher  hier  die  Linie,  welche  den  geometrischen  Ort 
der  KrSmmungsmIttelpunkte  bildet,  auch  keine  Evohite  der  geg»^ 

benen  Curve  sein. 

"I  ■       . 

Dass,  wenn  die  Curve  keine  ebene  ist,  die  Krümmungshalb- 
messer derselben  keine  UmhWungslinie  haben,  kennen  wir  jsAi 
mife  des  in  $.22.  über  die  Bestimmung  der  Umhüllungslinien 
Gesagte»  Weht  nadiweisen.    . 
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Die  Ricbtqng  des  KrjInimnngihalbnieBsere  wird  offeDbar  docich 
den  Durchschnitt  der  KrOmmungsebeoe  und  der  Normalebene  be* 
«timmt»  und  es  sind  daher  die  Gleichaogen  der  Linie»  auf  welcher 
•ich  der  KrGmmangsjiaibmesser  ^  für  einen  .Pnnbf  («»  v;  w)  bar 
findet,  die  schon  früher  aufgestellten  Gleichungen: 

(a)  XiX'-u)  +  F(y — ti)  +  Z{t^  w)  =  0, 

(b)  {x-'U)du^r(^^^)dv-{-{z^vi)dm^=iQ. 

Um  daher  die  Gleichungen  der  Umhüllungscurve  der  graden 
Linien  p,  wenn  sie  existirt,  zu  erhalten,  muss  man  mit  diesen  Glei- 
chungen ihre  Ableitungen  in  Beziehung  auf  eine  nnabhäbgige  Ter- 
änderiiche»  von  welcher  ti,  v,  w  als  Functionen  betrachtet  werden, 
verbinden«  Auf  diese  Weise  erhält  man,  da  nach  §.  10.  die  Glei- 
chung 

(aO  Xdu-{-  Tdv  +  Zdw  =  0 

stattfindet,  fClr  die  in  Rede  stehende  Umhüllungscurve  noch  die 
beiden  Gleichungen: 

(b')        (o?— te)<Ptt+(y— t>)cPü+(i— w)rf««»— &«  =  0. 

Aus  den  vier  Gleichungen  (a),  (b),  (aiO  und  (b'}  ergiebt  sich 
durch  Elimination  der  Binome  x — u,  y — v,  z— co  eine  Bedinguags- 
gleicfaung,  welcher  die  Coördinaten  u,  v»  w  und  ihre  Differentiale 
genügen  müssen,  damit  die  graden  Linien  q  eine  Umhüllungs- 
linie haben  können.  Die  Gleichungen  (a),  (b)  und  (b'>  gebmi  Qf 
die  drei  Binome  die  schon  in  §•  11.  gefundenen  Werthe: 

dsHYdw^Zdv) 

ds^Zdu-^Xdto) 
y-s=   X^^T^iZ^  ' 

d^Xd»  —  Ydu) . 
t-rrw—   X*-\-Y*-\-!^  ' 

und  wenn  man  diese  Werthe  in  die  Gleichung  (a^O  sobstitairt» 
so  erhält  man  mit  Rücksicht  auf  die  in  §.  21.  für  X,  ¥,2;  dX. 
dF,  dZ  aufgestellten  Formeln  die  Gleichung: 

Wenn  aber  diese  Gleichung  stattfindet,  so  erUUI  der  In  {.  91.  für 


auf  dem  ElHpsoid  und  auf  der  Kugel.  Ol 

Ja 

■gz  g^nodeBe  Ausdruck   den  Werth  Null,  d.  1^  es  Tersohwindet 

die  zweite  Krfimniin)^  der  Ciirve,  oder  die  Curve  ist  eine  ebene, 
und  es  ist  damit  nachgewiesen ,  dass  ffir  eine  Curve  doppelter 
Krüminnng  die  auf  einander  folgenden  Krümmvngshalfomesser  keine 
OmhSliangslinie  haben ,  deren  Tangenten  sie  alle  sind,  dass  also 
för  eine  solche  der  geometrische  Ort  der  Rrfimmungsmittelpankte 
keine  ETotute  der  gegebenen  Curve  ist. 


$.  26. 

Daraus,  dass  die  Linie  der  KrHrnmungsmittelpuiikte  keine 
Evolute  mehr  ist,  wenn  die  gegebene  Curve  keine  ebene  ist,,  darf 
man  jedoch  nicht  schliessen,  dass  die  Linien  von  doppeHer  KrOm- 
mnng  keine  Evoluten  haben  können,  sondern  es  kommen  deoselbeu 
sogar,  wie  Monge  zuerst  gezeigt  hat,  unendlich  viele  Evolutenk 

zu.    Um  ans  dies  deutlich  zu  machen,  müssen  wir  una  einer  geo« 

metriselien  Constructioii  bedienen. 

Es  seien  (Taf.L  Fig. 2)  K,  K',  K",....  die  Mitten  der  ver- 
schiedenen unter  sich  als  gleich  angenommenen  Elemente  der 
Curve  ]l§M'3aK...,  femer  seien  P,  P',  P", ....  die  durch  diese 
Mitten  gelegten  Normalebenen,  welche  sich  zu  zweien  in  den 
Geraden  AB,  A'B',....  schneiden,  so  dass  diese  Geraden  in 
ihrer  Aufeinanderfolge  eine  abwickelbare  Fläche  bilden,  welche 
alle  Ebenen  P  umhüllt.  Zieht  man  dann  in  der  ersten  Normal 
ebene  P  eine  Gerade  KD  beliebig,  welche  stets  normal  auf  der 
gegebenen  Curve  sein  wird;  zieht  man  ferner  durch  den  Durch- 
8cbnitt<:punkt  D  dieser  Geraden  mit  der  Linie  AB  und  durch  den 
Punkt  K'  eine  andere  Gerade  K'DD'y  welche  in  der  zweiten 
Normälebene  P  liegen  wird,  und  hierauf  auf  dieselbe  Weise  eine 
dritte  Gerade  KriyD",  die  in  die  Ebene  P'  fallt,  und  so  fort, 
un  erhält  man  durch  die  auf  einander  folgenden  Durchschnitte 
dieser  in  den  verschiedenen  Normalebenen  liegenden  Linien  eine 
Curve  DD'iy  •..*9  an  welcher  eben  diese  Linien  Tangenten  sind, 
und  man  wfirde  daher  durch  Abwickelung  eines  rm  DVIf .... 
geschlungenen  Fadens  die  Linie  MM'M" .,..  beschreiben  können, 
wenn  die  Theile  zweier  auf  einander  folgenden  Tangenten  an 
DW .•••  von  ihrem  gemeinschaßlichen  Durchschnittspunkte  bis 
zur  Curve  MWM"....,  z.  B.  die  Stucke  DK  und  DK,  einander 
gleich  wären,  oder  wenn  die  Punkte  Z>,  Z^,  Z>^, ....  von  je  drei 
auf  einander  folgenden  Punkten  der  Curve  MM'M" ....  gleich  weit 
entfernt  wären.  Dass  dies  aber  der  Fall  ist,  ergiebt  sich  leicht. 
Dass  1.  B.  der  Punkt  D  von  den  Punkten  ilf ,  M\  M"  gleich  weit 
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BntTenit  lat,  folgt  daran«,  das»  die  Gerade  AB  als  der  Dnrchsctmitt 
der  beiden  Ebenen  P  nnd  /",  welche  senkrecht  anf  den  HHtot 
der  gleichen  Elemente  MM'  und  M'M"  stehen,  in.  allen  ihm 
Punkten  gleich  weit  von  M,  M',  ^If  entfernt  ist,  weshalb  sie  auch 
die  Pullinifi  des  ganzen  Bogens  MM'M"  heiast.  Man  wird  also 
allerdings  die  Linie  MM'M" ..,.  ebenso  durch  die  AbwickelnDg 
äetCutveDD'iy....  erzeugen  können,  wie  man  eine  ebene  Curr« 
durch  die  Abwickelung  Ihrer  Evolute  erzeugen  kann,  und  es  wird 
daher  die  Corve  DD'B"....  als  eine  Evolute  der  gegebenen  Cnm 
MM'M"....  an  betrachten  sein. 

Da  aber  die  erste  Normale  KD  ganz  willkOrlich  in  der  Ebene 
P  gezogen  warde,  so  erhält  man,  wenn  man  die  Richtung  dieset 
Normale  Knder^  unendlich  viele  Evoluten  der  gegebenen  Cnne, 
die  alle  in  der  abwickelbaren  Fläche  liegen,  welche  die  Dnrck- 
sehnittslinie  zweier  auf  einander  folgenden  Normalebenen  zur  Br- 
Magungelinie  hat,  welche  Fläche  man  daher  auch  wohl  die  Pel< 
fläche  nennt.  |Es  haben  alle  diese  Evoluten,  ebenso  wie.  es  Ar 
die  Evoluten  der  ebenen  Curven  der  Fall  ist,  offenbar  die  Eigen- 
achaft,  dasB  ihre  Tangenten  die  Tangenten  der  gegebenen  Cum 
in  den  entsprechenden  Punkten  rechtwinklig  durchschneiden. 


8.27. 

I  Glelchnngen  dieser  Evoluten  betrilR,  so  hat  man 
slben  ausser  der  Bedingung,  dass  jede  Evo- 
liegt,  diejenige,  dass  der  von  einem  Punkte 
nach  dem  entsprechenden  Punkte  (u,  e,  w) 
gezogene  Radius  die  Evolute  berührt,  welche 
Et  wird  dttrcb  das  System  der  beiden  Glei- 


Da  fQr  die  lozodromische  Linie  auf  der  Kugel  nach  den  frlSierei 
Beaeichnungen 


mf  40m  Smp^d  und  auf  der  gu§€i,  63 

n  •       , ^^  .   .      . 

e=s /if.C0S9>*SID^=i: — ^ -^{BlUf^i 

iD=  R.8mg>  =  R--^ — ^ 

ist,  80  erhalten  wir  ffir  die  Evoluten  dieser  Carve  in  Bezog  auf 
das  rechtwinklige  Coordinatensystem  der  anyz  ausser  der  in  §.  23. 
gefundenen  Gleichunig  der  Polfläche  24}  die  beiden  gleichzeiftgen 
Differentialgleichungen : 

a:C«'«ö  +  «    *«^)— 2iB.costf; 

da:       -^        $-  -4-        ± 

=  ^{2(«'^ö  +  e    '«»)— iB(e^«ö  — e    <*ö)|, 

y(c«i^  +  ö"  ^)  — 2Ä .  sin  ^ 

welche  beiden  Gleichungen  sich  aber  auf  Eine  Differentialgleichung 
mit  nur  zwei  :Teränderlichen  Grossen  .reduciren  lassen.  ^  Multipli- 
ehren  wir  nämlich  die  erste  der  beiden  Gleichungen  nnt  Xy  die 
«weite  mit  y^  so  erhalten  wir,  da  oach  der  für  alle  Punkte  der 
Polfläche«  gelte^deo,  Gleichung  23) 

ist«  durch  Addition  jener  Gleichungen: 

nnd  wenn  wir 
Betten,  so  dass 
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dx  ,     dy      ^d^ 

wird,  so  verwandelt  sich  die  gefundene  Gleichling  in  die  folgende: 
wofür  wir  auch  schreiben  können: 

Da  nun  nach  der  Gleichung  der  PolOäche  24) 

JL        ^  2«.cotge 

.  22.cotg;0 

=± — i— • 

also 


JL       ^^       _2V2«.cotge>-P 


Ist,  so  haben  wir: 


^_e2^ _  ,  VlTcö^ 
"jT        ~tft        *         x.cotgO  "*"  « 

and  es  ergiebt  sich  aus  der  gefundenen  Gleichung  die  folgende 
nnr  awei  veränderliche  Grossen  enthaltende  Differentialgleichung: 

Setsen  wir,  um  diese  Gleichung  zu  integriren: 
so  dass 

|  =  C0tg^.21|» 

g  =  cotge(i,+|) 


auf  d$m  Emptoid  und  auf  der  Kugei.  ^ 

wird/  uo  erbauen  wir* die  Gleiehmig: 


^^  =  (^  +  »Jx«TäV*1-i?«) 


oder: 


'     S('*TÄ*^^T^=V)=±Ä'?VT^15. 


*  I 


woraus  sieb  ergiebt: 


Setzen  wir  nun  femer: 


80  das« 


dfi 

-,,« 

<r  • 

1 

t 

dx 

dm 

I         1 

1^    rf?' 

di 

dvi 

wird,  60  verwandelt  sich  die  erbaltene  Gleichung  in  die  folgende : 


oder: 

und  wenn  wir  endlich; 

1}  =  sin  m 
setzen»  so  dass 

=  Vi— ij'.do» 
wird,  ao  erbaltea  wir  aus  der  snletzt  gefundenen  Gleiebnng: 

'^^'f  ETäfiTi»'  .  : 

,       ThcilXXXIL  5 
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ood  wir  bekommen  daher»  frenn  tvir  integrireii,  cBe  Gitiebung: 

weDii  e  eine  will^arliche  Constante  bezeichnet. 
Da  nach  dem  Obigen 

r  9 

cote  a>  = — 

ist«  80  ergiebt  sich  aus  der  gefundenen  Glekhung: 

und  wenn  wir  fOr  (  und  i;  nach  einander  wieder  die  mit  diesen 
Buchstaben  bezeichneten  Ausdrücke  einführen«  so  erhalten  wir 
hieraus  nach  einander  die  beiden  Gleichungen: 


!=ii^+ 


äf  mm 

und 

7-d: j- — ^—r-' 

wenn  wir   R.c=sC  setzen ,  so  dass   C  wieder  eine  wilikörliclie 
Constante  bezeichnet. 

Da  diese  Gleichung  auch  für  C  =  0  galten  muss»  so  ist  er- 
sichtlich» dass  von  den  doppelten  Vorzeichen  nur  das  Zeichen  -l* 
zu  nehmen  ist,  und  wir  haben  daher»  da 


1=  STai^+y* 

ist»  für  die  Evoluten  der  lozodromischen  Linie  auf  der  |E(jige)  aii#s^' 
der  Gleichung  der  Polfläche  24)  noch  die  Gleichung: 

30)  Ctg  e  V^Hp  +  V»«-tgea(a;«+y«)  =  R. 

Da  die  Constante  C  einen  willkflrlichen  Werth  erhalten  kaoDi 
so  drückt  die  Verbindung  dieser  heidten  Gleichungen  allerdings 
aus»  dass  es  unendlich  viele  Evoluten  unserer  Curve  giebt»  die 
alle  auf  der  Kegelfläche  liegen»  welche  die  Durchschnittslinie  zweier 
auf  einender  Mgcnden  MormftlebeBen  .zur  Ersengiiogaliwe  hat 

Führen  wir  statt  der  reehtwinkligen  Coordinaten  wieder  das 
System  der  Polarcoordinaten  r»  |p»  ip'  ein»  womach 


» '  -  '  - 


<h//  4em  ßiiipwoid  üMd  auf  äer  Mugei.  VJ 

sa  setzen  ist,  so  haben  wir  für  die  Evoluten  unserer  Curve  ausser 
der  ffir  die  Polfläche  aufgestellten  Gleichung  25)  die  Gleichung: 

31)  r  = /"  , 

C.  tg  öcos 9>]+i V  sin 9)«— tg  e« .  cos  9)* 

woffir  irir  auch  schreiben  können: 

31«)  ,.  ~  R.Becip      

Ctge  +  \^tg9>«-tge« 

oder: 

«,Ev  R.coaS 

C.  Sin  6 .  COS  9)  4- V  sin  9><— sm  ^ 

Es  liefern  diese  drei  Formeln  31)  wieder  immer  einen  reellen 
Wertb  für  r,  weil  für  alle  auf  der  Polfläehe  liegende  Punkte  der 
»omerische  Werth  von  fp  nicht  kleiner  wird  als  der  von  9. 

Aus  der  Vergleichung  dieser  Formeln  mit  den  ftir  die  Linie 
der  Krfimmungsmittelpunkte  gefundenen  Formeln  29)  geht  hervor, 
dass  der  Radius  Vector  der  Linie,  welche  den  Ort  der  Krfim- 
mnngsmittelpunkte  bildet,  zu  dem  Radius  Vector  einer  bestimm- 
ten Evolute,  nämlich  derjenigen,  welche  man  erhält,  wenn  man 
io  den  Glelchtfngefi  31)  C^sO  setzt,  in  etiMm  sehr  einfkchen 
Yerhältnisse  steht.  Bezeichnen  wir  näroKcb  den  Radlas  Vedo^ 
dieser  Evolute  mit  i^),  den  Radius  Vector  iiw  LinI«,  auf  weiober 
alle  Krfimmungttnittel punkte  liegen,  mit  i^,  so  haben  wir  fflr  jedei 
beliebigen  Werth  von  q)i 

32)  r^.r'  ^  Ä«/ 

aus  welcher  Gleichmig  hervorgeht,  dass  der  Halbmessei*  der  Ku- 
gel immer  die  mittlere  Proportionale  Ist  zwischen  den  sich  ttnf 
diedeiben  Richtungen  beziehenden  Radien  VeCtoren  jener  beiden 
Curven. 


1 
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IT. 

Ueber  die  Beladen  zwischen  der  Entfernung  der  Mit- 
telpunkte und  den   Halbmessern  zweier  Kreise,  Ton 
*  denen  der  eine  um  und  der  andere  in  dasselbe  Viel- 
eck beschrieben  ist. 

Von 

dem  Herausgeber. 


Die  Relation  zwischen  der  Entfernung  der  Mittelpunkte  und 
den  Halbroeasern  zweier  Kreise,  von  denen  der  eine  um  und  der 
andere  in  dasselbe  Dreieck  beschrieben  ist,  ist  neuerlich  in  dem 
Archiv  wieder  mehrfach  in  lehrreicher  Weise  zur  Sprache  gebraebt 
worden.  Die  allgemeinere  Frage  nach  der  Relation  zwischen  der 
Entfernung  der  Mittelpunkte  und  den  Halbmessern  zweier  Kreise, 
von  denen  der  eine  um,  der  andere  in  ein  Vieleck  von  beliebiger 
Seitenzahl  beschrieben  ist,  haben  früher  Nicpiaus  Fuss,  iSteiner 
und  G.  fr.  J.  Jacob  i  zu  beantworten  gesucht.  Die  Analyse /^^^ 
Fuss  scheint  nicht  allgemein  genug  zu  sein;  Steiner  hat  nur 
die  Resultate  seiner,  wenn  er  sie  ausführlich  mitgetheilt  hätte, 
gewiss  sehr  lehrreichen  Untersuchung  gegeben;  Jacobi  hat  das 
Problem  mit  der  Theorie  der  elliptischen  Transcendenten  in  Ver- 
bindung gebracht*),  wie  späterhin  auch  Chasles  in  seiner  treff- 
lichen Geometrie  superieure.  Paris.  1852.  p. 580.  Die  Ana- 
lyse von  Jacobi  ist  allgemein;  die  von  ihm  aufgestellten  Formeln 
enthalten  aber  eine  Ungenauigkeit,  indem  bei  den  Gleichungen 
auf  S.  381  a.  a.  O.  nicht  darauf  aufmerksam  gemacht  ist,  dass  auch 
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der  MiUelpunkit  und  dem  äaibmessern  %w0ter  KreHe,  eie.      09* 

Fälle  vorkommeD  können,  in  denen  mä»  ä^n  Balbinei»er' f  des 
umschlossenen  Kreises  mit  dem  negativen  Zeichen  versehen  mass, 
wenn  man  nämlich,  wie  doch  wohl  jedenfalls  angenommen  werden 
mnss,  die  eingeführten  Winkel  iä  stetiger  Folge  von  0  bis  360^ 
wachsen  lässt.  Und  wenn  man  diesen  Umstand  nicht  berück- 
sichtigt, so  kann  man,  wie  sich  dies  späterhin  zeigen  wird,  bei 
der  Auflosung  unsers  Problems  leicht  in  Fehler,  vejrfallen.  Auch 
liegt  das  Kriterium,  nach  welchem  man  zu  beurtheilen  bat,  ob 
der  in  Rede  stehende  Halbmesser  mit  dem  positiven  oder  nega* 
tiven  Zeichen  gßnommen  werden  muss,  nicht  ganz  unmittelbar  auf 
der  Hand,  und  erfordert  eine  eingehendere  Discussion.  Eine  neue 
Bearbeitung  des  in  Rede  stehenden,  mehrfach  interessanten  geo 
metrischen  Problems  scheint' daher  keineswegs  Qberflässig  zu 
sein,  die  ich  deshalb  im  Folgenden  ihrem  wesentlichen  Inhalte  nach 
geben  werde. 

Wir  denken  yns  zwei  Kreise  und  eine  Gerade,  welche  den 
einen  dieser  beiden  Kreise  berührt^  den  anderen  schneidet.    Den 
Afitte/punkt  des  berührten  Kreises  nehmen  wir  als  Anfang  eines 
rechtwinkligen  Coordinatensystems^  der  aiy  an  und  legen  die  Axe 
der  X  durch  den  Mittelpunkt  des  geschnitteti^^n  Kreises,  so  dass 
fvir  also  die  Coordinaten   des  Mittelpunkts  dieses  Kreises  durch 
a,  0  bezeichnen  können.     Uie   polaren   Coordinaten    des   ßeruh- 
rnngspankts  der  Geraden   mü  dem   um  den  Anfang   der  Coordi- 
naten beschriebenen  Kreise,  dessen  Halbmesser  wir  durch  r  be- 
zeichnen wollen,  seien  g>,  r;  so  ist  in  völPiger  Allgemeinheit  die. 
Gleichung  der  Berührenden: 

y--rsin9= — (x — rcos9)cot9. 

^- 

Weiin  R  den  Halbmesser  des  geschnittenen  Kreises  bezeichnet, 
so  ist  dessen  Gleichung: 

und  bezeichnen  nun  x,  y  die  Coordinaten  der  Durcbschnittspunkte 
der  Geraden  mit  diesem  letzteren  Kreise,  so  hat  man  zu  deren 
Bestimmung  die  beiden  Gleichungen: 

y — räos9=— <a:  — rces^)cot^, 

welche  man  leicht  auf. die  einfachere  Form: 

a?cos9)+^8in^=rr,  (o:— a)*+y*=5:Ä* 
bringt. 
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'■>'  Aas  der  ersinn  G&ekluMig  folgt: 

•"         • 
y  =:=  r  cosec  9  —  a?  cot  <p, 

also  vermOge  der  zweiten  Gletclnings 

(o?  —  a)*  +  (r  cose^  9 — ic  cot  9>)*=  Ä*, 

(biglich,  wie  man  leieht  findet: 

a;*CQs^9^-^2(aöin9  +  rcotqo).a:cosecg)==/J*— o* — r^ooseeg»*. 

Bestimmt  nian  darch  AnflO^ng  dieser   qnädratlselieD  CrleicbuDg 
orcosec^,  demzufolge  auch  x  und  dann  y  mittelst  der  Formel 

so  erhält  man  mit  Beziehung  der  oberen   und  unteren  Zeichen 
auf  einander: 

ar=rcos9>  +  sin  fp  {«  sing?  ±  V  i2* — (r—  a  coe  9)*|, 

y3srsin9-r^eo^9tasio9±V^i2^«^(r  — aco#9>)^). 

Bezeichnen  i^ir  jetzt  die  Winkel»  welche  die  voo  ^em  Mit- 
telpunkte des  geschnittenen  Kreises»  dessen  Halbmesser  H  Mi 
nach  den  Durcbschnittspunktep  der  Geraden  mit  diesem  (Treise 
gezogenen  Halbmesser  desselben  mit  der  Richtung  der  positiven 
X  einschliessen^  indem  wir  diese  Winkel  von  der  Bichtuog  der 
positiven  x  an  nach  der  Richtung  der  positiven  y  bin  von  0  bi^ 
360^  zählen,  durch  oo  und  cd';  so  sind  nach  der  Lebre  von  dec 
Verwandlung  der  Coordinaten  die  primitiven  Coordinaten  dieser 
beiden  Durcbscbnittspuukte : 

ß-^Rcosüo,  ßsino)  und  a-f^cosio»',  /2sina>'. 

Also  können  wir  nach  dem  Obigen 

a+  ßcosa)=rcos9  +  B\i\<p[a9\u<p  +  V^/ü?  — (r — acos^)')» 

/2  sin  CD  =  r  sin  9> — cosg^tasin^-f  V^ /i^  —  (r — a  cos  9)* j 
und 

a  +  jRcos  09'= r  cos  9  +  sin  9  fasin  9-^  V^l^  —  (r — acosq>)% 

l^sinoo'^irsin^^-^eos^tasin^-^  Vi^ — (r^acos9)*) 
setzen;  woraus  wir  leieht  die  folgenden  Gleichungen  erhalten: 

(d  +  ß  cos»)  cos  97  +  ß8in6isin9>±=r, 
(a  +  ßcos  a)')co8  tp  +  ßsin  »'  sin  9>  =  r ; 


MffHcli,  wenn  mm  Eiterst  mn'fp^  diMii  eos^  eKminirt: 

{«(sioiio— 8inco')  +  Äsin(w  — io'))cos9=     r(8in  w— sin«')» 

{«(sin©— 8in(»')  +  Äßin(a)  — a)')lsin9)=— r(co8io  — cosw'); 
•lief,  w«H 

ßin(©— 0)')=     2sini(a)— a)')co8j(a)  — V), 

8inio--8iQ0)'=:     Ssin  J(<o  -  »')co8i(»  +  w')* 

C08IO— .€08  0)'=:— 2sini(o>  — o>')8in  J(»  +  »0 
ist: 

{acosi(io  +  q')  +  Äco8i(ß>— «»0lcos9>=rcosUca  +  w')» 

iacos  4(»  +  wO  +  Ä  cos  4(®  —  w')t  «m  <P  =  rsin  J(cö  +  »') ; 
woraus 

tang  g)  =  fang  J(©  +  c»') 
und 

folgt.     Auch  ist  offenbar:  / 

{(i?  +  0)C08  iö>  C08i»' +  (Ä--ff)«j||^«,ÄinlC0'|COS  9^—^00840»+ ©'), 

t(/2  +  a)cos4wcosJ(ö'+(Ä>-a)sinia>8in4(ö'ising)=rsinJ(a}  +  (»') 
und 

(iÄ  +  «)cosJcöcos4(ö'  +  (ß— a)sin4MsinJa)'}*=r*;'  ^ 

Nimmt  man  jttzt  den  IVfUtelp^nkt  dea  gesdinUtenen,  Kreises 
als  Anfang  eines  dem  primitiven  Coprdinatensysteme  p^r^Üeien 
Coordinatensystems  an,  so  sind  die  Coordinaten  der  Durch- 
schnittspunkte  unserer  Geraden  mit  diesem  Kveise  ia  dem  ip  R^de 
stehenden  neuen  Systeme  offenbar 

Acoscü),  jRsino»  und  ßcosco',  jRsini»'; 

also  sind  d^  €o«rdinat«n  des  Mlttetpankts  def  diese  Durcb- 
schnittspunkte  verbindenden  Sehne  des  geschnittenen  Kreises  in 
demselben  Systeme : 

4A(üoso>-i-cosco')>  »^(sinw  +  siniö'). 
Ist  nun  aber  q  die  ßntferiMpng  dejr  Sefiq^  voo  de«»  Mil4eipiiAkt9 


72«       Grunerti  Ü$ber  die  MHaHtm  zwiscken  der  ßniferHun§ 

des  geschnittefieD  Kreises,  so  erhellet  mittelst  eine?  gans  einfaches 
Betrachtung,  dass  diese  Coordinaten  in  völliger  Allgemeinheit  auch 

i:QCosq>,  :l:^sin9 

sind,  wenn  man  nur  die  oberen  oder  unteren  Zeichen  nimmt,  je- 
nachdem  die  Mittelpunkte  der  beiden  Kreise  auf  einer  Seite  oder 
auf  verschiedenen  Seiten  der  Geraden  liegen.  Also  Ist  mit  der- 
selben Bestimmung  wegen  der  Vorzeichen  nach  dem  Obigen: 

^  cos  9)  =  ±  4ß  (cos  0)  +  cos  (»0 » 
^sin9>=dbii^(sin  co -f  <s>n  oO  > 
oder: 

Q  cos  9 = +  Ä  cos  K« — »')  cos  1(«  +  »0»^ 
^  sin  9>  =  ±  A  cos  \(a  —  loO  sin  i(a)  +  cü>0  ; 

also,  wegen  der  aus  dem  Obigen  bekannten  Gleichungen: 

{acos\(a}  +  (o*)  +  Rcoa  l((» — m^]  cos  ipszr  cos  i(<»  +  &% 
{a  cos  l(ai  +  (o*)  +  R  cos  \(a  —  odO)  sin  fpzzr  sin  l(m  +  m'), 

wie  sogleich  erhellet: 

vgl 
^  '  '^  ^      "*-|ccos4(« — <»9 

oder 

"  rp 

^•'  ^  /.»  «         -"-iccesJC« — m*) 

Wenn  also  die  Mittelpunkte   der   beiden  Kreise    auf   einer 
Seite  der  Geraden  liegen,  so  ist 

(ß+*a)cösi<»coslco'+(ß  — a)sinl(öslnlci)'s=:-^ j~- — —  , 

ät  cos  ^yCa  ""^  fO  ) 

und 

(ß -f  a)  cosittcos4Q'+{ß— «)sinii»sio  li^' 

ist  also  positiv  oder  negativ,  jenachdem  cos  Km  —  <o')  pqsiti  v  ipder 
negativ  Ist. 

Wenn  dagegen  die  Mittelpunkte  der  beiden  Kreise  auf  eut 
gegengesetsteo  Seiten  der  Geraden  liegen,  so  Ist 


äer  äNOefpmMe  md  4em  BMmgaerM  %»eier  ttr$^,  ete.       73 

(Ä+a)cos4(»co8iw'+(Ä  — a)sini(ösiDlw'=— ^ ^ ^, 

and  » 

(Ä+a)  cos  Jwcos  Ja)'+  (jB  —  cr)8io  {co  sin  J»' 

ist  also  positiv  oder  negativ»  jenachdem  cos  i(a> — c»')  negi^iv  oder 
poaitiv  ist. 

Weil  nun  nach  dem  Obigen  allgemein 

l(ß  4- o)  cos  i(D  cos  |a>' -f  (/£—«)  sin  ii»  sin  ltt'l*=:f> 
oder 

\a  cos  4(ca  +  »0  +  Äcos  ^(w)— »OI*=r», 


also 


(Kiep 


(ß  +  a)  cos  |a>  cos  J©'  +.  (Ä  —  a)  sinioosin  4iö*=±r 


acos  i((»  +  »O  +  iBcos  i((»  —  flj^^iir 


ist;  nii  ergeben  sieb  jetzt  die :' folgenden  Regeln«  wie  mau  in  diesen 
Formeln  die  Zeichen  zu  nehmen  hat: 

Wenn  die  Mittelpunlite  der  beiden  Kreise  auf  einer  Seite 
der  dieselben  berühreuden  und  schneidenden  Geraden  liegen,  so 
muss  man  in  den  Gleichungen 

(ß-f  a)cosicü)cosico'-|-(l2 — cr)sin4oi>sin4(o'=sdbr      •**    > 

und 

.  ;aeosJ(a  +  i»')  +  ßcQ8i(«>"^»0=dbr 

die  oberen  oder  unteren  Zeichen  nehmen,  jenachdem  cos  Kay—»") 

positiv  oder  negativ  ist. 

*  .  >  ' 

Wieon  dagegen  die  Mittelpunkte  der  beiden  Kreise  auf  ver- 
schiedenen Seiten  der  dieselben  berührenden  und  iK^bneidenden 
Geraden  liegen,  so  muss  «an  lA  den  Gleichungen  ; 

(iZ4-<i}cosifl»coi^}fl»'.-|*(A'^a)#h>l(i9sioico'=dk** 

und  ' 

a  cos  i(a>  +  »')  +  Äcos  K«  — 0=±»^ 

die  oberen  oder  unteren  Zeichen  nehmen,  jenachdem  cos  1(02  —  ao*) 
Aegativ  oder  positiv  ist. 
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Wir  wollen  nun  anDehmen>  dass  ein  geachiossenes  fteek, 
de^aen  Deka» 

<"0>    ^l>   "*>   -"S»    ••••    -"II  — i 

sein  mögen  >  uni  den  Kreis  mit  dem  Halbmesser  r»  in  den  Kreis 
mit  dem  Halbmesser  iß. beschrieben  sei.  LSsst  man  alle  ßerQh- 
r«ii§s|iimkte  a^f  dem  erstttred.  Kreise  nach  detaelben  Seite  hin 
um  gleiche  Bogen  fortrücken,  so  ist  ohne  Weiteres  klaf,  d^ss 
sich  durch  diese  neuen  Berührungspunkte  um  den  mit  dem  Halb- 
messer r  beschriebenen  Kreis  elh  dem  ersteren  neck  rticksichtlich 
seiner  S^ten ;  und  W4ok^ ,  gan«  gleiches  iteck  legen  iSsst«  und 
eben  so  klar  ist  es»  dass  nun  auch  dieses  neue  iteck^  eben  so 
wie  daa  erstere  in  den  mit  den\  Halbmesser  R  beschriebenen 
Kreis  beschrieben  sein  wird.  Ueberhaupt  geht  «us  dieser  ein- 
fachen Betrachtung  ganz  unzweideutig  hervor,  dass  man  sich  das 
um  und  in  die  beiden  Kreise  beschriebene  neck  immer  so  stetig 
gedreht  4^ken  kann,  dass  es  fortwährend  um  den  Kreis  mit  dem 
Halbmesser  r,  in  den  Kreis  mit  d^m  Halbmesser  R  beschrieben 
ist,  wobei  weder  die  Entfernung  der  Mittelpunkte  der  bei^ieA 
Kreise  von  einander,  noch  die  Halbmesser  derselben  die  geringste 
Veränderung  erleiden.  Hieraus  geht  aber  ferner'  ganz  unzwei- 
dleutig  hervor i  das«  4ie  Allgemeinheit  der  Betri^tungy  .rück- 
sichtlich  der  zwischen  den  Qrvss^n  ra, /?«  r  Statt  findep4An  fil^ 
lation,  welche  wir  zu  suchen  beabsichtigen,  nicht  die  geringste 
Beeinträchtigung  erleiden  kann,  wenn  wh*  uns  das  um  dnd  in  die 
beiden  Kreise  beschriebene  neck  so  gedreht  denken ,  dass  eHie 
seiner  Ecken,  etwa  die  Ecke  Aq,  1n  dr^  durch  die  MittMpunkte 
der liBidep 'Kreise  gehende  Gerade. föllt,  und  w|r  werden  demzu- 
folge fernerhin  das  neck  auch  nur  in  dieser  Lage  betrachten. 

Dies  vorausgesetzt,  wollen  wir  nun  die  Richtung  der  positiven 
X  von  dem  Mittelpunkte'  des  einen  "^oder  des  anderen  Kreises  an 
durch  den  Punkt  Aq  gehen  lassen,  und  den  positiven  Theil  der 
Axe  der  y  so  annehmen,  dass  man  sich,  um  von  dem  positiven 
Theile  der  Axe  der  x  durch  den  rechten  Winkel  {xy)  hindurch  zu 
dem  pflfsitiveb  fb^ile  4et  Axe  dev  y  zu  gelangen,  naeh  derselben 
RIehtnng  bewegen  muss,  nach  welcher  naan  afch  bewegen  BMNMi 
um   von  dem  Punkte  A^  an  dve  Puakle  -       :  . 

\  Ajo ,  Af »  4b  f  A^f  ^"4^  •  •  ♦  • 

der  Reihe  nach  zu  durchlaufen.  Die,  auf  die  aus  dem  Obigen 
bekannte  Weise  gesommeeen  Winkel,  welche  die  Ton  dem  Mittel- 
punkte des  mit.  dem  Halbmesser  R  beschriebenen  Kreises  nach 
den  Punkten 

Aq*  Ai ,  A^t  A^t  •>*,  Aifi 
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gezogenen  UalbtomsMef  dieses  Kteww  mkt  dflv  Richtmig  im  ^ 
sitiven  o?  einschliessen«  mögen  respective  durch 

bezeicho^t  werden. 

Zuerst  terhetlet  nun  auf  der  Stelle,  dass  im  VorKegenden 
Falle,  wo  das  »eck  uro  den  einen,  in  den  asderi^i  Kreie  be- 
schrieben ist,  der  im  Obigen  hervorgehobene  Umstand,  dass  die 
Mittelpunkte  der  beiden  Kreise  auf  verschiedenen  Seiten  einer 
der  n,  das  Vieleck  einscbliessenden  Seiten  ,lSge»  gar.  nicht  vor- 
kommen kann,  indem  vielmehr  die  Mittelpunkte  der  beiden  Kreise 
auf  einer  Seite  jeder  der  n,  das  Vieleck  einseUiessenden  SeHen 
liegen  ]nfifiH^en4  weil  ja  unter  4eQ  gemachten  Voraussetzungen  die  Mit- 
telpunkte beider  Kreise  noth wendig  innerhalb  des  Vielecks  liegeD. 

FerMr  erheltoti  dass  d<e  Winkel 

■ 

unter  den    genmchten   Voraussetzungen    sämmtlich    positiv    und 
kleiner  als  180<>,  also  die  Winkel 

sämmtlich  positiv  und  kleiner  als  90^,  deren  Cosinus  also  sämmt- 
fich  positiv  sind;  der  Winkel  mo^^com— 1  ist  aber  negativ  und, 
absolut  geeomroen«  offenbar  grosser  als  180^>  also  K(^~~<>iHi^;i) 
negativ,  und^  absolut  genommen,  grösser  als  90^  und  kleiner  aU 
180^,  daher  der  Cosinus  dieses  Winkels  negativ.  Weil,  man  nuii 
naeb  dem,  was  oben  bewiesen  worden  i^t^  im.  vor{i^g$;pdeA  jf  atlle 
in  d^r  Gleichung 

das  dbere  oder  imtere  Zeichen  Nehmen  muss,  jenacfadem 
cos2(fli>  — a>0  positiv  oder  negativ  ist;  so  wird  nach  den  Vorhbt 
gemachten  Bemerkungen  jetzt  die  allgemeine  Gültigkeit .  der  fol- 
genden Gleichungen  auf  der  Stelle  erhellen: 

(R  -jr  o)co8lfOQC08loDi  +  (R — a)6in4o>osin4a)i=:r, 

*  *       1 

'    ! 

{R  -i-  a)co8l(OiC08la>2  -l-(R—ä)8U\lcai  sin^o>2=r, 
{R-\-  a)cos^o>2COS2Cü)3  -h(l2  — a)$iiiio2sin  Ja>3=r, 

O.   8.    W» 

(ß  f  a)  COS  i(»n^2 coli l^nr-i+  (Ä  —  ö)siu ioiii-?i§ip  l^n^XF^r^  „ 
(l?-^a)  cos  icon-i COS  ^0)0-^  (12  — a) sin  ccofi.i sin io>o=r — r;       '• 


',     !..:?> 
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also  weil  onler  den  genacbteu  V^ramiattziMige«  «(^:&0  ist; 

(R-fa)co»Ja>|  =r, 

(fi  +  er)  €08  ia>i  cos  J»«  +  (ß  —  a)  sin  |a>|  sin  ico^ =t*» 
(Ä +  «)  cos  io)2  cos  J103  +  (i2  —  a)  sin  Jw^siiilw^srr, 
(l2-f-a)c08ifi)scos|a)4-f  (f?— a)sinict)^stn4e94tcr, 

*  *  "  ■ 

u.  s.  w. 
(/7-f  a)cosiQ>n-2  cös  lo)n~i  -f  (li^ — a)  sin  iä>R.2  sin ia>fi.i  =:ri 

Man  sieht  hieraus,  wie  nothwendig  es  bt,  wenn  tnan  Fehlern 
und  IrrthQmern  nicht  ausgesetzt  sein  will,  ein  besfimmtes  Kriteriam 
zu  haben,  nach  welchem  man  hettrtbeilen  kann»  ob  niaii  iii  der 
allgemeinen  Gleichung 

(12  ~|- ir)cos  |(ü)COS  Ico' -f  C^— a)sin  {oosin  Jo)' =  J^r 

das  obere  oder  untere  Zeichen  zu  nehmen  hat.       ■ 

Das  vorstehende  System  von  Gleichungen  enthält  n  G\e\' 
chungen  und  n^-1  ist  die  Anzahl  der  darin   enthaltenen  Winkel 

«l*    ö%>    0%»   Ip4,*..«  AM— 1; 

welche  man  also  aus  diesen  n  Gleichungen  in  allen  F$tlen  sämmt- 
lieh  eliminiren,  und  dadurch  die  gesuchte  Relation  zwischen  den 
Grossen  a,  R,  r  ftir  jedes  n  erhalten  kann,  welche  jedoch,  wie 
aus  der  Form  der  vorstehenden  Gleichungen  von  selbst  erhellet, 
eigentlich,  wenigstens  ursprunglich,  eine  Relation  zwischeu  den 
drei  GrOssen  r,  Ri^a,  R—a  sein  wird. 

Weil  fiSr  das  Dreieck  n=i:3  ist,  so  hat  man  in  die«em  Fall« 
die  folgendea  Gleichungen: 

{R  ■{■  a)  coH\mi  >  =r, 

(ß  +  a)  cos  ia>|  cos ico,  +  (R-^ä) sin  JiO|  sinioo^  =  r, 

(ß-f  a)cosla>«  .  =— r. 

Also  ist 

und  folglich,  weil  sin^oh»  sin|a>9  und  ß-f  a,  ß  — a  oifenbar  Bteis 
positiv  sind: 


dtr  »Me^tOtt  und  dm  JUMtn^em  »tnrter  Kittite.  ele.      TJ 
*'"*"'-         TTTa '     »"»*"»= Br^a • 


'< 


Fuhrt  raan  nun  die  WertJie  von  cosJöi,  cosIöJj  und  ein;«»,, 
nnlwjj  hl  die  zweite  der  drei  obigen  Gleichungen  ein,  so  erhält 
man  die  folgende  Relation : 

oder 

oder 

(Ä~a)(/2  +  a  +  r)(ß  +  a-r)=r(Ä+a)(ß+a+r), 

wonms  sogleich 

(Ä-«)(ß  +  a)=2Är 
oder 

R^-a^=^Rr,  a^^ R^'-2Rr=iP(R^2r) 
ft>lgt,  welches  eine  langst  bekannte  Relation  ist.     Setzt  man 

80  ist 

pg=z2Rr. 

Za  bemerl^en  ist  der  vorbergeheoden  Schlüsse  wegen  noch,  dass 

nicht 

Ä  +  a  +  r  =  0,  R  +  a=''r 

sein  kann,  weil  sonst  nach  dem  Obigen  cos  ico^^l»  alsor;«o^:;s^O, 
11^=0  sein  wjlrde^  was  offenbar  ungereimt  ist. 

För  das  Viereck  ist  n=i,  und  man  hat  daher  die  folgenden 
Eichungen: 

(fi-f  a)cos;G>|  -=1., 

(ß+ii) cos J ©i  cos  Jcoj  +  (ß— a)sin  Jo,  sinicoit^r, 

(ß+a)cos|cü^cosiaj^-|-(ß-a)siniß)aSiniö%=:r, 
{Ä  +  a;cos4«a^  =— r. 
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al0o  fr«il  anler  den  geMacblen  VoraBnaetzopge«  m^^s^^  ist; 
(R-t-a)coii4(0i  =:r, 

(ff-t-a)co8i(0|C08|(02-|-  (I2~a)sin4o>]8io}i02=r, 
(i? -|-  o) cos^ioscos  Jio^  -f  (ü? — a)8ini(02SiB  JcD^sr, 

(ß  -|-  a)co8i(On-2  cos  loDfi-i  -|-  [K —  a)  sin  ieon.s  sio  Jiom— i=r» 

(|{-i-a)cosi(Ofi«i.  =ST-r. 

Man  sieht  hieraus«  wie  nothwendig  es  bt«  wenn  tnan  Fehlern 
und  IrrthQmern  nicht  ausgesetzt  sein  will,  ein  bestimmtes  Kriteriam 
zu  haben,  nach  welchem  man  beurtheilen  kann^  ob  n^an  in  der 
allgemeinen  Gleichung 

(/Z-fA)cos^oi>cosi(o'  -f-(l2— ii)sin{ii0  8in  Jo>'=:±r 

das  obere  oder  untere  Zeichen  zu  nehmen  hat. 

Das  vorstehende  System  von  Gleichungen  enthält  n  Glei- 
chungen und  n-— 1  ist  die  Anzahl  der  darin   enthaltenen  Winkel 

ci)i>  p^y  %«  a)4»«**«  fl9ii— i; 

welche  man  also  aus  diesen  n  Gleichungen  in  allen  F$tlen  sämrot* 
lieh  eliminiren ,  und  dadurch  die  gesuchte  Relation  zwischen  den 
Grüssen  a«  R^  r  ftir  jedes  n  erhalten  kann,  welche  jedoch«  wie 
aus  der  Form  der  vorstehenden  Gleichungen  von  selbst  erhellet, 
eigentlich,  wenigstens  ursprunglich,  eine  Relation  zwischen  den 
drei  GrOssen  r»  iZ-f-a^  R—a  sein  wird. 

Weil  fllr  das  Dreieck  n=3  Ist,  so  bat  man  in  diesem^  Falle 
die  folgenden  Gleichungen: 

(Ä  +  «)co8j(»|  =r, 

(l2-|-o)cosso>|Cosi<02-|-(ß-^a)'Eiin2Q'i  sinioa^rrr, 

>  •  * 

Also  ist 

COS4o»t=Yy  ,  ■   »      COSiOH^rz:  — 


und  folglich,  weil  8in4o>|,  sin|fi>9  und  A-f  a,  A  — a  offenbar  stets 
positiv  sind:    , 
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*'"»'^-^ äT^ '     8ini«a= ßj^ 


•( 


FObrt  man  nun  die  Werthe  von  co8|coi,  eoSf^^Oa  und  sinicoi, 
sin j 092  lu  ^'i®  zweite  der  drei  obigen  Gleichungen  ein«  so  erhält 
man  die  folgende  Relation : 

oder 

(R— fl)l(Äff/)2-i-«j=r(ß  +  «?)(ß  +  a  +  r), 
oder 

(Ä— a)(/2  +  a+r)(ß  +  a-r)Ä:r(Ä  +  a)(ß+a+r), 
(ß— ö)(/2+a— r)=r(ß+a); 
woraus  sogleich 

(Ä-a)(ß  +  a)=2Är 
oder 

Ä«--a2=2ßr,  a«=/^-2/?r=:/?(ß~2r) 
folgte  welches  eine  längst  bekannte  Relation  ist.    Setzt  man 

so  ist  ' 

pqz=i2Rr, 

Zn  bem crimen  ist  der  vorhergehenden  Scbhlsse  wegen  noch,  dass 
nicht 

Ä  +  a  +  r  =  0,   R  +  a=-r 

sein  kann,  weil  sonst  nach  dem  Obigen  cosico^^l,  sABo^m^'szO, 
oi%=0  sein  wilrde^  was  offenbar  ungereimt  ist. 

Für  das  Viereck  ist  n=4^  und  man  hat  daher  die  folgenden 
Gldchangen : 

(R-f  a)cosiG>i  =r, 

(/t+fli)cosJa)iCosl(02  +  (ß — a)sin  Jcoi  sinico^^r» 

(l2-|-a)cosicü^cosia)^-|-(ß  — a}sinieo3Sinia%  -^r, 

(R-{-a)co9iG%  =— r. 


Auf  gaii9  äbnliche  Art  wie  im  TorhergfibendeD  Falle  ist: 

"">»= ß+^ — '  •'»»"»= 8+^ — 

aUo: 

|j_^ 

—  rcosJ(02  + J5-17-  V{ß  +  a)*— r«.sini(öa=r. 

Hieraus  folgt  durch  Subtraction  1rcoB\fß^^=z{i^  eo8^%=0,  also 

sin  ioo^=:  VT^cos  ico2^=  1  > 
und  folglich  s 

(Ä— o)  V  (12  +  a)«— r«=(Ä+a)r; 
also,  wenn  man  qnadrirt,  nach  leicbter  Rednction: 

oder 

welches  eine  gleichfalls  längst  bekannte  Relation  ist. 

Für  das  Fünfeck  ist  n=5»  und  wir    haben  daher  in  diesem 
^alle.die  folgenden  Gleichungen: 

(ß-f  a)cosio)|  's^T, 

(R  +  a)co8  ^Gii  cos  att^-|-  (A—  a)  siniooi  sin  |oj^  s^r, 

(fi ■{■  a)cos ^Qj^cos icos -f  (ß-"a)sln  Jq% sin icps  sacr, 

(ß-|'a)cQ8|fli]^cossa)4-f  <i2  — a)sinia^  sini(04sr, 

(8  +  a)co8l»4  =a  — r; 

oder 
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pcosid)|Cosio]^  -f  ^sinjoi  8ln'Joc^=r9 
/i  cos  lej^cos ifl% -|- 9  sin  Jco2  sin^«^  XX  IV 
pco8^ai^co8^04  -f-^sin  ^(i)8$inia)4=r  r* 

W«il  aber  gana  auf  ähnliclie  Art  wie  oben 

•     r  r 

co8iß)i=±— ,cosi(»4  2=—-^; 

\st;  80  werden  die  vorstehenden  Gleichangen: 

rco84aaa  +  — Vp*— r^.sin  J(iii=r, 
p  cos  I  co^  cos  |a>3 -|- 9  sin  J  cD^  sin^co^  =  r, 

— rcosicD4+^V|>*— r«.8in4«j^«==*-r. 

Aas  der   ersten  und  dfkten   GJeicIiang^  ergeben  «ic|i  leicht  die 
beiden  folgenden  Gleichungen: 

q    . 

~V  p*— r* .  sin  Iwacos  iw^  =r  sin  Jiöj'j 

q      

— y"pa — r^.fiinjoogcosjeü^srrcosiiöa*; 

also: 

Volglicb  ist: 

•    1-.  2tangla>a_  ^    2üör  Vp«— r« 

""  «"^     1  + tatig  Jöa*     par«  +  9«0»a— V«)' 


l-tangi«,»     »«r«r-o'(M«— r 


i  •  .  1 J ' 


und 
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»ID  4«i|  - 1  ^  tang  i  V""       p*r«  +  y*(p«-r«) ' 


cos 


Folglich  liefert  uns  die  zweite  der  drei  obigen  Hauptgleiehangen 
anmitteibar  die  folgende  Relation: 

welche  man  auch  auf  folgende  Art  ausdrucken  kann : 

Nun  ist  aber^  uie  man  leicht  findet: 

—  ip^qh^  (p^  —  r«)  =  y  \p^q^ — (p«  f  g^)  r«l« — q  [p^q^  +  (p«  —  9*)r«|«; 

also,  wenn  man  diese  Gleichung   zu  der  vorhergehenden  addirt: 

folglich 

{pVXpg  +  y«)r^|«     ^-r 

Unsere  erste  Gleichung  bringt  man  leicht  auf  die  Form: 
p*r*(p+r)— 2p«^V(p  +  2g-r)(p«-ra)  +  y4(p^.^)(pa_,*)«_0, 
also  auf  die  Form: 

(/>  +  r)tp*r*— 2p\V«(p  +  2y— r)(p— r)+y*(p«-r«)«)=0. 

Wäre  p+r=0,  p= — r,  so  wäre  nach  dem  Obigen  co8io>4=Iy 
also  io>4=0,  094  =:0,  ^^^  offenbar  ungereimt  ist;  daher  ist  nicht 
p-|-r=:Oy  und  folglich 

p4,.4_2p«^«r«(p+2^— r)(p— r)  +  9*(p«-r«)«=0 

oder,  wie  man  leicht  findet: 

q^  -  2p V*  (»  +  2/>  — r)  (} — r)  +p*  {q^  -  r«)«= 0. 

Addirt  man  diese  beiden  Gleichungen  zu  einander»  so  erhSIt  man 
die  Gleichung: 

und  findet  dann  ferner,  dass  diese  Gleichung  sich  auch  auf  die 
Form 
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bringen  lässt    Die  Gleichnng  ' 

gäbe 

(Ä  +  «)(ß— a)=2Är, 

welebes  nach  dem  Obigen  die  Relation  für  das  Dreieck  ist.    Also 
bann  ffir  das  Fflnfeck  nur 

pV  +pV(P  +  9)r-'pq(p  +  ^)V— (p  +5r)(p— ^)V=0 
Bein,  vrelc'be  Relation  scbon  Foss  iingegeben  bat. 
Für  das  Secbseck  ist  n:=s6,  folglich: 

{R  +  a)co8la)i  =r, 

(R-i-a^cos  IcoiCOsia^-i-iR — a)sinAiO|8in  la^^r, 
(R-t-ä)  cos  i(o%  cos  i CDs  H-  (i2  —  a;  sin  j[ co^ sin  i cd^  =  r» 
(12  -f  ^)  cos  loD^  cos  tii04  i-(R^a)  sin  ia^sin  iw^  ssr, 
(A-f  a)cos  j(04cosl(u^  4  (fi'~a)sini(04siniai5=r» 
(R't-a)coaim^  c=-^r; 

oder : 

peosia>i,  =:r» 

V 

p  cos  ft  f»!  cos  ifio^ -f  9  Ain  i  A>i  sin  4cB^s=r, 
pcosi(»tCosi«^  -t-9>ii>iatesini^^=sv>, 
pcos«a)^cosl«i)i4-f9*^ni«»8sin|ö>4=r» 

pcosloo^  =  — r; 

iliid  man  findet  nun  ganz  auf  ähnliche  Art  wie  vorher  beim  Fünfeck: 

T  r 

cosi(öi=--,   cos4a^s=— — ; 
P  P 

sinla>i  =  --^^^^ »  sinia%=-^:^ 

und 

TheU  XXXII.  6 


>  , 


«8  Beb.  i.  ROat.  mUek.  OerBiOf.  d.  MHMp.  u.  den  fialM.  Ureter  Kreite  ete. 

AUo  ist  nach  der  dritten  und  vierten  der  seclis  obigen  Gleichungen: 
„«r«-ff«(p»  —  r«)       ,      .    2poVV^^^?    .,„  ,^  ^- 


Dnrch  Sabtraction  dieser  Gleichungen  ergiebt  sich  cosia^=0, 
also  sinio)8=l.  Durch  Addition  der  vorstehenden  Gleichungen 
erhält  man  aber: 

also: 


und  folglich: 

|A*« + 7*(p*  —  r«) = 2/>^V^j>*— r«. 

Macht  man  diesö  Gleichung  rational»  so  erhält  man  nach  einigen 
ganz  leichten  Reduotionen  die  Gleichung 

welche  gleichfalls  sehdn  Fuss  g^eben  hat. 

Ich  will  diese  HeichiHuigen  j$t2t  nicht  weiter  fbrtsetaseo«  )boii* 
dorn  begnCge  mich,  die  allgemeine  Methode  sorgfältig  entwickelt 
sn  haben,  nadh  welcher  alle  Aufgaben  dieser  Art  zu  bebandelo 
sind,  deren  Lüsung  nach  dieser  Methode  zu  vielen  zweckmä^sig^o 
Uebungen  im  aÜgeroeinen  analytischen  Galcul  Veranlassung  geh^ 
kann,  weshalb  vorzüglich  dieser  Gegenstand  von  Neuem  von  mir 
in  Anregung  gebracht  ivrorden  ist. 
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Ueber  drei  geometrische  Traiuforaiatioiien. 

Von 

Herrn  OUö  Bohlen 
> 

Sil  Sulz  a.  K.  in  Wartemberg. 


I,  Transformationen  dutoh  reciproke  Radion  vektoron'* 

Von  einem  festen  Paokt  O  ziehe  man  nach  allen  Punkten 
Jlf  einer  Fläche  F  oder  Corvo  C  Radien  und  bestimme  anf  ihnen 
die  Punkte  m,  so  dass  0^/0m;=  const.«  so  liegen  diese  Punkte 
auf  der  transforroirten  Fläche  f  oder  Curve  e.  Die  schon  mehr- 
fach erörterten  Haupteigenscbaften  dieser  Transformation  sind 
folgende:  Die  Flächen  F  und  /  sind  zugleich  Kugeln  oder  die 
Eine  ist  eine  Ebene  und  die  Andere  eine  durch  O  gehende  Ku- 
gel. C  und  €  sind  zugleich  Kreise,  welche  dann  auf  einer  Kugel 
liegen  und  mitfain  aneh  anf  zwei  Kegeln,  wovon  Einer  sdne  Spihse 
in  O  bat»  oder  veo  den  Cnrven  C  und  e  ist  Eine  eine  Gerada 
md  dann  Ist  die  Andere  ein  durch  O  gehender  Kreis.  Schneiden 
sieb  zwei  Corven  unter  einem  gewissen  Winkel  in  M,  so  bilden 
die  tmn«fovmirten  Cnrven  in  dem  entsprechenden  Punkte  m  den- 
selben Winkel.  Bildet  num  auf  F  ein  Netz  von  unendlich  klehien 
Breieeken,  so  entspricht  demselben  auf  /  ein  Netz  von  unendüeb 
kkefaien  ähnlichen  Dreiecken. 

Mit  Hülfe  ^Keser  Sätse  iSsat  sich  folgende  Auf^fabe  einfaeb 
iSaaas  Zwei  Kreise  K  und  K  sind  gegeben,  die  weder  in  einer 
l^bene  pocb  euf  einer  Kngel  liegen ;  es  soll  ein  dritter  Kreis  ge- 
ftuftden  werden»  der  beide  je  in  zwei  Punkten  rechtwinklig 
sobneidet  Man  klappe  K'  um  die  g^^einsame  Schnittline  der 
Sbeaea  beider  Kreiae  im^hl»  K'  wA  MUk  ahm  Ebene  ttagaa« 

6« 
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«ebe  DUO  die   Potenzlinie,  irelche  jene   Schnittlinie   in  fi  trifft, 
und  brioge'X'  in  die  lorige  Lage  zurOcIc,  eo  i«t  fi  der  Mittel- 
pnnkt  derjenigen  Kugel,  welche  K  und  K'  rechtninklig  schneidet 
nnd  zwar  in  A,  B;  A'.B'.    Man  nebme  nun  Einen  dieser  4  Punkte, 
z.  B.  A,  als  Ceutralpiinlit  der  Transrormation ,  von  welchem  ans 
die  Radien  vektoren  gezogen  werden,  an.  und  traDsformire.    IKe 
Kcget  verwandelt  sich  in  eine  Ebene,  i^  in  eine  Gerade,  A,  welche 
jene  Ebene  in  %  nnd  K'  in  einen  Kreis  V,  welcher  jene  Ebene 
bi  a'   nnd  b'   rechtwinklig  schneidet.     Die  Aufgabe  ist  jetst  anf 
die  einfachere- reduzirt,  einen  Kreis  k"  zp  ziehen,  welcher  k  und 
V   rechtwinklig  schneidet,  was  Iceineii  Anstand  hat     Der  Mit- 
telpunkt dieses  Kreises  Ist  in  b',  ferner  schneidet  er  bf  in  den 
Endpunkten  einer  Sehne,  die  senkrecht  auf  der  Ebene  steht  und 
sie  in  i  schneidet,  so  dasa  bn  den  Winkel  a'bb'  halbirt.    Nach- 
dem diese  geschehen,  wende  man  eine  zweite 'fransformation  tat, 
'  welche  der  ersten  entgegengesetzt  Alles  auf  den  frQheren  Stand 
znrOckfflbrt    Hierdurch  erhält  man  einen  k"  entsprechenden  Kreis 
K",  welcher  die  Kreise   K  und  K'   rechtwinklig  je  in  2  Punkten 
schneidet.     Aus  Vorstehendem  geht  hervor,   das»  ee   nur  Einen 
solchen  Kreis  giebt.    Auch  lassen  sich  aus  der  niitgetheilten  Gon- 
ctmktien  noch  weitere  Consequenzea  ziehen,   z.B.  einen  Kreis 
welcher  K  rechtwinklig  schneidet  und  K'  berOhrt 
in  unter  einem  gegebenen  Winkel  schneidet.    Der 
ung  genügen  2  Krej»e,  welche  man  erhSlt,  wenn 
■i  Linien  zieht,  die  mit  bt  gleiche  Winkel  bilden; 
sie  a'b'  treffen,  «lud  die  Durcbschnittsp unkte  der 
inen  des  Kreises  l^. 

Die  oben  angegebenen  Sätze  geben  ein  Mittel  an  £e  HaAdy 
um  planimetrische  Sätze  auf  die  Kugel  zu  «Uertragen.  Alle  Geiadii 
in  der  Ebene  verwandeln  sich  in  Kugelkruse,  welche  durch  ehieif 
Funkt  O  gehen,  und  sich  unter  demaelbea  Wmkel  eebaeideB/ 
nie  jene  Gerade.  Hier  folgen  einige  Beisiüeie,  welche  sieh  teieht 
Tervielfälligeo  la«sen:  Drei  Kugelkreise,  welche  durch  O  geben, 
bilden  ein  Dreieck  abc.  in  dem  die  Summe  der  Winkel  ISO»  be- 
Uigt,  Drei  weitere  Kreise  durch  O,  welche  durch  a,  6,  c  geheil 
nnd  die  gegenüberliegenden  Bügen  bc,  ac,  ab  rechtwinklig  schueidea 
in  d,  e,  f,  haben  einen  gemeinsamen  Schnittpunkt  h,  und  halblren 
die  Winkel  des  Kreisbogen- Dreiecks  def.  Wenn  man  4  Kreise 
durch  O  legt,  die  sich  in  abcd  schneiden,  und  2  Gegenwink^ 
in  dem  Kreiabogenvlereck  zusammen  ^  l^  sind ,  so  liegeb  die 
4  Punkte  a6c(£  auf  einem  Kreis;  nimmt  man  sie  als  fest  an  und 
de*  Punkt  O  als  beweglich  auf  der  Kugel,  so  sind  imiher'  zwei 
C«Cfla»iakel  in  denKreisbogenTierecken  aftctfgletch  ISO».  L^nan 
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durch  O  und  zwei  feste  Punkte  o  Ä  auf  der  Kugel  zwei  Kreise, 
die  sich  unter  einem  constanten  Winkel  in  c  schneiden,  so  liegt 
dieser  Punkt  auf  einem  durch  a  und  b  gehenden  Kreis,  und  die 
Kogelsehnf  Oc  beschreibt  einea  Kegel   zi^eiten  Grades.     Einen 
ireiter^    Anhaltspunkt  für   salche  tntersuchungen   erhält   maq 
durch  den  von  Miibius  angegebenen  Satz:  ABcb  sind  4  belie- 
bte Punkte  im  Raum  und  abcd  die  entsprechenden^  welche  man 
durch  Transformation  erhält,  so  dass  nämlich,  um  es  zu  wieder- 
bolen,  letztere  Punkte  auf  den  Strahlen  OA,  OB,  OC,  OD  lie- 
gen, und  die  Gleichungen  OA.  Oaz=z  OB.  Ob=OC.  Oc  =  OD.  Od 
stattfinden;  nun  besteht  folgende  Relation  zwischen  den  Seiten 
der  ebenen  oder  windschiefen  Vierecke  ABCD  und  abcd: 

AB.CD_ab,cd 
AD.BC^aSTbc' 

Dieser  Satz  ist  aligemein,  wie  auch  die  Punkte  ABCD  liegen;  es 
kSmien  z.B. 3 oder  4 Punkte  in  einer  Geraden  liegen.  Man  nehme  auf 
iea  3  Seiten  oder  ihren  Verlängerungen  eines  Dreiecks  3  Punkte 
an,  welche  in  gerader  Richtung  liegen,  so  Ist  nach  dem  Satz  von 
Carnot  das  Produkt  dreier  getrennten  Abschnitte  gleich  dem  Pro- 
dukt der  andern  drei.  Durch  Transformation  Tcrwandelt  sich  die 
Ebene  des  Dreiecks  m  eine  Kugel ,  die  Seiten  des  Dreiecks  in 
eia  Kreisbogendreiedc  «äc,  Welches  von  drei  durch  O  gehenden 
Kugelkreisen  gebildet  wird.  Man  lege  durch  O  einen  4ten  Kreis, 
der  die  3  Kreise  Oab,  Oae,  Obc  in  f,  e,  d  schneidet,  so  geniigcp 
die  Sehnen  ae»  ec,  cd,  db,  bf,  fa  der  Gleichung 

ae.cd,bf . 

ec.db.fa'^  ' 

was  man  dureh  Anwendung  des  Mobius'schen  Satzes  auf  die 
Vierecke  AECD  und  aecd,  ADFB  und  adfb,  ABDF  und  abdf 
findet.    €anz  ähnlich  ist  der  Beweis  des  folgenden  Satzes: 

Man  nehme  auf  den  Kreisbogen  ab,  ac,  bc  3  Punkte  xyz  an, 
M  dass  die  Kreise  Oax,  Obt/,  Ocz  einen  gemeinsamen  Schnitt- 
peokt  haben  (ausser  O),  so  ist 

ax,by,ci - 

xb.ycia'^ 

Die  Punkte  ABCD  sollen  in  gerader  Linie  liegen ;  A  und  B 
«od  fest,  C  und  D  beweglich,  jedoch  so,  dass  immer  die 
Bedingungsgleicbung 
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AB. CD 
erfiilit  l«t. 


AD.BC^^ 


Ih  diesem  Fdl  bilden»  wie  bekannt»  die  Punkte  C,D  eine 
involutorlscbe  Punktreihe.  Von  einem  beliebigen  Punkt  X  tiehe 
man  die  Strahlen  XC,  XD..,.,  so  ensteht  ein  involutoriscfaer 
ätrahtenbfischel,  welcher  irgend  eine  In  derselben  Ebene  liegende 
Cerade  In  involutoriscben  Punkten  schneidet.  Durch  Transfor- 
mation verwandelt  sich  die  Gerade  AB  CD  in  einen  Kr^is  Oabcd, 
auf  welchem  die  Punkte  a  b  ebetifalls  fest  sind,  dagegen  e  und  d 

beweglich,  jedoch  so^  dass  stets    J  -st:  1  bt,  was  sich  aus  dem 

Satz  von  MObius  sogleich  ergiebt  Die  Ebene  ABCDX  ver- 
wandelt sich  In  eine  Kugel,  auf  welcher  x  liegt»  durch  welcbeu 
Punkt  die  Kreise  Oxc,  Oxd...*  gehen»  welche  den  Geraden  JCC» 
XD.,..  entsprechen.  Der  Kdrze  halber  nenne  ich  die  Punkte 
c»  d....,  obgleich  sie  auf  einem  Kreis  liegen»  involutorisch  und 
die  Kreise  Oxc»  Oxd....  einen  involutoriscben  Kreisbüschel. 
Diess  vorausgesetzt»  ergibt  sich  der  Satz:  Ein  involutorischbr 
Kreisbuschel  schneidet  jeden  durch  O  gehenden  Kreis  der  Kugel 
in  einer  involutorischen  Punktreihe. 

Wir  wellen  nun  annehmen»  ABCDX  seien  Punkte  eines  ehe* 
nen  Kegelschnitts»  uü^XA,  XB»  XC^  XD.*.^  ein  involutorischtr 
StrahlenbQschel;  terbkidet  man  irgend  einen  zweiten  Pankt  JP 
des  Kegelschnitts  mit  ABCD,  so  bilden  X'A.X^B,  X'C,  X'D.... 
gleichfalls  einen  involutorischen  StrafaleobOsehel.  Hieraus  etgikt 
sich  durch  Transformation:  Man  lege  durch  die  Spitze  O  eines 
Kegels  vom  2ten  Grade  eine  Kugel»  so  ist  die  Durchschnittskurve 
eine  Art  sphfirischen  Kegelschnitts»  welcher  die  Eigenschaft  hat, 
dass  wenn  die  Punkte  abcdx  desselben  einen  involutorischeo 
Kreisbuschel  Oxa^  Oxb»  Oxc,  Oxd%..,  bHden»  durch  einen  be- 
liebigen Punkt  x^  desselben  sich  ebenfalls  ein  involutorischer 
Kreisbuschel  Ox'a,Ox'b,  Öx'e,  Ox'd....  legen  iltsst  WennvoB 
2  festen  Tangenten  eines  ebenen  Kegelschnitts  die  Eine  von  allen 
übrigen  Tangenten  in  einer  involutorischen  Punktreihe  geschnitten 
wird»  so  ist  diess  auch  bei  der  andern  der  Fall.  Durch  Trans- 
formation erhalten  wir  den  Satz :  Wenn  von  2  festen  Tangential- 
Kreisen  durch  O  des  genannten  sphärischen  Kegelschnitts  der 
Eine  von  dien  übrigen  durch  O  gehenden  Tangential-Kreisen  in 
involutorischen  Punkten  geschnitten  wird»  so  ist  diess  auch  bei 
den  andern  der  Fall.  Hier  reiht  sich  ^ie  Uebertragung  der  Pas- 
caTschen  und  Brianchon 'sehen  Sätze  über  die  Sechsecke  und 
Sechsseite  ebener  Kegelschnitte  an. 


B&kl^m:  üeber  drH  gfomtnische  rramfbrmaikOMn.         87 

Di#  Sfitfee  ober  Pol,  Pobren,  konjongirte  Polaren  ebcoev  Ke- 
^schallte  ttscheiiien  bei  soldieD  »phärisohen  Kegel^ohnitleD  in 
Mgeoder  Form:  WoriR  man  durch  O  and  einen  swetten  Punkt  p 
iler  Kugel  Kreifie  legt^  welche  den  sphärieohen  Kegelsehaitt  in 
elf 9  dd' ...,  treffen,  «o  liegen  die  Dnrchsclinitte  der  Tangential» 
Kreise  Oc  und  Oc'  oder  O^and  Od' ....  auf  einem  durch  O  gebenden 
Kreis,  welchen  ich  der  Kürze  halber  die  Polare  ?on  p  nenne« 
wlhrend  p  der  Pol  ist.  Konjugirte  Polaren  sind  solche,  wovon 
jede  den  Pol  der  andern  enthält.  Sämmtliche  konjugirte  Polaren, 
welche  dnrch  einen  Punkt  x  der  Kugel  gehen,  bilden  einen  invo^ 
hitorischen  Kreiebfischel,  wie  oben  die  Kreise  Oxc  urtd  Oxd, 
•der  Oxi/  und  O^cP....  Man  lege  an  die  Kugel  In  O  eine  Tan- 
gential-Ebene  und  ziehe  eine  Parallel- Ebene,  welche  den  Kegel, 
dessen  Spitze  ebenfalls  O,  in  einer  Ellipse  oder  Hyperbel 
idineideti  soll,  deren  Mittelpunkt  M  und  Brennpunkte  Fund  P 
lieSssen  sollen.  Die  Radien  OM,  OF,  OP  schneiden  die  Kugel 
iü  den  Punkten  iw,  f  und  f,  welche  man  der  Analogie  wegen 
iSieBfalts  Mittelpunkt  und  Brennpunkte  des  sphärischen  Kegel' 
«Anitts  nennen  kann,  der  mit  jener  Ellipse  oder  Hjrperbel  in  der-^ 
jeoigen  Verwandtschaft  steht,  welche  durch  Transformation  mittelst 
redproker  Radien  vektoren  begründet  ist.  Wir  bringen  nun  den 
Punkt  X  oder  die  Spitze  des  involutorischen  Kreisbffscfoeis, 
irelchen  die  konjugirten  Polaren  von  x  bilden,*  nach  tn,  ^o  ent- 
sprechen den  durch  Om  gehenden  Kugelkreisen  bei  der  Ellipse 
oder  Hyperbel  •  Durchmesser,  woraus  sich  sogleich  ergfbt,  dass^ie 
Pole  aller  Polaren  durch  m  In  O  vereinigt  sind.  Cnter  den  kon- 
jngttten  Polaren  von  m,  welche  den  involutorischen  Kre^sbfischef 
Om  bilden,  gibt  es  immer  und  nur  Ein  Paar  recihtwinklige,  wovon 
Eine  durch  die  Brennpunkte  f  und  f  geht.  Wenn  durch  O  und 
durch  die  4  Punkte,  io  welchen  2  konjugirte  Polaren  den  sphärischen 
R^elschnitt  treffen,  Tangen tial-Kreise  an  denselben  gelegt  werden, 
60  berühren  sich  je  2  dieser  4  Tangential  Kreise  in  O;  imUebrigcn 
schneiden  sie  sich  noch  in  4  Punkten,  welche  auf  einem  zweiten 
spbSrififiJie»  Kegebschnitt  liegen,  dessen  Mtttelpunkt  eb«f>foU«in  ist. 

Wird  aber  die  Spitze  des  y#n  koqjjigirteo  Polaren  gebildiBten 
itvohtorisGlIeB  Kf  eisba$cbeU  Ox  nach  f  oder  f'  versetzt,  so  sind 
js  iirei  konj«^ffte  Polaren,  z.  B.  OA  wid  Oß,  gder  Ofc'  und  O/d', 
ta  einattder  cechtwinklig«  Hier  lassen  sieb  nun  eine  Menge  von 
EigOBSchäften  ebener  Kegelschnitte  auf  unsere  spärischen  über- 
k9f^  (nos «^tt^leidie  z.B.  die  Abhandlung  von  Seydewitz  in^ 
IBd*  des  Archivs);  dodi  will  idi  nnt  einige  erwäbnen.  3we| 
dnn^  O/tuid  O/*'  gelegte  Kreise,  welche  sieb  auf  dem  spbä- 
^•ehett  Kegdscbnitt  in  $  schneidtn,  bilden  mit  ihm  gleiche  Wink«L 
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Zieht  man  durch  O  den  Tangeotml^Krei«  von  #,  und  legi  dtircb 
Of  und  Of  2  Kreine,  welche  ihn  rechtwinklig  schneiden ,  «o 
liegen  die  Dnrchschnittspnnkte  auf  Einem  Kreis.  Wenn,  dnrcb 
O  zwei  Kreise  gelegt  werden,  welche  den  sphärischen  Kegelschnitt 
berühren  und  sich  rechtwinklig  schneiden,  so  liegt  dieser  Dnrch- 
schnlttspunkt  gleichfalls  auf  einem  Kreis« 

Die.  hier  betrachteten  sphärischen  Kegelschnitte  erscheinen 
unter  vier  Formen,  je  nachdem  die  durch  ö  an  die  Kugel  gelegte 
BerOhrungs-Ebene  einem  Kreisschnitt,  einem  elliptischen,  parabo- 
lischen oder  hyperbolischen  Schnitt  des  Kegels  parallel  ist.  Im 
ersten  Fall  ist  der  sphärische  Kegelschnitt  wieder  ein  Kreis; 
in  den  beiden  letzten  Fällen  hat  er  in  O  eine  oder  zwei  Erzeu- 
gende des  Kegels  zu  Tangenten.  Für  die  einer  Parabel  entspre- 
chenden sphärischen  Kegelschnitte  will  ich  Beispielsweise  einen 
Satz  erwähnen.  Die  Brennpunkte  sämmtlicher  Parajbeln,  welche 
die  Seiten  eines  ebenen  Dreiecks  ABC  oder  deren  Verlängerungen 
berühren,  liegen,  wie  bekannt,  auf  dem  durch  JiBC  bestimmten 
Kreis.  Alle  Direktricen  dieser  Beruhrungsparabeln  schneiden 
sich  im  Hohen  Durchschnitt  H  des  Dreiecks.  Durch  Transformation 
^gibt  sich  Folgendes:  Man  lege  durch  einen  Punkt  O  einer 
Kugel  4  Ebenen,  wovon  die  erste  die  Kugel  berührt,  und  die  3  an- 
dern sich  und  die  Kugel  in  abc  schneiden.  Alle  Kegel  zweiten 
Grades,  welche  jene  4  Ebenen  berühren,  bestimmen  auf  der  Kugel 
sphärische  Kegelschnitte,  deren  Brennpunkte  auf  dem  Kreis  abc 
liegen.  Auf  der  Kugel  gibt  es  einen  Punkt  A,  der  die  Eigen- 
schaft hat,  dass  sich  durch  O  und  h  an  jeden  dieser  sphärischen 
Kegelschnitte  zwei  sich  rechtwinklig  schneidende  Tangential-Kreise 
l^en  lassen. 

Aus  dem  Angefahrten  lässt  sich  nun  Vieles  über  die  Natur 
derjenigen  Flächen  sagen,  welche  man  durch  Transformation  ans 
den  Flächen  zweiten  Grades  ableiten  kann. 

Besonders  interessant  sind  die  Gesetze  der  Transformation 
dnrch  reciproke  Radien  Vektoren,  wenn  man  die  Krümmungsver- 
bäl tnisse  berücksichtigt.  L  i  o  u  v  i  1 1  e  hat  zuerst  nachgewiesen,  dass 
der  Kegel,  dessen  Spitze  O  und  dessen  Basis  eine  Kroinmttngs- 
linie  der  gegebenen  Fläche  F  Ist,  auch  die  transfe^rte  f  in^  einer. 
Krümmungslinie  schneidet  Hieran  schüesst  sich  nodi  Manches 
an ;  z.  B.  der  Kegel,  dessen  Spitze  O  und  fiwis  eine  Linie  «ph& 
rischer  Krümmungen  von  F  ist,  schneidet  auch  f  in  einer  selchen 
Linie.  Man  nehme  4  Punkte  auf  einer  Curve  C  an,  und  lege 
durch  sie  eine  Kugel  K,  durch  die  entsprechenden  4.  Punkte  der 
^transformirten  Curve  c  geht  die  Kugel  jfc ;  ans  den  am  Anfang  mit- 
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gtttieiH«!!  Süi^ii  fbllct  sogtelch,  dam  O  itf  Aeliitti<Ake!f«punkt 
▼on    K  und  k  ist,  mHhin  tlegen  die  Mittelpunkte  beider  Kogehi 
mit  O  In  grader  Linie.  Bei  nnendlieber  Annftherang  jener  4  Punkte 
auf  C  nnd  anf  c  rertt^andeln  si^b   K  und  k  In  Schmleglrugeln» 
wvraOjB  fe^t   Der  Kegel,  dessen  Spitze  O  und  Basis  die  Linie 
der  Scbmiegkngeln -Mittelpunkte  von  C  ist,  entbiilt  auch  die  Linie 
der  Scbmi^kugeln  -  Mittelpunkte  Ton  c.  Bilden  aber  jene  4  Punkte 
auf  C  ein  Kreisviereck  bei  unendlicher  Annäherung,  so  findet  eine 
Suroskutation  statt;  dasselbe  ist  dann  auch  in  dem  entsprechenden 
Punkte  von  c  der  Fall.    Wenn  man  auf  C  und  c  je  drei  Punkte 
annimmt,  so  liegen  die  zwei  Kreise,  welche  hierdurch  bestimmt 
sind,  anf  einem  Kegel,  dessen  Spitze  O  ist.    Bei  unendlicher  An- 
näherung   der  3  Punkte  auf  C  und  auf  c  verwandeln  sieh  die 
Kreise  in  Krfimmungskreise.     Also  liegen  je  zwei  Krfimmongs* 
kreise  von  zwei  entsprechenden  Punkten  einer  Curve   und  ibrer 
Transformirten  auf  einem  K^el,  dessen  Spitze  O  ist  (mithin  auch 
noch  auf  einem  zweiten  Kegel  und  auf  einer  Kugel) ;  ist  der  Eine 
dieser  Kreise  ein  Suroskulationskreis,  so  ist  es  auch  der  Andere* 
liu20.Bandvon  Liouville's  Journal  S.  145  hat  de  laGonr^erie 
bewiesen,  dass  die  Gleichung  vom  dritten  Grade  ist,  welche  die 
Anzahl    derjenigen  Normalkreise   in    irgend   einem   Punkt   einer 
Fläche  angibt,  die  suroskuliren;  also  gibt  es  in  jedem  Flächen- 
punkt   wenigstens  .  Einen    Suroskulations«  Normalkreis;   bei     den 
Flächen  zwdten  Grades  existirt  in  jedem  Punkt  nur  Ein  eolefaer 
Kreis.    Diesem  ist  aber  noch  hinzuzußgen,  dass  in   den  Endw 
punkten  der  Axen  zwei  Normalkreise  suroskuliren,  welefae  in^  6m» 
Hanptebenen  liegen,  well  hier  die  betreffenden  KrAmmungslimen 
symmetrisch  sind,  und  bekanntlich  in  jedem  Symmetralpunkt  einee 
ebenen  Cnrve  eine  Snroskulation  stattfindet    Die  Linien,  welche 

auf  dem  Ellipsoid  '^~1~fi-f;^==l  &uf  einander  folgende  Surosfcu- 
lations- Normalkreise  berühren,  haben  die  CNeichnng 


WO  der  Werth  der  Constante  von  einer  Linie  znr  andern  wech- 
selt. In  jedem  Punkt  irgend  einer  Drehungsfläche  schneiden  sich 
sw^  Berühruttgslinien  aufeinander  folgender  Suroskulations- Nor- 
maikraifi^,  und  bilden  mit  dem  Meridian  dieses  Punktes  gleichet 
Winkel.  Aus  diesen  Sätzen  lässt  sich  durch  Transformation  m|t' 
telst  reciproker  Radien  Vektoren  Einiges  ableiten.  Dem  Surosku- 
lations- Normalkreis  in  einem  Punkte  ton  F  entspricht  auf  /  glei^* 
faHs  ein  Suroskulationa-Krds,  welcher  aber  nicht  normal  istf  und 
den  ich  daher  znr  Unterscheidung  Nebenkreis  nenne«    Da  aber 
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di«  tcaufopakt^  Fläche  /  in  jedem  Piuille  ifeiOgetoiiiüBjpeti  m- 
Qskulirfndw  Nornralkreis  hat»  wetchem  nof  F  ein  Nebeiü^rei» 
entspricht,  so  folgt  dar/suis,  da««  jede  Fifichq  in  jedem  .PopU» 
wenigetens  Einen  suroskulirenden  NebenkreU  beeit^t  Der  Linie» 
urelcbe  auf  dem  ElUpsoid  auf  eioander  folgende  SnroeknlatioDs* 
Normalfcreiee  berfibrt,  entepricbt  auf  dem  traasformiftton  EUip«oi4 
eine  andere  Linie»  welche  auf  einnnder  folgeode  Sofoekiil^tipotr 
Nebenkreise  berührt»  und  dereo  Gleichung  an«  dem  Obigen  sick 
leicht  ableiten  lägst.  Di»  tranaformirten  Drehnngsfl^chen  haltet 
ein  Systeni  von  Kreisschnitten;  in  jedem  Punkt  eines  solchem 
Kreises  krßuxen  sich  zvrei  Linien»  welche  aufeinander  folg^de 
8uroskulations*Nebenkririse  berßbren»  so  dass  sie  mit  den  KriQ« 
gleiche  Winkel  bilden. 

Wenn  eine  Fläche  ebene  Krünimungslinien  enthält»  so  schneiden 
die  Ebißnen»  worin  sie  liegen,  die  Fläche  überall  unter  demselben 
Winkel;  zufolge  eines  Theorems  von  Joachimsthal.  Hieraas 
fösst  sich  durch  Transformation  mittelst  reciproker  Radien  vektören 
schtiessen»  cfass  wenn  eine  Fläche  sphärische  KrOmmungslinieo 
enthält»  die  Kugeln»  worauf  sie  liegen»  die  Fläche  auch  äberalt 
unter  glefchem  Winkel  treffen  (Journal  von  Liouville»  ,Bd.18. 
d.  113).    Beide  Sätze  lassen  sich  umkehren. 

Menge  bat  die  Fläcben,  dereo  Normalen  eine  Kugel  berühren» 
ttDtntacht  und  ihre  Gleichung  aagegeben.  Aus  den  Eigenscbsä#i 
dbreelben  lätot  sich  sogleich  auf  4iejenigeD  Flficbea  s<Aliesse9) 
Ernten  Kennaelchen  darin,  besteht»  daas  die  Kreise»  welche  d«^ 
etnen  Pnnki  O  gehen  und  sie  normal  schneiden»  ebenfalls  ^iM 
Kvgel»  besiehnngsweise  isne^Ebene  berübrcifL 


f , 


ü*     Transformation    durch   proportional    i^etheUte 

Coordinaten« 

1.        •  't     ■  •  , 

Es  sei  fiops  y»  <)  die  Gleichung  einer  Fläche  oder  Gurve  und 

— ,  •—»  —\    die 

GtekKbuAg  der  transformirt^n  Fläche  oder  Curve.  Der  Charakt^ 
dteiser  Transformation  besteht  darin»  dass  der  Grad  derG4eich«nf 
ungeändert  bleibt;  es  entspricht  also  einer  Geraden»  Ebenem  Uflie 
oder  Fläche  zweiten  Grades  wieder  eine  Gerade»  Ebene»  Linie  edsr 
Fläebe  iKweiten  Grades;  wodurch  ein  Mittel  an  die  Hand  gegeben 
ii^»  Tiele  Eigenschaften  der  Drebungsiächen»  insbesondere  def 
KoglR  auf  dns  EIKpseid»  en  übertragen.  Zwei  Kreise  einer  K«g*l 
liegen  immer  auf  2  Kegeln  ^  deren  Spttoen  A  und  J  man  seset 
sndi  den   fiussern  und  Innern  Aehnfiehleeitspankt  beMer  Krei^ 
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»tfttif» .  Di*  fi|äUt«ii  derjenige  iwm  K^di^  ^wricha  die  Kugel  {b* 
den  gemmBlt»  Kielseii  berfibfen»  liegeD  mit  Ä  und  J  ia  einer 
GeradeB«  Weee  wo  f{af,  ^  x}  die  Glelisbitiig  der  Kegel  ¥oreteUti 
eo  lleet  sieb  dieee  durcb  geeignete  Wahl  der  Constanten  a,  b,  c 

\ß  ein  Ell^oid  //^»    ^f     l)  "^  beliebigeai  AxettverhSUnieai 

firatidformireD ;  wir  huben  ebo  den  Satz :  Zwei  elliptische  Schnitte 

eines  Ellipsoids  Hegen,  immer  anf  2  Kegeln,  deren  Spitzen  In  ge- 

mder  Linie  liegen  mit  den  Spitzen  der  beiden  weiteren  Kegel, 

weiche  das  Ellipsoid  in  den   genannten  Ellipsen  berühren.    Man 

lege  durch   einen  Punkt  p  1>eliebig  viele  Ebenen,  welche   eine 

Kagel  In  Kreisen  schneiden;*  die  Spitzen  ^et  Kegel,  welche  die 

Kugel  in  diesen  Kreisen  berühren,  liegen  in  einer  Ebene  P,  welche 

man  die  Polar- Ebene  ▼en  p  nennt,  wSbrend  dieser  Punkt  der  Pol 

\9k.    Es  müssen  also  auch  die  Aehnticbkeitspunkte  Ton  je  zweien 

dieser  Kreise  in  P  liegen.    Durch  Transformation  kommt  man  auf 

Folgend^:  Afle  diejenigen  Ellipsen  eines  Ellipsoids,  deren  Ebenen 

durcb  einen  Punkt  gehen,  liegen  paarweise  auf  2  Kegeln,  deren 

Spitzen  in   der  Polar- Ebene  dieses  Punkts   liegen.     Gehen   <iie 

JSbenen  mehrerer  Kegelkreise  durch  eine  Gerade,  so  liegen  auch 

die  Spitzen  der  Kegel,  welche  die  Kugel  in  diesen  Kreisen  be« 

rühren,  in  einer  Geraden,  welche  also   nach  dem  Obigen  auch 

die  Spitzen  derjenigen  Kegel  enthSH ,  auf  welchen  je  zwei  solche 

Krebe  fiegen.    BsMe  Gerade  heimsen  konjugirte  Polaren«    Durch 

TrttnsfnnKifinn  erhtft  man  den  Satz:  IVenn  die  Ebenen  von  mcli- 

raren  El Rpsen  auf  einem  EHIpsoid  durch  eine  von  2  kenju^irteii 

PoUuien  gehen,  so  liegen  diese  Ellipsen  paarweise  aof  Kegeln, 

deren  Spitseen  sfch  auf  den  andern  Polaren  befinden.    Besondend 

FSlIe  sind»  wt>  Eine  dieser  Polaren  durch  den  Mittelpunkt  geht^ 

oder  eine  Tangente  ist.     Auch  kennen   die  Ellipsen  unter  Um* 

slfinden  Kreise  werden. 

Die   Ebenen    dreier   Kugelkreise   schneiden   sich    immer  in 

eteem  Punkt,  p.    Es  sei  P  die  Polar -Ebene  von  p,    oder  die 

diene  desjenigen  Kreises,  in  welchem  der  Kegel,  dessen  Spitze 

p  ist,  die  Kugel  berührt.     Jene  drei  Ebenen  bilden  auf  diesei^ 

Kteis  drei  Sehnen ;  die  Verbindungslinien  von  je  zwei  Endpunkten 

fteser  Sehneti  schneiden  sich  im  Ganzen  in  6  Punkten,  von  welchen 

4  mal  3   in   gerader  Linie  liegen ;   hieraus  folgt ,   dass  von  den 

6  Spitzen  der  Kegel,  auf  welchen  jene  drei  Kugelkreise  liegen, 

auch  4  mal  3  in  gerader  Linie  liegen,  und  durch  Transformation: 

Drei  ebene  Curven  eines  Ellipsoids  (Ellipsen  oder  Kreise)  liegen 

im  Ganzen  auf  6  Kegeln,  von  deren  Spitzen  4 mal  3  in  gerader 

Linie   liegen.    Es  lassen  sich   Überhaupt  die  Gesetze   Ober  die 

Lage  der  Spitee  von  Kegefn,  auf  welchen  sehske  EUlpsen  eines 


BttipsdAB  lidgvtiy  deren  El>«iieii  tn  elnefii  Ptoble  kunvergireDi  ib- 
lieftteo  aus  den  Geeetzen  Ober  die  Lage  der  Durebsebirfttepimklt 
derjenigen  Ltnleni  welche  die  Endpunkte  yen  Kreieaehnen  verbMw* 

.  Es  ist  eine  Kugel  gegeben,  deren  Mittelpunkt  O  ist»  und  eioe 
FMche  zweiten  Grades  F.  Man  schneide  F  durch  eine  Ebene, 
deren  Pol  p  ist«  und  jtransfonnire  die  Schnittknrve  K  i^  eineo 
sphärischen  Kegelschnitt  k  nach  den  Gesetzen  der  Transforinatioa 
durch  reciproke  Radien  Vektoren,  indem  nian  nämlich  nach  allen 
Punkten  von  K  die  Radien  OM  zieht,  auf  ihnen  die  Punkte  m 
fi[o  bestimmt,  dass  OAf.  0/it=Constante  =  dem  Quadrat  des  Halb- 
messers der  Kugel,  so  liegen  die  Punkte  m  auf  k.  Man  lege 
nun  durch  zwei  auf  einander  folgende  Punkte  m  Ebenen,  senk- 
recht auf  den  Strahlen  Om,  so  gehen  sie  durch  jt?,  und  ihr  Durch- 
schnitt ist  senkrecht  auf  der  durch  Om  gehenden  Tangentialebene 
des  Kegels,  dessen  Spitze  O  und  Basis  k  oder  K  ist  Jene 
Ebenen  sind  aber  die  Polar-Ebenen  von  den  entsprechenden  Punkten 
ilfsauf  K.  Daraus  folgt,  dass  alle  Polar- Ebenen  von  K  einen  Ke? 
gel  umhüllen,  dessen  Spitze  p  ist,  und  dessen  Erzeugende  senk* 
recht  sind  auf  denjenigen  des  Kegels  OK,  welcher  also  kon* 
gruent  ist  mit  dem  Ergänzungskegel  von  OK,  Die  Polar-Ebenen 
aller  ebenen  Schnitte  von  F  umhüllen  also  Kegel  zweiten  Grades, 
mithin  umhüllen  überhaupt  die  Polarebenen  von  F  eine  Fiäcbe 
zweiten  Grindes.  Die  Transformation  mit  prppoi^onal  getbeilten 
Coordin^ten  fuhrt  sofort  auf  den  Satz:  Es  .ist  ein  EUipspid  get 
geben  und  eine  Fläche  zweiten  Grades  F\  man  betrachte  j^den 
Punkt  von  F  als  die  Spitze  eines  Kegels,  welcher  das  Ellipsoid 
berührt,  so  umhüllen  die  Ebenen  der  Berührungskurven  auch 
eine  Fläche  zweiten  GrradeS;,  9;  da  alle  Polar-Ebenen  einer  Geraden 
durch  Ihre  konjugirfe  Polare  gehen,  so  folgt  daraus,  dass  wenn 
F  geradlinige  Erzeugende  hat,  diess  auch  bei  9  der  Fall  ist;  je 
zwei  sich  entsprechende  Erzeugende  von  F  und  tp  sind  konjn- 
girte.Polaren.  Wenn~F  ein  Ellipsoid  ist,  und  der  Mittelpunkt  des 
ersten  Ellipsoids  ausserhalb,  auf  dem  Umfang  oder  innerhalb  voi^ 
F  liegt,  so  ist  9  ein  zweimantliches  Hyperboloid,  ein  elliptisches 
Parabolold  oder  ein  Ellipsoid,  Einer  entwickelbaren  Fläche  ent- 
spricht wieder  eine  solche,  welche  aber  nicht  von  den  Polar-Ebenea 
der  einzelnen  Punkte  der  ersteren  umhüllt  wird,  sondern  deren 
Erzeugende  die  konjugirten  Polaren  der  Erzeugenden  der  gege» 
benen  Fläche  sind. 


III.    Transformation  durch  Biegung  der  Flächen. 
Auf  einer  Fläche  ist  ein  Netz  von  vielen,  sehr  kleinen  Dreiecfceii 


/' 


geseiebnet  Wenn  mm  Me  FISobe  gdk^fe*  nhä,  «o  da«A  M  kei- 
iiem  TlMÜe  deneüben  iireder  ^ine  Debiiung,  iioeh  eine  P^esem^ 
«tattfindtft,  so  Me'iben  die  Seiten  jener  Dreiecke  Mgeindevt,  «i«D 
nach  die  Winkel.  Wenn  eine  beliebte  Figur  auf  der  g^ebenen 
Fläche  gesogen  ist^  «o  bleiben  wäbi^nd*  der  Trmnsfbrmatieit  dnrcb 
Biegung  aUe  Linien  gleich  lang  und  die  Winkel  ungeSndert 
Di^  Transfonna^n iet  dieeelbe^  för  welche  Gaues  nachgewfoseti 

hat,  dass  auch  in  jedem  Punkte  das  Krfimniungsmaass   -n  •   j^ 

nicht  Tariirt.  Namentlich  ist  noch  zu  erwähnen ^  dass.  eine  gec*« 
dätiscbe  (kürzeste)  Linie  diese  Eigenschaft  auf  der  transformirten 

Fläche  beibehält 

>  ' •        •  ...  .  .  , 

Ein  specieller  Fall  solcher  Flächenbiegung  ist  der,  wenn  eine 
Ebene  über  eine  entwickelbare  Fläche  hingelegt  wird.  Hier  folgt 
eine  Zusammenstellung  von  planimetrischen  Sätzen ,  welche  auf 
entwkkelbare  Fläche  übergetragen  sind  mit  der  Medification^  dass 
statt  Gerade  geodätische  Linie  gesetzt  Ist 

Alle  Punkte  der  Fläche ^  wekbe  die  Eigenschaft  haben,  dass 
die  geodätischen  Linien,   die  man  von  ihnen  nach  2  gegebenen 
Punkten  der  Fläche  ziehen  kann,  gleich  sind,  liegen  auf  einer  geo- 
dätischen Linie.    Die  Summe  der  Winkel  in  einem  geodätischen 
Dreieck  abc  ist  =  180^.    Zieht  man  durch  die  Mitten  der  Seiten  des 
Dreiecks  geodätische   Linien  unter  rechten  Winkeln,   so  haben 
diese  einen  gemeinschaftlichen  Durchschnittspunkt,  dessen  geo- 
dätische Entfernungen  von  den  Ecken  abc  gleichlang  sind.    Zieht 
man  durch  diese  Ecken  geodätische  Linien,  welche  die  gegenüber- 
.  liegenden  Seiten  rechtwinklig  schneiden  m  d,  e,  f,  so  haben  diese 
auch   einen'  getneinsckkftKchen  Schnittpunkt,  welcher  gleich  weit 
entfernt  ist  von  den  Seiten  des  geodätischen  Dreiecks  def.   Wenn 
In  einem  geodätischen  Dreieck  ein  Winkel  =90^  ist,   so  Ist  das 
Quadrat  einer  Seite  gleich  der  Quadratsumme  der  beiden  anderen. 
Ist  in  einem  solchen  Dreieck  di^  Spitze  a  des  rechten  Winkels 
beweglich,  wählend  die  beiden  änderen  ticken  6  und'  e  fest  sind, 
80  beschreibt  sie  eine  Linie,  deren  Punkte  alle  von  der  Mitte  von 
6c  dieselbe  geodätische  Entfernung  haben.    Eine  solche  Linie  hat 
IbnÜche  Btgeu^cbaften  wie  c^n  Kreis,  z.  B.  zieht  man  von  zwei 
festen  Punkten  nach  einem  beweglichen  Punkte  auf  derselben  geo- 
dätische Linien,  so  sind  die  Winkel  bei  ^  einander  gleich.    Alle 
geodätische  Linien,  ketche  sie  senkrecht  schneiden,  haben  einen 
gemeinschaftlichen   Durchschnittspünkt.     Es   lässt  .sich   hier  dief 
Uebertragung  der  Sätze  über  Kegelschnitte,  involuterische  Strah* 
tenbdscbel,  Pol  und  Polare  anknüpfen. 


Die  Kugel  M  MmntfMi  üb  BigeBsdiea»  date  einaifliolie 
fpeedätische  Linieo  (griiMte  Rreine),  wekbe  ree  einem  beüeliigeii 
PoDkle  deiaelbeo  aee  geKof^  werden»  »ieder  in  einem  zweiten 
Peakt  der  Kugel  konvergireD»  und  deee  nie  alle  zwim^en  beide» 
Punkten  gleich  lang  sind.  Die  VerUndangslinie  der  Halbirunge- 
pufdcte  dieser  geodätischen  Linien  ist  gleidifalls  eine  selche  Linie 
Dieee  Eigenschaft  der  Kugel  theftlen  alle  diejenigen  Flicbe«, 
welche  sich  durch  die  in  der  Ueberschrift  genante  Transformation 
ans  derselben  ableiten  lassen. 

Das  Ellipsoid  hat  4  Punkte  (Naiielpunkte),  welche  dadurch 
merkwürdig  sind,  dass  die  geodätischen  Linien,  die  Von  einem 
derselben  ausgehen,  wieder  in  dem  entgegengesetzten  convergiren, 
und  dass  ihre  Längen  zwischen  beiden  Punkten  constant  sind. 
Die  transformirte  Fläche  des  Ellipsoids  hat  also  ebenfalls  diese 
Eigenthämlichkeit 


De  probkMMto  qaodam  geMMirico, 

Anctore 

Boct  C.  F.  Lindmmm, 
Ledere  Slrea§a«sea«i,  Msg*  Acedemtae  SeisnI.  Beim.  ÜMihce. 


IMstantiis  laterum  trianguli  a  eentre  eirenli  c1re«m- 
Script!  datls,  triangulum  Inrentre. 

Letera  trianfiiU  selito  mede  per  «,  4,  e  angidiqM  oppositi 
per  il»  Jl»  C  et  distioiliae  a  eentre  drcvH  ciitemscripti  resp.  pv 
«a  fi.  f  deslgnenter. 

Primem  penater  y  >  ^  >  «. 


lindfhaH:   De  probtemate  qno'dam  peometrtco.  95 

fi^nitflrr,  tit  tM  «>*><?,  A'^  i?>  C  Qnoin  rero  vmns  tao- 
ftm  et  atigafis  obtti^s  Mse  posslt«  hecesse  est«  stnt  J9'  et  C 
acuti.  Angahis  il  ptftent  esse  obtnsas  aut-  actttas.  Itaqoe  'ftal^e- 
miis  aequationes 

ttt±±^kiA,    k=2ßtgB.    e==^tgC, 

,  ,  ,  ■         ■  •    . 

nbi  aigniini  soperlas  ralet,  si  est  ^<o>  inferiiis»  si  est^^l>sw 
Beneficio  aeqoatlonuini  i 

4i      Stoi<      6       Sing 

aequatio  prima  et  secooda  per  tertiam  divisa  sappeditat  aequationes 

•      yCt^As=i±aCo%C,    yCimBznfiCoHC. 
Reductionibus  quibusdam  factis  iDveDimas 

w 

Sec»C-'''"'"^"'"y*S«cCT^=sO.  .    .    .    (l) . 
qnae  aequatio  aut  anam  habet  mdicem  realem  aut  trea,  prout  sit 

▼el 

Qqamvero  sit  medium  aritbmeticum  quantitatum  positivarum  geo- 
metrico  majns  (vide  KtSgel,  Mathematisebes  Worterbach 
Tom.  V.L  pag.545.)>  Decesse  est»  sit 

* 

atqne  ideo  Mones  radi^se«  «i9qaat|«B«|  (1)  ccial««.;  Po^t» 

inteDiuDtiir  radices 

TaV^gSSiny;    T2VipSlii(Ö0O— 9);    ±2VlpS5n(60<>+9). 

Quoniam  qtmntitas  incognita  9Bi  Secans  anguli  acut!«  necesse  eui, 
sH  posifiva  et  imitate  major.  Prima  Sgltnr  rftdiz  noo  est  idonea/ 
qrtpp^  qaae  sit  unltate  minor ,  Id  qood  eo  persptcitiir,    quod  est 

39<W>,    9<3(K>,    Siii9<i.    p<a 


96  Lindman:   De  pro^iemaie  quoämm  §mmetrtC0. 

Qiiia  pmeterea  oportet,  ^pumtkatem  iocogoitam  eoso  poMtmtt, 
lortia  radix  problemati  «atbfacit»  oi  aigno  anporiore  utimor,  so- 
cooda,  61  valet  Signum  inferins.    Habobimiia  igitar 

See  C= 2  VlpSm  (W±  q>), 

abi  aignain  superioa  aumendum  est»  ai  est  A^909,  inferiHSy  si 
est  ^>90^.     Itaqoe   problema  daaa   admittit  aolationea,  al  ent 

Tom  ponatur  y^ß,  y  >  «.    Aeqaatio  (1)  trauit  in 

a»— *'*y^a;Ty=0    (poaita  S«sC=»). 
Hanc  aequatioDem  ita  qaoqne  scribere  licet: 

Prima  radix  est  T~>  cujus  valor  numericus  est  unitate  minor  atque 
ideo  noD  idoneus.    Alter  factor  dat 

j^i  +  ^dbo"*  quippe  quae  sint  positivao  et  unitate 

majores,  problemati  satisfaciunt»  quod  nunc  quoque  doas  habet 
solutiones. 

Deinde  sIt  ^^  >  «»  ß^u,    Aeqnatio  (l)  mutatur  in 

t 

vel  eodem  modo  ut  antea,  in 

{arJ:l)[«(a;Tl)-^]=0. 

Una  taDtiim  •  tadietkaS'  praUeBiati  «atisbctt 


»  ■  <    * 

Deniqu3    ponatur    }r  =  /)  =  «.    Una   tantum   ezsistlt  solutio 
:rs=2.et  triangnlum  est  aequilaterum»    ^ 

Nota.     Problema  illud  pag.  82.  Tomi  XXVII.  hujus  Archivi 
proposUum  est  a  D^  Skrivau»  qui  tarnen  uoum  quoque  angolam. 
datum  sumsit«  id  quod  non  modo  non  opus  t^i,  sed  problema  ^tiam 
absurdum  reddere  potest 


vaUer:  WeU€r^ UnKmmtüAHiifi^ßä», ßr4mft»M0Mf$€ M Curtem.  9f 


,    t^ 


r- 1 ' .  1 


>    ' 


Weitere   Untersachungen  über  Granzver^iältnisfe  bei 

Carven» 


*> 


Von 

Herrn  Dociov  Föller 

Sil  Saalfeld. 


.  • 


Zieht  man  in  einer  beliebigen  Curve  eine  Tangente  parallel 
zü  irgend  einer  Sebne>  so  ist  —  wenn  die  letztere  unendlich  klein 
wird  —  das  Verhältniss^  der  Bogenstücke,  die  zwischen  den  End- 
punkten der  Sehne  und  dem  Berührungspunkte  liegen,  wie  Isl; 
and  das  Verhältniss  der  Perpendikel ,  von  denen  das  eine  von 
dein  Uurchschnittspunkt  der  an  die  Endpunkte  der  Sehne  gezo* 
l^eneo  Tangenten  und  das  andere  von  dem  Berührmigspunkt  der 
mi  Sehne  peraUei  gei'fihrlen  Tangente  auf  die  Sehne  gefUHt,  wie  2:L 

Beweis.  Die  Gleichung  der  Tangente  in  dem  PunktiD  m 
(Taf.  1.  Fig.  3.),  dessen  Coordinaten  x",  y\   ist: 

Da  aber  nach  der  Annahme  die  Tangente  parallel  zur  Sehne  MN 
sein  soiU  so  folgt  daraus,  dass  sie  mit  der  Abscissenaze  densel- 
ben Winkel  bilden  muss,  den  diese  Sehne  nrit  ihr  bildet,  was 
&e  Bedingungsgleicbung : 

< 

f^'^^--^^^^  ■■•■ 

sich  zieht,  worin  x^^  x%  und  ^fi,  y%  resp.   die  Coordkiaten 
der  Punkte  M  und  N  bedeuten. 

Da  yf^  es  sich  nun  um  eine  bestimmte  Cnrve  bandelte»  w^rde 
es  also  nicht  sohwer  sein,  zügMch  die  Coordinaten  des  Punktes 
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m  wirklich  zu  bestimmen;  allein  in  dem  vorliegenden  Falle  kön- 
nen vregen  der  Unbestimmtheit  der  Carve  die  betreffenden  Werfie 
nicht  näher  angegeben  werden.  Sobald  indess  die  Sehne  un- 
endlich klein  angenommen  wird»  also  die  Punkte  M  ond  N  un- 
endlich nahe  an  einander  geruckt  werden »  kann  man  den  Bogen 
MmN  als  eine  gerade  Linie  *),  mithin  die  Abstände  Mm  ond  m/V 
rOglicb  als  gleich  gross  ansehen  (Taf.  I.  Fig.4.)f  woraus  sich  dann 
ergiebt,  dass: 

«  ——2 — *  y  —    2~* 

also  x'  und  y*  die  arithmetischen  Mittel  zwischen  den  entspre- 
chenden Goordinaten  der  Punkte  M  und  N  sind. 

Dass  wir  in  dem  Vorstehenden  nicht  übereilt  geschlossen, 
folgt  auch  daraus  9  dass  die  Gleichung  der  Berührenden  die  Gräoze 
ist,  der  sich  die  Gleichung  der  Curve  fär  die  Nachbarschaft  des 
Berührungspunktes  ohne  Ende  nähert«  Es  muss  also  die  Curve 
mit  der  Berührenden  in  der  nächsten  Nachbarschaft  zusammen- 
fallen« und  weil  die  Berührende  auf  beiden  Seiten  des  ßerfih- 
rungspunktes  gleich  gross  angesehen  werden  kann,  so  lässt  sich 
;—  wenn  MN  unendlich  klein  —  Mm  gleich  mN»  deropa,ph 

8etasen. 

Hiermit  ist  aber  tueh  zu  gleicher  Zeit  im  Wesendlehen  das 
Verhältoiss  der  Bogen  Mm  und  mN  —  bei  verschwindender 
Sehne  *-  angedeutet.  Denn  da,  wie  erwähnt  werden,  die  Tan* 
geute  in  der  nächsten  Nachbarschaft  des  Berührungspunktes  mit 
der  Curve  zusammenfallt  und  die  Tangentenelemente  auf  beiden 
Seiten  des  Berührongspunktes  gleich  gross  sind,  so  ist  das  Ver- 
bältniss  dieser  wie  1:1,  folglich  auch  das  Verhältiiiss  der  on- 
^ndlieh  kleinen  Bogen  wie 

1:1. 

Was  den  zweiten  Theil  der  Untersuchung  anbetrifft,  so  läsflft 
sich  das  Verbältniss  der  Höhen  RS  und  mt  (Taf.  I.  Fig.  3.)  auf  mehr- 
fache Weise  bestimmen.  Wollte  man  es  rein  a  priori  ermitteln,  ohne 
auf  analytische  Deductionen  Rücksicht  zu  nehmen,  so  würde  unge- 
ftfar  folgender  Gedankengang  einzuhalten  sein. 


*)  So  «agi  Liier o ix :    „qoa  Farc et  la  corde  ft'^vaiioviiseiit  ea  mimt 
teofe»  \%Cik  €tt  permie  de  le«  preoite  L'an  pe«ff  t*wit»ei.*' 


Wenn  «^jbmiteli  M  -ufifl  Jf  inieiHUibii  «afae  An  m  beranröeken, 
80  darf 9  wie  bereits  beweist,  Mnk^szmS,  demnach  ilfmiV  als 
gleichscbenkliges  Dreieck  angesehen  werden.  In  diesem  FaUe 
wird  man  aber  auch  fäglich  Dreieck  MRN  als  gleichschenklig 
betrachten  .i^nd  die  H$hen  ,der  beiden  erwähnten  Drcftecke  in  eine 
Linie  znsammenfaliend  denken  künn^n.  Mit  Rücksicht  auf  diese 
Annahmen  dürfte  sich  dann  der  Schluss  bilden  lassen,  dass,  weil 
RS  und  mt  zwar  unendlich  kleine,  aber  immerhin  —  wie  auch 
schon  ans  der  Figur  erhellt  —  ungleich  grosse  Linien  *),  RS  aus 
zwei  und  mt  nur  aus^  einem  einzigen  Element»  mitbin  zwischen 
beiden  Perpendikeln  das  Verhältoiss 

2:1 
besteht  * 

Die  analytische  Herleitung  dieses  Gränzverhältnisses  ist  (oh 
gende. 

Die  Gleichung  der  Linie  mt  ist,  weil  sie  durch  den  Punkt  m 
gebt  ttnd  senkrecht  auf  der  Sehne  MN  steht : 

Folglich  sind  die  Coordinaten  des  Punktes  ti 

V 

demnach  pach  Substitution  der  vorstehenden  Wertke: 

,  <  -f  l(^^-^,)(^2-^i)(ya-yi)-K^2-^i)*(yi-3^0)^  ' 

Diese  Formel  reducirt  sich  nach  gehöriger  Transformation  auf 

._  cy~yi)(^i— ^a)  +  (^^-^iXya—yt) 

Auf  ganz  dieselbe  Weise  folgt,  wenn  oi"  und  y"  die  Coordinaten 
des  Punktes  R  bedeuten,  dass: 


^4SitlM  Ovobiacli^    Uebtor  d*o  Begriff  des^leügen  und 
ist'  BeÄlehKO^eo  snm  Calci!. 

7* 


<    ,   '  ** 


Mithin    ist : 


.1 


Paabcrntib,  wie  schon  im  Arckiv.  ThI.  XXXI.  Nr^ XXVII.  S.  450. 
Uimmt  wprd^n;  /.         ,  ..  ,         !      - ;    ,„    ,,       ...  : 


nnd 


I 

60  ergiebt  sich  nach  Elimination  dieser  Werthe: 

mt  ""  t/'(j:«)— A^i)lt(y-y,)(%-^2)  +  (^'~^i)(3^«-yi)r 

Die  Voraussetzung,  das9  das  zu  bestimmende  Verhältniss  bei' 
verschwindender  Sehne  aufgesucht  werdeu  soll,  ootbigt  aber  ^!^ 
kanntlich,  die  Punkte  M,  in,  N  als  unendlich  nahe  an  einander 
liegend. zu  deokeni/ wodurch  es  ferner  mögtich  wird,-dii>  Cpordi« 
Daten 'des  Punktes  m{x*,y*)  (Taf.  l.  Fig.  5.)  auch  durch 

zu  bezeichnen. 

Setzt  man  jetzt  diese  Werthe  in  die  vorstehende  GleiciMnig 
.  ein,  so  folgt: 


oder: 


ti« 


d.  I.,  da  ^=/-'(^,>: 

RS_     f'(st)(xt—Xt)-(ya—yt) 
mt-  \f'{x{)-f'{x^\dxi 

Es  ist , aber 'Oacb  Obigem  erlanbl,  so  bald  die  Se\kU»MV  va' 
«odlicb  klein,  die  Coordioaten  des  Punktes  m  auch  als > tritkiiM» 
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tische  Mittel  zwischen  denen  der  Punkte  M  und  JV  an^asebeni, 
woraus  dann  —   vrie  ans  der  Figvr  erhellt  —  weiter  folgt,   das« 

% 
%  * 

Xi  +0^1  =  — j^ — , 

d.  i. 


i. 


Die  Substitution  diesw  Werthes  lieftfttt 

RS  21  nx^  (;r,-  arQ  -  (y,-^,) 

mt-         \f'{x^)-f'{x^)\{at-Xi)~ 

d.i.,  weil  (Taf.  1. Fig. 6.) : 

ya— yi :  arj  —  a-i  =  3yi :  8x, , 


iIm 


iK: 


Mithb: 


RS  imt  1=^1:1,         ' 
w.  z.  b.  w. 


I.  • 


1.  In  dem  Aufsatze  Tbl.  XXXI.  Nr.  XXVII.  und' in  ier  vor- 
hergehenden Nr.  1.,  habe  ich  einige  Gränzverbältnisse  hergeleitet, 
die  sehr  leicht  zu  neuen,   interessanten  Folgerungen  berechtigen. 

War  nehmlich  (taf.  I.  ^ig.  7:)  UnfT  Se6n^  einer  beliebigen 
Conre,  an  welche  man  die  Tangenten  ilf/?,iVI2  und.eiidlich  VW 
ptnilel  zur  Chorde  MN  gezogen,  so  verhielt  sich  bei  der  Vor- 
^QBsetzung,  4ass\AfiV  unendlich  klein  vnifd6: 

^lURNiS^.  J#mJV3=3t2i  (1) 

f  UV  .    RSiM.  =2:1,  (2) 

arc.Jlfiii:arc.iVfit       =1:1.  (3) 

Bietaua.  ergiebt  siclr  nun  zunächst,  da'^ 


^  i^Diir     MN.RS       .   -.    ^     MN.mt 


»  ' 


dierProportiim:.' 


'. «  ' 


d.  i.,  weil 

Hßimt=2:\ 

18t: 

2.    Aus  der  Proportioo 

^  XfKN iSeg.  MmN^S:2 
erbellt  9    class 

..r.»T     3. See.  MmN 

Setzt  mao  diesen  Wertb  in  (4)  ein,  so  fplgt  ferner: 

3f.  Seg.  MmN   ^  -^    ^r     «  i 

d.  i. 

oder: 

AilfmiV:Seg.  ilfcll^=3:4,  (6) 

ein  Satas,  der  allerdings  schon  bei  der  Parabel  bewiesen  za  wer- 
den pflegt,  bier  aber  ans  viel  allgemeineren  Gesicbtspunkten  ab- 
geleitet worden.  .      i      ^ 

'  .  .'.■'•- 

3.    Wie  aus  der  Figur  ersicbtiicb,   ist  aucb 

li^lillBN:=^  Seg.  ilfmiV+ Fl.  «Rmfi  *). ; 

Demnacb  gebt  (1>  ^^^^  «»  ' ' '  / 

Seg.  MmN^  Fl.  Jlfiam/V:Seg.  Jlf  111/^=5: 3  r?.        w    .  1 
Att$ :  dieser  Proportion  fo^  ^ann  writ^r : 

Fl.  jlfÄm2V:3— 2  =  ^JIfJ2iV:ai=Seg.  JlfmA;2. 

t 

Also: 


iM'i»  .  . 


*)  Fl.  bedeutet  Fläche. 


Sej .  AfmiV: Fl.  JURmN^2: 1.  (7) 

Mitbin  ergiebt  ^sicb  auch  mit  Rücksicht  auf  (4) : 

2.A^miV:Fi.  J!fÄiii2V=3:l,  . 

d.  i, 

A  ^miV:  Fl.  MRmN^  3 : 2.  (8) 

4.  In  ähnlicher  Weise  lässt  sich 

r 

Se%,  ßfmjy=z  A  MmN  +  Seg.  Jlfiim  +  Seg.  moN 
setzen«  wasbalh  die  Proportion  (5)  auch  die  Form 

A  MmNi  A  ^iwZV  +  Seg.  Mnm  +  Seg.  moN'Si  3:4  • 

annehmen  kann,  woraus  sich  dann  ergiebt: 

Seg.  Jirnm  +  Seg.  moNi  4  -  3  =  A  ^miV:  3  =  Seg.  MmN :  4. 
Abo : 

A  MmNx  Seg.  ilfniw  \  Seg.  moN=  3:1,  (9) 

and: 

Seg.  ÄwiZV;  Seg.  ü/nm  +  Seg.  moN  =4:1.  (10) 

Mithin  aoch  mit  Bezugnahme  auf  (1) : 

2./i^MRN  o       B^         c  ,. 

ö !  Seg.  Mnm  +  Seg.  moN=::  4:1 

oder: 

A  iVÄiV::  Seg.  üfiu»  +  Seg.  »io2V^=  12i2  =: ea      !(Ui 

Nimmt  man  endllcli  nodi  auf  die  Proportbo  (7)  Bficfcsidiit,  so  folgt: 

3. Fl.  MRmNiSeg.  Mnm  +  Seg.  moN=z6:l, 
d.  i« 

Fl.  MRmNiSeg.  ilfn»i  +  Seg.nioiV^=6:3=2:l.      (12) 

5.  Da  sich  verhält: 

AMRN:/i^MmNs=:2:h 
so  gilt  auch  die  Proportion : 

^MRN^^MmNi2:-'l:=i^MRN:2  =  /^MmNil, 

4 

t 

dt  i.  eiaergeits: 

£i]IHiN:\imevVÜIBmN=s2il.  .    ,(13) 


*  * 


IM  Toepiit%:    IHr  Fermai'icke  md  4^  WiUBu'scke  Sat%, 


und  andererseits: 


4  MmN:  Viereck  MRmN  =  1:1. 


I,. 
(14) 


Mit  Rücksicht  auf  die  bereits  feststehendfen  Propbrtloneb'  Wgiebt 
sieb  dann  weiter :  i  :  t 


Seg.  ÄfmiV:  Viereck  ÄfÄm2V  =  4:3, 


(19) 


ferner : 


Seg.  Mnm  +  Seg.  moN:  Viereck  laRmN^}  :  3,   .    (|6) 
UBd  endlich: 


t .  '.'. 


FI.  JlfÄmiV:  Viereck  J!fÄmZV=  2:3.  (17) 

Vorstehende   einfache   und   eben    deshalb  ^  ^fecht  iAtreösatite 

'  Relationen ^   die  sauimt  und  sonders  aus  den  €irjlnzver,bältnisscn 

(1)  und  (2)   hergeleitet  worden,  dürften  wohl  zu  weiteren  üoter- 

suchungen  Veranlassung  geben  können. 


.  im!  ,4 


I      t 


/. 


•  t . 


i   . 


'  ■  L 


;»«'*' 


t . 


VI. 


J 


Der  Fe#iiiat*sichePttfid  deir  Wtlsorn'sölie  Satz,  aus 
«insr  gealeiiischaii^cbefl  Qadle  ibgi^iiet«  f  t 

Von 

i    ' 

.    Herrn  Julius  ToeplUz. 

Lehrer  der  Mathematik   und   der  Natorwissenschaften    am    Gjmnafioo 

zu  L  i  t «  a. 


1  t 


Es  sei  p  eine  ungerade  Primzahl  u(i,d 

^  /a:==(a:— l)(a:--2)(a:— 3)....U-p  +  l). 

Wir  versuchen  nun,  /j?  nach   fallenden  Potenzen  von  aTzu  ent- 
wickeln.   Alsdann  ist  offenbar: 


"  ,;  I'  - 


V    M 


/arssÄF-1— J|Xi»--H^i^'  '--^8*'^*+' •  ••  4^ ^^^^ 


.A 


^m^wmer  mimmmtkäfmikm  miBüe  \td9aeiiei.  '    ^vaUI^ 


fürtdiet  fibtig^;  f KoAlBcieDtem  -  ülf  >  ^ » .  »t^  y  1^/,^^  ein :  i'ekiirrir«»4iK» 

oder  , 

Setzt  man  für' /^ar^^lVliiid  /^^r'dle«  #fite^^«€hi<lideii   Entwickeluii- 
geo,  60  kSinint: 


.(t 


,  n  .0  »-T:(4>^i^l^i.^);(^+J)H{-rfp-ji4f>^A-^-,(a:+4)   ;  .  ,-  , 


Vergleichen  wir  auf  beiden  Seiten  die  Kd^ffideittöt)  Von  xp, 
af-^^^a*7rS,;Uy,a.>w.fc  ao^  erhiaUep .  wir  folgeD^^  G)^ichii()g^.: 


•    »       ■     .  «    • 


<     \ 


l^t>jj     ..",1    t.'I    «.^     .^.    ;    ; 

•    V  o     ^     i~^  (^1  +  P)  +  -^a  +  P^i  =  ^« »   woraus  2<i  =^  f  »    > 

algtoeio*:  •' t:*M->  fr".""   ■•,:..'         .   .  ..-'  -     -»^   •  ';   i  »i; 

,^     l,.2,3.,..(«-r-»)??  .       .^.    .     1.2.3....(/i-t1),       /   'j    '^^^ 

Diese  Rekursionsfomiel  (I)  setzt  uns  in  ^en  Stand,  zu  beweisen« 
dass  die  Kodfficienten  Ai»  Affi>^jAp^%  durch  p  theilbar  sind. 

Denn, so  lange  n<,p,  ist  derBinomiaiko^fllcient^  ^|  alt      ^ 


eine  gänse  Zahl  und  >-i,  und»  wid  MdaMit,  duEob^fi  Mteflbar. 
8«l£«ii  wir  für  4)ie  fiMg«n:  v4idcoipiin«nileD^  BinomlalivÖffieieitteii,' 
die  offenbar  ganse  Zahlen  sind,  di^  Abkirzungea  Ki,K^,u^,Mm>^h' 
so  erhält  unsere  Rekursionsformel  (I)  naeh  einer  leiefaten  KedniB' 
tion  folgende  Form: 

(II)       ••  '      ■  ■■   ^' 

< 
j   2.3...,w *-^|(4|  r\rp\f  Aj|(^i+;>ifi)  — •  •• 

Wäre  nun  bewiesen,  dass  Ai,  A^,...,,An^9  durch  p  theilbar 
sind,  so  kdirt  der  blosse  Anblick  def  Formel  Qi}^  dass  üTn-i  A-i 
ebenfalls  durch  p  theilbar  sein  muss.  Es  ist  aber  Kn-i  =/?— n-f  1 
nicht  du#ch  p  theilbar ;  folglich  muss  ^n.i  durch  p  tfaieilbar  sein. 

Es  ist  ferner  Ji  ss^  a  T  ^  durch  p  theilbar;  fblgli^  efnd  es  auch 

A%i  i^,i...y  bin- Ap^t*  ,  .    -  ,   r- 

Abie  babe^  wir  geilenden»  dass  .  ..  ^    ;     ,  , 

(ar— l)(ar— 2)(ar— 3)....(a:-^p  +  l)=al»*^  +  w4p:-i'|iiiod.|H^     ' 

Da  nun  ilp.i  =  1.2.3....(p — I),   so  haben  wir  den  Lehrsatz:  . 

,,Wenn  p  eine  ungerade  Primzahl  ist,  so  ist  ffir  jed^ 
ganze  Zahl  w:  *  =      .  J  :i     *  » 

(or— l)(a:-2)....(a:— p+l)=a*-H1.2.3-...(p-4^  {v^i.ph" 

Der  Wilson'sche  Satz.    Setzen  wir  ar=l,  so.kdmmtf 

0.sl-|-1.2.3....(;i— 1)  tmod.p}. 

Der  Fermat'sche  Satz.    Durch  den  eben  gefundenfnJV;!'^ 
son* sehen  Lehrsatz  bek(immt  der  obige  folgende  Form: 

(*f*l>(Ä?— 2)....(ar-^p  +  l) ggaP-i^l  Iin«l-/Ä|.. 

\         m  *  -^  ■  ■■ 

'  ^  ^  i  ' 

Ist  also  jr=l',  2,  3,  ..V.,/?— 1  \mod.p],  6d  wird  einer  deV  Fak- 
toren der  linkeil  <SWte  =Otmod.p};  al«o  ist  alsdann:  . .      ., 

xP*i— IsO  imod.p}.    ^  V        • 


.'  i  i    ,  -  ^    >  .      . 


...'I 


Zur  Tk^OF^  itor  Or^^tt^em  -Y^im^mmMa     Mfll 


-    *    .•  *-   :  1  • 


..  t  . 


'^  •  :  ,t  .     -     1 


1 


(   . 


f 

■••  ,...M 


VII. 


'  .  .\     s 


Zar  Theorie  der  dreiseitigen  Pyramide.    Nach  änem 
Voitrage  des  Herra  Pnifeaaw)  JeaehimB^hiJ.  « 


.1 


«e^ipirl  von 
Herrii  JBT.  Xter^emann 


»  i 


i..a 


*   11 


Li emma  1»  Projicirt^^)  maR  fm^  IViokei  /mn  auf; lieine 
durch  nm  gelegte  ^beue,  «o  uft  die  Projec^iQn  /»m  dieae#  ;Wm*v 
kels  zugleich  mit  dem  Winkel  Imn  ein  rechter,  und  umgekehrt. 


'.\  I 


Da  durch  parallele  Verschiebung  alle  Winkelverhftltniss^  zwi- 
sefaeo  Linien  und  Ebenen  ungeändert  bleiben »  so  ergiebt  'sich 
hieraus  folgendes: 

',  ■'  'jii 

Lemma  ä.  Projicirt  man  zwei  Gerade  auf  eine  Ebene, 
welche  der  einen  ven  ihnen  parallel  ist,  so  sfn^  ffie  Projectienen 
aol  einander  senkräehti  Vean  die  Geraden  es  sind,  und  umgeh^Arti^ 

'  .       '  .  '  ! 

> /     ■    t    ■  -  ■  1? 

Mitteist  dieser  Hilfssätze  lassen  sich  unter  andera  4ie*  Be-;, 
weise  der  in  diesem  Journal  Theil  XXXI.  Seite  41*  fiber  jdai( 
irreguläre  Tetraeder  mitgetheilten  Sätze  übersichtlich  darstellen. 
Ak  Beispiel  wäUen  wir  den 

Satz.    Stehen  in  einem  beliebigen  Tetraeder  zwei  Paar  ge- 


H 


*)  Herr  Liersemann    «chr^ibt  mir:    „dasa    die  Veroffent^ichong 
dieaet  Adfsatsei  mit  Bewilligodg   ond  auf  Anregung   (i»t  Herrn  ^f^rö- 
JoaehltnftIhBl  fn  Breslau  geschehe.'^  jÖ.' '^ 

**)  Unter  FroJeeHenen  werden  htier  Immer  re(ihtwhikl%e'Teriititli'd&'; 


genCilierstehender  Kanten  auf  einander  senkrecht«  so  steht  aaefa  das 
dritte  Paar  gegenüberstehender  Kanten  auf  einander  senkrecht. 

Es  sei  (Taf.  I.  Fig. .8.)  BCD  die  Grundfläche  des  Tetraeders, 
dessen  Spitze  A  \vk  a  projicirt  wird.  Setzen  vrir  voraus ,  dass 
SAJiDC,  CAJ_DB  stehe,  so  folgt  mit  Hilfe  der  obigen  Lemniatay 
dass  die  Projectionen  J^aX^^»  Ca±DB  aind.  Bm  und  Ca  sind 
folglich  zwei  Höhen  des  Dreiecks  BCD,  und  a  der  Huhenpuukt, 
d.  h.  der  Durchschnittspunkt  der  Hohen  des  Dreiecks  BCD.  Die 
Projection  der  dritten  Seitenkante,  nämlich  Da,  ist  folglich ,  weil 
sie  durch  den  Höhenpunkt  a  geht,  die  dritte  Höhe  des  Dreiecks 
BCD,  und  somit  ±BC.    Daraiis  f^gt  aber,   dass  DAJiBC  ist. 

Zusatz.  ,  Denkt  man  ^ieh  in  einer-  bj^iehigen  Kngdb 'Radier 
gezogen,  welche  den  sechs"  Kanteri  der  im  vorhergehenden  Satze 
betraUlt^len'f^yiatSiiM^i  rtM(>.  ipörttltel  ^llild^^  W  li^eii  je'^^i'von 
ihnen  In  einer  Ebene,  d.  h.  in  einem  grössten  Kugelkreise.  Die 
sechs  Schnittpunkte  der  Radien^  in  die  Kugel  sind  also  die  Eck- 
punkte eines  TollstlEndi^en  Ku^elvi^rs^its  (Ta^  I.  Fig.  9.),  dessen 
Diagonalen  Quadranten  sind,  weil  die  Schenket  Ihrer  Centriwinkel, 
als  den  drei  Paar  gegenüberstehender  "Kanten  der  Pyramide  pa- 
rallel« auf  einander  senkrecht  sind.  Der  obige  Satz  ergiebt  also 
ffir  dieses  sphärische  Vierseit  folgenden  Satz: 

"^^  '  W^n  ^n  einem 'vt>ll«^fffMigenMsphärischiefn'Vie^^^^ 
gotikfeA  ^Qtiadratiten'  sihdi'so  ist'aü^h  die  drittb  ei^  Quadl^kni" 

Durch  Polarisation  erhält  man  hieraus  den  Satz: 

j^  ;  W«mn  in  Pipern  ypIMäi^digen.  KugeJLvierßck  ai^^i  jPft^^  (Geg^- 
seiten  auf  einander  senkrecht  sind,  so  ist  auci)  flas  i^i^tp^P^Lf^^ 
Gegenselten  senkrecht  auf  einander  (Taif.  I.  Fig.  10.). 

,   '  t  I  .'        'ij'»  i''<  ■••  .■-       ,"  -tili  • 

...  ,Drei;.i>(;kQn»  4^,  Vieripiejfsi  ,%.B.  AyM,  C  (Tafoh  Fig.  l(Ki^ 
l^tM^  eiR  PllfMe,fk;^4te«}i^i»ji,.flöh^:  die  Verblndoligtfbegen  id'teder 
drei  Ecken  mit  der  vierten  Z>sind,  also  dqreh  einen Punjct  sphen; 
unf^iÜah  kkiiti  daliel-  dem  j.leYzten'  Satze  aiibh  fi)Tgende1^ekannte 

Die  drei  Höhen  eines  sphärische«:  Ureie<^  :scbntidM:St^k 
in  einem  Punkte. 

Hieraus  Ist  ersichtlich,  dass  man  den  oben  bewiesenen  l^ehr- 
8atz,a|]ch  dadurch  bätte  beweisen  können,  dass  man,  von  ,dem 
Satze  Ifurs  Kugeidreieck  a.usg^  durch  Polarisation  c| 9°  3ati|( 

fSrs,  vollständige  Vierseit  'auf.  der.  Kugel  ab^e^tete  up^.  vpn  <]if|Sim 
»H 'l4efft,§atij^;.^ber,4ie  drsi^^i^ig^  ^yr^We  g^angt^.       / , 


(^    Die  AivreMoiig  der.bMenl^eimiiifta'atordkr'^b^ 
gegeWenett  Otte  tn%MleU^it  Sft^«  teig«^  Hi#rnüb»rg9|ig09  m^r 
dciL     Wiehtje  i^  iMiScir.  die  Aniiveiidvag  .^QleelAen^Mf  ^^1^;  von 
Steiner  aogegebeoen    -  r.-i     ^.  i.    j;     .. 

Satz.    Die  vier    Hohenperpendikel  eines    beliebigen  f^trae^ 
d^a  liegen  aaaf'-elitem  ebfackeii  HyperfeoiMde^.i  -    i 

j.    ^  sei  (1*4  r.  Fig..  11.)  ißCD  die,ÖTandSäche^'auf  weTcHd  In 
a    die  Spitze    cfes  Tetraeders    projicfrt   sei.   '  Alsaann  prbjlci^eii 
sich  nach  ansern  Lemmatis  die  drei  Hutien,  wielche  von  B,'  C,  B 
«ttf '^<£e  i^egenulbersteheiid^n  Seilen^iijie»  g^äütiiV9,^iipfh  ai^  die 
V^ehe  ßCiy^m  den  drei  Hübe»,  dieses  Oreieeka;  denn  a>  B^  di^ 
VM*iC^an(ABI>'geÜHkt^i&  BShelsiefal  ahif  jeden  (Vereiden  ^  der  Eb^(9 
ÄBD,  allBd  aacb  auHiSZ)  sebbreoht«  i^  «semut  jEuwhJhcePc^^^tic^K 
m^'SDL     Diese  -  Projeetioaen  schDei4eii  rsicb  fo(g|ieb  im  Uülieiit 
pitekiea.    Brricbtet  maii  daher  in  diesem   IfinH^te  «  ^jatp^rp^j^^, 
dftkei,:»»  scbneidet  es  die  drei  H^^a  4^  }Tetr#ede^^«v,v?^be  ,K9|| 
M,  C,  D  aus  geälUt  werden,  und  .Ut  4er. vierleq  ^v^.A  ßm  g^Uei^ 
parallel,- schneidet  sie  also  ebenfaliis,  indem  vm^  ^unter  iS^baei4e9 
aweier  Liäien  im  Allgemekilen  versteht,  dass  s'^»,nicbt  vriodsjcbie/^ 
sind^. sondern. in  eiiter  £bene.Uegenu    Das  P^^endik^i,.  in)  Hcih^iir, 
penkldes  Drdecks-JSCZ>  4uf  dcjm  >UreiQck  einrieb tet^'fifcbn^idej^ 
folglich  aUe  viet  Höbenperpendikel.desTetr^ejjers.    Dassell^e  ,g|it 
itatürlich  auch,  von  den  Perp.endi kein,  ivelche  auf  deiijSeitenfläohe^ 
des  Tetraeders  ,  in  deren  fiLubepaukt^  /  errichtet  werden,  ^ad  lyir 
Haben   somit  zwei  solche  Systen^e    ;r<|^,yier    Linien,  ^^issii^^^ 
Limeldes  einen  Systems. aUo/ vier. der  andern  fifcfii^eidet.  .Di^s^ 
beiden  Qoaternionen  von  Linien  liegen  somit  auf  einem  einfa9lieQ( 
Hyperboloide:    und  zwar  gehurt  die    eine  Quaternion  dem  einen 
Systeme  der  Geraden,  die  andere  dem' andern  Systeme  der  Gera- 
den des  Hyperboloids  an. 

Anmerkung.  D^ser  Siitz  findet  sieh  von  Steiner  iin^^i#ei*j 
ten  Bande  des  Crelle'schen  Journals  und  in  seiner  „Ab* 
hängigkeit  geometrischer  Gestalten  etc.  (Berl.in  1832)^ 
auf  Seite  316 'ausgesprochen?  an.der  .zwe^tee  SteUe  .verhejssert 
zugleich  Steiner  die  von  thm^an 'der- ersten  gemachte  irf'^&Anv 
gäbe  betreffs  der  Modtficationeil  diekes  Satzes*  für-dM  Vsiir  dasSi 
zirel  öder  drei  Höbenperpendikel'  des  Tetraedei's*  eich;ki..ekiein' 
Punkte  schneiden.  Der  vier  in  den  Hi>benpnnklen  deif  Tetraedern 
flächen  auf  diese  errichteten  Lothe  thttt  der 'St^iner*sebeSalxi 
keine  Erwähnung.  •   .       .    .        . 

Hief&n  scbtiesst  sidi  >eio^Satz,  wetch^n  Prof^  Joacbimsthat 
über  die  Lage  folgender  drei  Ptmkte  gefiiäden  hat;  .des  IMlitteiT,: 


{^tttifcf«8  d€r  tteni  Tttraetter  «mkcMdMoeiii  Ki^»  de»  Stfftirer- 
(Ktrfk«6d  de»  T  Tetraedern  «M  mbeii  byperMcUiiscbetr  Müfslfimfc* 
fesr  (d.'1i.  ^8  Miite^pimktes'  deejeBjgeii>  eäifiRchen  H^erböloidee» 
auf  welchem    die  Höhen  des   Tetraeders   Hegen).     Dieser   Satt 

lj|utet* 

*. '  * 

Der  Mittelpunkt  der  dem  Tetraeder  imsdiffieiiäQen  Kogelr  der 
I^I^w^punkt  und  der  hyperboloidis^e  Mittelpunkt  desselben  lie* 
gen  in  einer  Geraden,  und  zwar  der  Schwerpunkt  in  der  Mitte 
^Bivis^heo  den  beiden  andern. 

'       bezeichnet  tnan  den  Mittelpunkt  der  Kugel  mit  K,  de«  Schwer- 
putikt  des  irregulären  Tetraeders  mit  <S,  und  seineti  hyperboloi* 
diischen  Mittelpunkt  mit  P^  und  dte  ProJeotioneQ  dieser  Pankle 
ätif  eifte  der  Seitenflfichen  des  Tetraeders,  z.  B.  auf  BCD  (Tat  L 
Fig.  13.)  mit  A:,  i,  jEi',  so  ist  zunfiehst  p  der  Mittelpiinkt  der  Gei^ 
den,  welche  die  Projection  der  Spitze  A  auf  BCD  mit  dem  Hü- 
Mfipunkte  a  dieses  Dreiecks  verbindet*)*     Ferner  ist  X:  der  MtlH 
telpunfct   des  dem  Dreieck  BCD   umsciirlelieneii  Kreisea.     Um 
endlich  die  Lage  von  $  zu  finden,  bestimme  man  den  Schwerpunkt 
dr  de^  Dreiecks  BCD  (welcher  nach  dem  Euler  sehen  Satze  ober 
dfe  merkwürdigen  Punkte   des  Dreiecks  in  einer  Geraden  mit  a 
und  A  und  so  zwischen  ihnen  liegt,  das«  atf  =  3.tfi  ist),  verbind« 
diesen  Punkt  mit  der   Projection   a  der  Spitze  A  auf  BCD  und 
theile  diese  Gerade  so,   dass   a5=:3.#(y  ist.    Dann  ist  s  die  ge- 
lochte Projection  des  Schwerpunktes  S  auf  BCD,,  weil  5  auf  der 
Geraden  ifA  liegt,  so  dass  AS=i^,  Sa  ist.    Man  hat  nun  im  Dreieck 
tfffa,  "wenn  man  nach  der  Theorie  von  MObius  dieTorzeicbeo 
berücksichtigt: 

«*_^      o#  ,       ap 

Sä"-"*'     as-     '•     ap *• 

uiid  fol^kh  durch  Multiplieation  dieser  Gleichungen: 


*)  Denn  das  Hölienper|iendiiiel  Aa  de«  Tetrsedere  tet  farallel  der  in 
et  «af  BCD  erriciitieten  Senkrechten,  end  liegl  mit  ihr  auf  dem  liekaDB- 
tea  Hy^rioloide.  Legt  man  daher  in  der  Mitte  zwischen  dieeen  beiden 
Oeniden  «iae  Parailele  sn  beiden  bind arch,  to  liegt  diese  auf  dem  4 tjm- 
piDtenkegel  dea^einlEicheii  Hyperboloides,  weldiee  die  Höhen  de«  Te- 
traeder« enthält,  worüber  man  Steiner«  „Abhängigkeit  geome* 
trischer  Geetalten  etc.'*  Seite  198.  Anmericung.  yergleiche.  Det 
Ponict,  in  welchem  diese  Seite  des  Asyroptotenliegel«  die  Fläche  ßCD 
trffi^,  ist  folglich  die  Projection  des  Mittelpunktes  dieses  Kegel«,  d.h. 
de«  hyperboloidiM^hen  Mittelpnaktea  de«  Tettaedeia  Muf  diese  Fläche  ßCIf. 


K^^r$smwnn*' *  Zmt  fämn^^d$r  dntisempm  PymmUU.     XVL 


'»  j    '  ■  .  .    1-, 


.f  ^^qh  d^F'^UiQ^ebrung  des  P  toi  ein  äi  sehen  Lehrsatzes  weis^ 
pi^.  fol(licb,f,,dass  p^k  eine  Gerade:  ist    Man  hat  «somit  lerneür 

W.  Dreieck,  qpi  nach  deni  Ptoleniäischen  Lehrsatze  die  Glet- 


aod  folglich: 


S=-'- 


.  t  .IM 


Es  liegen  folglich  die  Prbjeettdneii  der  dfoi  P«^e  Hs  $> 
anf  diese  SeitenflSche  des  Tetraeders  in  einer  Geraden  und  zwar 
die  Projection  Von  &  ni^ei»  «wischen  den  beiden  andeni.  Die- 
selbe Beziebang  gilt  selbstverstindiich  auch  i'Or  die  Projectionen 
dieser  drei  Punkte  kuf  die  andern  Seitenfläche»^  und  somit  auch 
f^T  iit  drei  gei^annten  Punkte  selbst 


VIII. 

Bemerkungen  zu  dem  Aufsatzd  des  Herrn  Dur^ge 
in  Theil  XXX.  No.  XIX.  dieses  Archivs. 

Von 

Herrn  Doctor  Loiiner^ 
Oberlehrer  an  der  ftealicfaute  bq  Lippitadt. 


'•  " '  \ 


In  dem  genannten  Aufsätze  hat  Herr  Dur^ge  ^e^  Leg^en^' 
dre*8chen  Satz^ 

n»  — j(n—l)»+-^j-~(n-2^»— *...  =  1.2.3. ...n 


in  eine  ganze  positiv«  i^M) 


.*,  •      •• 


auf  eine  Art  bewieseD«  bei  weicht'  sidk  mrgieht,  dass  die  Rmbe 
verncbwiodet,  wenn  die  Exponenten  derGruesen  ft,  n— 1»  ii*-2.... 
kleiner  ai«  n  Bißd.  Dabei  findet  der  Herr  VerfiMser  aneh  die 
Summe  der  Reibe  >  weon  der  gedachte  i£xponent  die  Zahl  n  mii 
i  oder  2  übertrifft,  fögt  aber  binsa,  daes  för  höhere  Poteozen 
dieselbe  sieb  nicht  eiöfacb  aussprechen  lasse.  leb  will' deshalb 
kurz  angeben,  wie  man  zu  einer  gesetzmSssigen  Darstellung  ge- 
langen kann* 

Es  ist 

■  *  ' 

1)  £   ffcC08f«as2"C0S*ÄC0S-a  * 

fiiei^us  ei'gi^  sieh  durch  Dlffcrenzialion  r 

^00                            «^  •  (coi8«»|  cos  —^ 
(— IVP-S  ii.*i^cos#a=8* — ' — ^^T-sr ^-^# 

2) 

<Pp+*  .  (cos«^  cos  '"5^) 
I   (-l)P+i^^ii,i^isin#«=:2« 3-5j^ 


^tmi^^tm^    ^ 


li      II«:  ^ 


Die  angedeuteten  Differenziationen  lassen   sich  sehr   leicht  aos- 
ffibren,  wenn  man  bedenkt,  dass 


a        na 


1    • 


2»cos»|  cos  ^  =  1[(I  +  «f«)»  +  (1  —  «-*«)»]. 

Es  seien  nun  /J^t*),  /3aW  ,...|^(*>....  Coefficienten,    die  den 
Gleichungen 

^a(H-J)=(*-l)ft« +  /»,(«. 

^,(*+i)  =  (*_2)|J,(*)  +  |J,(»). 
3) 

oikI  folglicb  4or  Gleichung        . 

4)      (A-l)!ft(H-i)— (Ä-2)!/S,(Hi)  ^  (ä_3)J  /JjCM-D  + .;.. 

genagen,  wobei  zu  bena^rken*   dasjs,  A>W.xsl,  /^«(^sO;  so  wird: 
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^  »i.»»i«co8«>,=n(n - l)....(,i-^  +  l)2-«*co8»-«p?co*(i.+2;»)5 

+ ....  +  /V-a  W  n  (n  - 1)  2"-a  cos«-«  ^  cos  («  +  2)  | 

I  « 

+  /Ja,i-i  f*)  n2»-»  cos  — i  |cos  (n  +1)  ? . 

6) 
^^^«.<«j'+i8iiw«=«(«-l).,..(„_2p)2»-«F-icos»-»»+i|g1„(„+2;>+l)| 

+  ft(«P+>)n(n-I)....(«^2/i+l)2«-«Pco8«-«p|siii(n+2p)? 

+  ....  +  /?2j|(*J»+i)  «2«-i  cos«-i  Jein  («  + 1)  g . 

Diese  Formeln   können  jedoch   nur  gebraucht  werden,   wenn  'Ip 
und  2/>+l  die  Zahl  «nicht  übertrifft.    Im  andern  Falte  hat  mani 

J)    n'{'m  eine  gerade  Zahl. 

•=00 

2  «.#«+"»cosjft  =  «(ii— l)....l/?„(«+«)cos2ii ? 
*■  ■  *  ^ 

+  2. «(«  —  1)  . . . .  2.  /J,»f i<«+«») cos  (2n  —  l)|cos  r 

7)  ^  +2»»(»i— I)..,.3/?„+a(«+»)co8(2«— 2)|c<i8»|+  .... 
....+2"-4/?i„+,_a(»+-)„(n-l)b©e(n+2)|cos'»-«^ 

+  /?i.+«-i("+«)2«-icos(»i  +  l)2Cos«-i  ?. 

2)    I»  +  m  eine  angerade  Zahl. 

2?  n.f«+«sin#a=fi(«— l).,..l/J„(«+«)ßi„2,i? 
•=1  ^ 

+  2.«(n  —  1)  ....  2./J«-|-i(«+«)sin(2ii  -  l)^cos I 

8)  ^        +2«»(n— l)....3/?m+2(«+m)ßin(2„_2)|co8«| 
+ . . . .  2»-«  /?«+«-.«(«+«)  n  (n  —  1)  sin  (w  +  2)  ^  cos—«  % 

+  2»-*  n .  /J»4.«-.i(w+»)  sin  (it  + 1)  |  cos«-*  S. 
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Um  nun  die  verlangte  Sunvine  zu  finden,  setze  man: 

",.v-..  '^--/  ■=^-'^'      ■       k)  *^V«nn  k<n  '    ^      -    '   '"'  '"'  "    ,• 
in  5)  a  =  w,   und  erhält,   weil   alle  Glieder  auf  der  rechte^  Seite 


mit  cos^  behaftet  sind: 

9)  ~     '!;*(— 1)«+»  5*  n,=0; 

b)    wenn  A=:n, 
■»fip,ergiebt^  |5i^b:f^  (7)5     ^• 

10).   ,        /iV*)*^"'«"»'F=.(-l)'*+'l-2.3....«,  , 

welches  der  Legendre'sche  3atz  ist; 

p)    wenn  /:>»:  j 


•=i  '  ..'i.,..    .;  -^   -    ..f:  <.   '    '  -     '^ 


welches  die  verlangte  allgemeine  Ileliition  ist*    . 

Zur  successiven  Berechnung  der  ß  genügen  die  Gleichjangen 
3)  und  ^  v<4&tpndig.     .  ,     :  .    V         J  '    : 

r 

Nebenbei  erhält  man  auch,  wenn  Ä<n:  ,  * 

12)  *2:*n,»*  =  «(n-l)(n-2)....(«-A  +  l)2«-»        i 

+«(n-l)....(n-A+2)2»-*+»ÄW+«(«-l)....(«-A+3)2«-H«(S,(*) 

+  ....+»  (n  1 1)  2»-«/St_aW +  «2«jJi_i(*) , 

13)  *^\*«+'»= w(«~ l)....j5(m+«)"'  +2n(«-l)....2|?„H^i<'»+«) 
+  2«n(n'-l) ....  3/Jm+2('»+»)  +  ....  +  «2«-l/?m+fi-l<"»+«)'* 

. .    ;   ;      ..    •/      >        '     -      '      -^   ■      i 

Käme  es  bloss  darauf  an,  die  L  e g e n  d r e ' sehe  Relation  und 
das  Verschwinden  der  Summ«,  h\U  die.  Epcponeüpten^  kleiner  als 
n  sind«  zu  beweisen«  so  Hesse  sich  dies  leicht  aus  der  Eigen- 
schaft des  Binomial - CoefBcienten  ableiten.    Es  ist  stets-  ^  l 

.    '  .  •  ■<'.'■•' 

(»  +  1).  =  ^  n._l  =i:  ^\{  («  +  J^  -  «,  J. 

1 ,        .         .11 


fn  TkM  aa  m.JCiX.  dUses^'AtMn.  m  .   HS 

MUtipliciil' man  iäiaie  GlelcbiMg^  mit'  jP  ;4Im1  Itttos«  i  aMe  WeitU' 
TOB  }  bis  OD  anlieHmte,-  «ddh-tiihd  sitzt  idwin-^l  -einfacli^fl.iasofMt 

14)  . 

1=1  «  =  1  «  =  1 

•  r  J  I  '  ...  .       .  ,  ^ 

t    '<  '  "',     1       't'  •         ''       t»     )  '    *^. '"l    '  »,  'i  I*  ti     •  *    *  ,     •  ,  * 

Wenn  p=I,   so  folgt  daraus: 

^m  9^  awif  die^fi  >y0im  ^t^dur^itc^t»  ^s^  sWirf  4»^p^  ^^ifJ^ 

fn^hen  Reihen  immer  Null  werden/ so  la^ge  ,^ .^gPA^ifl, 
Ueioer  als  die  Zahl  n.i^t.  Wifd  if=zn,  so  folgt  mit  Berücksich- 
ügDog  dieser  EigeDsebaff  aus  JiZ^}  ' 

/*(n)  =  {~l)*n(n— l)/i;n— 2),  •     i 

QDd  allgemein  ,        ,        ^ 

/(n)  =  (— 1)«+M.2.3....|i/'(1). 

Da/t])  =  l   ist,  so  ist  aücli  hierdurch  der  Legendr e' sehe  Satz 
bewiesen. 


f  )  >      ■'       ■     ■    ■     I     1  1    I     in      >      • 

.      t 


f  I 


Nachschrift   des   Herausgebers    zu    der  yoi;hergehenden 

Die  vorhergehende  At^h^pdli^ng  dos  Herrn  Dpptor  Lottner 
«od  die  Ahhandtuog  des^' ^^n  DoQtor  Oiadgfi  h  ThI.  XXX. 
Hl.  XIX.  veranlasseo  micfe,  an  eine  von  mir  schon  vor  sechs  und 
dreissig  Jahren  in  meinen  ^^Mathematischen  Ablf^n'dlnVigen. 
Erste  Sammlung.  Altena.  1822.  4o.  S.  67— S.  93.''  veruf- 
h&Uicht(9iA%bah(habg<zii^€hrifinepif;  tn^^bhier  teil  die  ^Reihen  von 
de?  Form  , 
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derea  nlbere  BetnurUmig  schon  Eni  et  io  d«r:AbliaDdiaog:  Die 
liurva. hyi^ergednietciea  (NoFi.OomaieDl.  Petrop.  T. XIIL) 
den  Mathematikern  empfohlen  bat,  einer  ausfiihrlicben  Unter- 
suchung unterzogen  habe. 

In  dieser  Abhandlung,  In  welcher  \th  die  obige  Reibe  doreb 

m 

N  bezeichne,  habe  Ich  auf  verschiedene  Arten  bewiesen;  dass 

)  iV=:0  "fqr   iit<j»; 

ferner,  dass 


m< 


iV  =  I.2,3.:.:it  ffllr   iit  =  l; 


und  habe  dann  auch  eine  aligemeine  Methode,  die  obigen  Reihen 
In  den.  Fällen,  wo  9|i  > jt  ist,  zu  «ununiren,  entwickelt.  I!^acb 
dieser  Methode  habe  ich  eine  grossere  Anzahl  von  Summen  be- 
rechnet, welche  ich  im  Folgenden  angeben  wDI,  Indem  icfl'  dabei, 
iHe' jetzt  gewöhnlich. 


j     ..  I 


n(n  — I).=...(n  —  A+l) 

«»= — j;^'3...:a — ^     • 

setzen  werde,  wogegeA  ich  in  meinet'oben  angeführten "Ahfatttid- 
lung  noch  die  ältere  HIndenburg'sche  Bezelchnang 'der.Bino- 
mlaUCoefBcienten  gebraucht  habe,  wie  es  in  damaliger  Zeit  nocb 
gewöhnlich  war. 

Es  Ist 

"i^=I.2.3....».(»  +  l)j, 
oder 

iv  =  1 .2.3»... w.     4  gv — • 
Femer  Ist 

"iV  =  l.2.3,...«.|3.(n+3)4— 2.(n  +  2),> 
oder 

";t*~ioi  .»(n  +  l)(n-|-2)  3n+l 

.    Ferner  ist  .  . 

,        Ä*=1.2.3....»|15.(n  +  5J,~20,(«+<),+  6,(«+3)4l  ' 
oder 

iV=1.2.3...,n.-p_-g j-j^^^j ^. 


*  I    r  I         .       *  .  t  ij     » 


I  *  — 


MUtiptickI  man  &iea»  GleidiiMg'  mit  jp  imAIMssI  ir  aMe  WeitU' 
foa  )  bis  00  EimeHmto,  «ddirt'iihd  sitzt  ülli>t'-^l  -einfacli^fl.j^oiMt 

•=1  «  =  1  '  '      •  =  ! 

I  t 

Wenn  p=I>    so  folgt  daraus: 

2r  (— l;*+*ii,«=«(n 1— ö — h....;— n(it — 1 t-q- h....; 

=  n|l-(l-^-l+(l^V"-H=0. 

^!^  W^  .j»iif  dieeiQ  >y0iii€i  %t4i^i;^tf)t»  1S9  si^^n^p^  ,da«;f^,fl^ 
fraglichen  Reiben  Immer  Null  werden/  so  la^Q  .^..^BPmtoi.fi, 
lleioer  als  die  Zab^  »».i^t.  Wird^=p^  so  folgt  mit  Berücksich- 
ügoog  dieser  Eigeosebaft  aus  |3)^  -  : .  .  , 

■  % 
'  • '    f  • 

ond  allgemeio  >  .  .  l       ~ 

/(«)  =  (— 1)«+».  1 .2.3 ....  »AI). 

Da/][1)  =  1  ist,  so  Ist'aucli  liierdiircB  aer  Ijegendre'scbe  Satz 
bewiesen. 


/(n)  =  (-l)«n(n  — !)/(«— 2),      _  ^^    .^^.. 


t   I 


Nachschrift   des   Herausgebers    zu    der  yoi;hergehenden 

Die  vorhergeben4e  ^ At^bpodliing  des  Herrn  Dpptor  Lettner 
«id  die  Abhandtuog  des^'^eitn  DoQtor  fiiadgfi  %  Tbl.  XXX. 
N1.XIX.  veranlasseo  micfc,  an  eioe  von  mir  schon  vor  sechs  nnd 
dremsig  Jahren  in  meinen  »yMatbematlscben  AbifäridlnVigen. 
Erste  Sammlung.  Altena.  1822.  4^.  S.  67— S.  93/'  veruf- 
fenUicIitis  ^AMtahiHabgfzii  ch^nerif,  tn^^bhier  teil  die 'Reihen  von 
der  Form  , 
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Mifceffeif. 


■  1 1 


Ettdüt^h  ist  die^  iD^dlee^r  AhbandMt  {gegebene  fMVsßiriiche 

m 

Theorie  der  Reihen  N,  in  Verbindung  mit  anderen  analytisehei 
Sfitzen  /  '2ar  Eiitvrickelung  einer  grosseren  Anzahl  itidependenter 
Formeln  fiir  die  Bernoulli'schen  Zahlen  benutzt  worden,^  woraas 
sich  dann  zugleich  nieder 'neue  ReLitionen  zwischen  ded  Reihen 

Nf  und  auch  zwischen  den  Reihen  von  der  Form 


A  •   , 


die  dxvch   [n],  bezeichoet  worden  ^ind«   ergeben  bab^.    So  M 
z«  Bv^  um  nur  einen  Satz  anzuführen^   immer 


r         t 


,    '    ,  1  a  S    .  4  2n— 1         an 

.    [2ii]i-[2nJ  +  [2«]-[:2ji]+...,  +  [2ii]-[2it]=0. 


I  . 


)  t 


V  :_  ™    ( 


■-«•»'i 


;  1 


•  IX.-. 

Mi  s  c.e  1 1  e  n. 


t    1 j     ■f.l     ■!■ 


Jf     ' 


f  > 


*    1 


Von   dem   Her^anigeber. 


■r 


In  der  „Ebenen  Trigonometrie  und,  elen^pataren 
Stereometrie  von  Dr.  B.  F^aux,  Oberlehrer  am  Gymna* 
siud  zu  Paderborn.  Paderborn.  1857.  S.  136.''  findet  sich 
i|ir  ^en,  der  Berechnung  dc|s  Flächeninhalts  des  sphärischen  Dreir 
ecks  isu  (Srunde  liegenden  Satz :  dass  eiii  sphärisches  Drei- 
eck nnd  sein  symmetrisch  liegendes  Scheiteldreieck 
gleiche  Flächenräume,  haben«  der  folgende  Beweis«  wel^ 
eher  In  dieser«  für  den  unmittelbaren  Gebrauch  zu^der  erwähnten 
Flächen -Bestimmung  ^ea  sphärischen  Dreiecks  zweckmässigen 
Form  wenigstens  mir  noch  nicht  bekannt  gewesen  ist«  womit 
fiber  keineswegs  gesagt  sein  soll«  dass  er  sich  nicht  vielleicht 
schon  in  anderen  Büchern  findet.  Weil  ich  aber  glaube«  dass  er 
verdient«  bei'm  Unterrichte  vorzugsweise  benutzt  zu  werden«  so 
theile  ich  ihn  Im  Folgenden  in  der  Kürze  mit«  indem  ich  ein  Paar 
mir  eigenthümliche  Betrachtungen  vorausschicke. 


UlMceHen.  Üb 

I:  Zwn'  gletcbe  Seifen  babenJe  spfaSrlscfae' DTfl(- 
««ke  ABC  und  -A'B'C-J  tn  denen  Hie  gUlcben  Seile» 
A^^A'S*,  BC=ß>C',  CA=C'A'  In  gUlfher  Ordnneg 
lind-Pol'g«^^  liegen,  kSanen  jederzeit  zur  Decfcong  gn- 
Afäcfat  (»erden  näd  h&ben' dtiher  jederkeit  gleiche -Fit«i- 
■cÄenfiatte.  ■  ■"■'.■'     t 

Der  Mift^lpankt  der  Kugel  sei  O.  Well  nach  der  ToraiM- 
Satzung    '     .     ' 

AB=:A'B'.    BC^B'C,    CA^C'A' 
ist,   sd.tat    .,■■'■•■■■■■        ■   ■  '■  ■       ■  .,.■,■...-.>■ 

£.AOB:^^A'OB'.  ^BOC==^B'OC',  ..^C0A=^C'.q4'.. 


bd  AOC  oad  A'OC.  BOC  und  ß'OC  in  dieser  Ebene. gIgIi 
deebeb.  (  Recoaatrnkt;  man  imn  aber  durcb  rSckg&^glge Drehung^ 
der  veretebenden  Winbci  die  den  gegebeuen  spbSriscbeo  UreiT 
«eben  em-  HHtelpnnbte  der  Kflgel  entepreeb enden  dneieevtjgan 
kOrperllfbeii  Ecken  wieder,  bo  ist  ganz  Uar,  dass  dleesßckan 
Mf  ganz  gleidie'WeiBe  erilBtehen- oder  da«s  eigeRtlieh  nnr  eine 
einipig^  Etke  eritätAf;  ^'oraus  sich  der  zti  betveibetide  fidtigebi 
unmittelbar  nnd  ganz  von! selbst  erglebt.      •  '' 

II.  Zwei  gleichschenklige  sphSrIscbe  Dreiecke,  die 
sugleicti  gleiche  Seiten  liaben,  künnen  jederzeit  zur 
Deckung  gebracht  werden,  nnd  haben  daher  gleiche 
FlücheorSuntfl.  '    ' 

Dieser  Salz  ist  eine  unmittelbare  Folge  aus  dem  Torfat^geben- 
den  Satze. 

in.  Ein  sphlrisc^es  Dreieck  nnd  sein  symmetrisch 
liegendes  Scheiteldreieck  haben  gleiche  Fiäcbeafi^mnei, 

In  Taf.  1.  Fig.  13.  seien  ABC  uod  A'B'C  ein  spbfiriscbes  Drei- 
eck und  sein  symmetrisch  üegendea  Scheite)  drei  eck  anf  der  um 
den.  Mittelpunkt  O  beschriebenen  Engel.  Denkt  man  sich  die 
Sehnen \:1&,  BC,  CJ  und  A'B*.  B'C.  CM'  gezogen,  se'sind 
offenbar  AB  nnd  A'B'.   BC  und  B'C,   CA  und  O,   Mgllelr 
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auch  die  Ebenen  der  ebeoen  Dreiecke  ABC  und  AfVC*  einander 
perall^.  Mae  kann  dich  daher  dorcb  den  Mittelpunkt  O  der  Kngel 
^ioe  Gerade  gebogen  denken,  welche. anf  diesen  beiden  Ebenen 
zugleich  senkrecht  steht»  und  dieselben  respective  in  den  Ponk- 
4en  P  und  P^  verlängert  aber  die  Kugelfl^cbe  in  den  Punkten  Q 
und  Q^  schneiden  mag.  Denkt  man  «ich  dann  die  Geraden  AP^ 
BP,  CP  und  A'P^,  BP,  C'P^,  so  wie  die  entsprechenden  Bo- 
gen AQ,  BQ,  CQ  und  A'Q',  B'Q»,  C'Q'  grusster  Kreise  auf 
der  Kiigelfläfhe  gesogen  ;>  so  erbeUet  suerst  auf  der  Stelle  die 
Congmenz  der  sechs  ebenen  rechtwinkligen  Dreiecke  AOP^  BOP, 
COP;  A'OP,B'OP^,OOP'^)\  woraus  die  Gleichheit  der  sechs 
eben  so  bezeichneten  Winkel«  oder,  was  Dasselbe  Ist»  ^e  Gleich- 
heit der  sechs  Winkel  AOQ,  BOQ,  COQ;  A'OQ',  B^OQ', 
C'OQ*\  und  hieraus  endlich  die  Gleichheit  der  sechs  Bogen  AQ^ 
BQ,  CQ;  A'Q',  B'Q*,  C'Q'  folgt.  Weil  nun  offenbar  auch  die 
Bogen  AB  und  A*ß',  BC  und  B'C,  CA  und  C*A*  einander  gleich 
sind;  so  sind  AQB  und  A*Q'B\  BQC  und  B'Q'C\  CQA  ond 
C'Q'A'  gleichschenklige  und  zugleich  gleiche  Seiten  habende  sphSri- 
|iche  Dreiecke,  welche  also  paarweise  nach  II.  gleiche  Flächenrlhiine 
bähen,  woraus  ferner  die  zu  beweisende  Gleichfläcbigkeit  der  beiden 
spb^rijschen  Dreiecke  ABC  und  A'B'C*  unmittelbar  folgt. . 

*J  Die  drei  eriten  haben  die  Kathete  OP  gemein,  ond  ibre  Hjpo- 
tenuien  sind  alt  Halbmeaeer  der  Kngel  gleich;  eben  eo  heben  dfo  drei 
letzten  die  Kathete  OP'  gemein,  und  ikutm  Hjpotenoieo  eind  als  Halh- 
Meeeer  der  Kugel  gleich ;  alee  find  eowoM  die  drei  enten,  alsaudi  dii 
drei  letzten  einander  congruent}  weil  nun  aber  je  swei.eiiiasder  gegen* 
iberllegende  dieser  fecb*  reehtwifikligen  Dreiecke  bei  0  gleldie  Schei* 
lelirinkel  ond  gleiche  H jpoteoueen  haben ,  eo  eihd  auch  je  zwei  teiche 
einander  gegenüberliegende  Dreiecke  congrnent,  woraue,  in  Verbindoog 
mit  dem  Vorhergehenden,  die  Congrnenz  aller  tccbt  Dreiecke  folgU 


Berichtigungen. 

Tbl.  XXVIIL  S.  189.  Z.  3.  v.  u.  statt 

du  hu 

cosin^-cos«)g^  g,^ 

2slnö  '"SP" 

setze  man.* 

.du  du 

cosös-— cos»5-    #»o 
oy  dz    €Fi>l 

2iin6  "SP"' 

TU.  XXVIIL  S.  193.  Z.  5  v.  u.  statt  bxC  setze  man  b^  und  Z.  4, 
T.ii.  statt  b^u  setze  man  6|tf« 
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Schreibeii  des  Herrn  Professor  R.  Lobatto  zaDelft 

an  den  Herausgeber. 


J'ai  In  avec  inter^t  la  d^monstration  aoaljrtiqQe  qne  voiis  Tenei 
de  donner  dans  Totre  Journal  (Tom.  30.  pag  296.)  de  la  constrac- 
tion  da  rayoo  de  eourbure  dans  lea  sections  coniques«  teile  qne 
M^.  Lamarle  l'a  d^uite  de  ga  thöoriegeomötrique  des 
rayons  et  centre^  de  eourbure  publice  dans  les  Bulletioe 
de  PAcadömie  Royale  de  Belgique  pour  TaDiiöe  1857. 

Permettez  moi  de  tous  communiquer  l'analyse  euivante  qni» 
h  ee  «lue  me  semble,  mene  d'un  nani^re  aesez  skopie  ä  la  con« 
straetiaa'dont  II  s'agit.    Commen^oue  par  Tellipse. 

Seit  P  (Tab.  IL  Fig.  1.)  un  poiot  quelconque  de  cette  coarbe. 
Henons  les  rayone  vecteurs  PF,  PF'  aux  deuz  foyers  F»  F*,  ainai 
que  la  normale  PN.  Nommons  x,  y  les  coordono^s  du  point  P, 
par  rapport  aux  deux  axes  rectangnlaires  de  rellipse.  L'i^quation  entre 

or  et  y  i^tant  ~s  -ffi^  1>  on  a»  en  däsignant  l'angle  NPM  par  9» 
tg9=~^.    Faisoos  Tangle  JUPF^^  et  l'angle  iVPF=2VPF'=e, 

onanra  encore  tgij;=— ,  tg^=s tg (y H-^) = il|gy ^^»  onbien, 
60  y  snbstituant  les  valeurs  pr^c^dentes  de  tgy  et  tg^: 

1      ^^^(g— ^)""^     o«ft*— 6«e«      "-y*^a»-«r)  ""  6*' 
aV 

Th«UXXXlI.  9 


d*oü  Ton  tire:  * 

8ecd=  v{J+-gr  «  =  V|i  +  — '«isp— « sj • 

D'ailleiirs  en  ooromant  N  et  R  la.oormale  et  le  rayoo  de  cour- 
bore  da  point  P,  oo  a^  comroe  Ton  sait:^ 

Donc  R=iNsec*&,   ce  qui  prouve  qu'en  menaot  les  perpen- 
diculaires  NS,  SO  sar  les  droites  PN  et  P5,  on  anra 

PO=zPS.sechzizNsec*a=R. 

Soient  r»  r'  les  rayens  Tecteors  PF,  PP,  od  aura: 


donc 


ex        ,         .  ea; 
a  a 


rr  = = f     K:=z = — r--}Sec^t 


•a  bien    n=l^  -  -|-  ~7  ^  cos^,  ainsi  qn'U  a  ÖM  troBTtf   pu  W'- 
Lamarle. 

Pour  l'byperbole  les  valeors  de  ser^^,  NetRse  cbangeroDtw 

f 

ce  qoi  donne  ^galenent  ßsiVsec^  et   founiit  la   mtae  coo- 
etnwtioQ  qoe  pour  Tellipse. 

Fassons  a  la  parabole.  Soit  P  (Tab.  IL  Fig.  2.)  un  point  de 
cette  courbe»  PT  la  tangente»  JUN  la  normale  en  ce  point,  et  F  l6 
feyer.  En  nonunantp  le  paiani^e,  on  aura  MNziz^lp,  et  d'apr^ 
une  propriete  de  la  parabole  Fangle  FPN=  Tangle  MNP,  d'o^ 
r^sBlte 

^         P  P  P 

Od  a  d'aillenfs 

JV=V(»«+?)=4  V>(4c+y)    . 
et  Ä  =  4V^— ^^.    l>onc  Ä=JY8ec«d,  ce  düi  fouroU  lalm^me 


an  den  fferausffe^tr.  123 

constructioD  que  pour  les  deux  autres  conrbes.  Eo  diSsignant  le 
rayon  vecteur  FP  par  r,  on  a  encore  r^sx+ip^^lNsee^,  oa 
bien  Nsec^=2r,  d'oü  Tod  coDclat^  que  la  projection  du  rayon  de 
courbure  8ur  le  rayon  vecteur  ^gale  le  double  de  cette  demi^re 
loDgueur.  f  ^^ 

Tout  en  rendant  justice  ä  la  belle  thöorie  de  M**.  Lamarle, 
je  crois  neanmoins  devoir  rappeler  ici^  que  la  construction  qu'il  en 
a  döduite  pour  les  rayons  de  courbure  des  sections  coniques, 
aTait  döjä  ^te  iodiqueö  par  M''.  Paucker  dans  Totre  Jonmal 
(Tom.  26.  pag.  113). 

Je  terminerai  la  präsente  note  en  vous  soumettant  encore  une  dö- 
moDstration  plus  simple  du  tbeoreme  de  g^omätrie  önonc^  et  d^- 
montrö  dans  votre  Journal  (Tonn  30.  pag.  355) ,  ainsi  que  vous 
avez  desirö  Tobtenir.  J  aime  a  eroire  qu'elle  pourra  vous  satisfaire 
quoique  n^ätant  pas  appuyöe  sur  la  proposltion  de  Ptolemeö. 

La  droite  AE  (Tab.  IL  Fig.  3.)  etant  meneö  perpendiculaire- 
ment  a  la  base  ßCp  od  a  ep  v^ertu  d*an  tfa^ordme  connn: 

JS^-^ÄS^=zBß^+2BD.DE,  (1) 


AC^—AD^^DC^-^DC.DE;  (2) 

d'ou  Tod  d^dnit  facilemeot: 

CD.(Äl^''ÄB^+BD.(AC*'^jD^^ßl^.CD+lSÜ^.BD 

OD  bien 


CD.Aß^  +  BD.AC^-BC.AD^^BD.DC.iBD-i-DC) 

=  BC.  BD.DC,     C.  Q.  F.D. 

Si  l'angle  BOA  est  aigu,  on  n'aura  qu'a  changer  le  signe  de 
DE  dans  les  ^quations  (1),  (2)^  ce  qui  ne  cbange  rien  ä  la  A4mosk* 
stration  pröc^dente  qui  est  d'ailleurs  ögalement  applicable  si  l'angle 
BCA  est  obtu. 

Remarquons  eocore  qu'en  prenant  le  point  D  tel  qu'on  alt 
AD^=ACp  la  r^lation  que  npus  venons  de  prouver  se  chaoge  en 


CD.AB^^iBD—BO.AC^^BC.BD.DC. 

00  bien 

CD.ÄB^'-CD.ÄÜ^-BC.BD.DC, 

donc 

ÄB^  =  AC^^BC.BD, 

ce  qui  rentre  dans  le  tböor^me  demontr^  par  Pappus. 
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Zwei  Beweise  des  geometrischen  Satzes  Theil  XXX. 
S.  355.  und  des  Fermat'sdien  geometrischmi  Lehr- 
satzes. 

Von 

Herrn  Oberlehrer  Dr.  BUndow 

ao  der  Rqilfchale  sa  Fraattadt. 


Lehrsatz. 

Wenn  in  dem  Dreiecke  JJ?C  (Taf.  IL  Fig. 4.)  die  Linie 
AD  beliebig  gezogen  ist,  so  ist  immer 

AB^.CD+AC^.BD^AD^.BC^BC.BD.CD. 

Beweis.. 

Zum  Beweise  fölle  man  von  A  aus  das  Loth  AE  auf  BC  nod 
schlage  ron  A  ans  mit  AD  einen  Bogen  ^  der  BC  in  F  schneidet 

Nun  ist 

ÄC=  BF±  FC. 

Femer  ist 

__  (Aß  +  AD)  (AB— AD) 

—  BD 

und 

FC^  ECJEF=.ECTED  =  ^^^^^^> 

_  {AC-\-  AD)  (±AC^AD) 

~  5B  * 
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daber  ist 

AB»—AD^     AC*—AD»_  _x 
'BD       +        CD       —  ^^' 

oder 

ab'.cd-^ac*:bd-ad».bc=bc.bd.cd, 

w.  z.  b.  w. 

Lehrsati. 

Wenn  man  über  dem  Durchmesser  AB  (Taf.  II.  Fig. 5. 
und  Taf. II. Flg. 6.)  eines  Halbkreises  AEB  als  Grundlinie 
ein  Rechteck  ABCD  beschreibt,  dessen  Hohe  AC  der 
Sehne  des  Quadranten  des  Kreises,  zu  welchem  der 
Halbkreis  gehurt,  gleich  ist,  und  von  den  beiden  Punk- 
ten C  und  D  nach  dem  beliebigen  Punkte  E  des  Halb- 
kreises dieLinien  CEund  DE  zieht,  welche  den  Durch- 
messer AB  in  F  und  G  schneiden,  so  ist  immer 

ilG«+ Ä/^  =  JA*. 

Beweis. 

Zum  Beweise  verbinde  man  A  und  i?mit£,  fölle  von  E  ein 
Loth  EH  auf  FG,  schlage  über  FG  einen  Halbkreis,  der  das 
Loth  EH  in  J  schneidet,  und  verbinde  J  mit  F  und  G» 

Da  /^AFCco/^EHF  und  A  GDBco^EHG,  so  verhält  sich 

1.  AF:FHz=AC:EH=zBG:GH, 
also  auch 

2.  ABiFB—BHtGH. 
Ferner  ist: 

3.  AE»:BE'=AB:BB=:FB:GB=iFJ*:GJ*, 
und  also  auch 

i  AE'.BEssFJiGJ. 

Hiernach  Ist  ^AEBcoAFJG,    und  daher: 

5.  EB.ABssJH.FG, 
and 

6.  EB*:AB^=:JB*'.FG*. 
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so  dass 
7.  fC^ss 


JBfl«      -^        EH^ 


Nach  1.  ist 


^^=     AC     '     ^^=     AC     ' 


mithin 


„„  ^„     Em.Af.ECn      EH^.At\BG 
FU.GH= -j^^ = ^ , 

woraus  sich  in  Verbindung  mit  7.  ergi^bt: 

8.  FG^^2.AF.ßG, 

oder 

9-  2.BG'.GF=GF:JF; 

hieraus : 

10.  2.BG±GF.GF=GF±  AF:  AF.  , 

11.  BG  +  ßF:GF:s:AG:AF, 
12:                        ^G^ßF:AG  =  GF:AF, 

13.  ßG+BF±AGiAG=GF±AF:AF, 

14.  AB  +  BF-.AG^AG'.AB—BF, 

15.  AG^=AB*-BF*. 

16.  AG*+BF^=iAB». 

q.  e.  d. 

Anmerkung.  Von  den  doppelten  Vorzeichen  in  den  Glei« 
chungen  10.  und  13.  bezieht  sich  das  obere  auf  den  Fall,  wo  sich 
der  Halbkreis  ausserhalb  (Taf.  II.  Fig.  5.) ,  das  untere  auf  den  Fall, 
wo  er  sich  innerhalb  des  gegebenen  Rechtecks  (Taf.  II.  Fig.  6.) 
befindet. 
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XII. 

Note  über.  Differentialgleichangen. 

Von 

Herrn  Simon  Spitzer^ 
Professor  an  der  Handels ^ Akademie  zu  Wien. 


Unter    denjenigen    linearen   Differentialgleichungen,     welche 
bloss  ans  zwei  Gliedern  bestehen ,  dfirfte  die  Gleichung 

Ton  besonderem  Werthe  sein,  da  ihr  Integral  so  äusserst  einfach 
ist.    Ich  fand  nämlich  hiefür : 

(2)         y=:a:«-MCie     *  ^Cac"^  '• +...:  GnC      '  }, 

in  welcher  Gleichung  fi  eine  primitife  .vtte  \Vai^el  ^der  EiibeH^ 
ist  und  Cif  C^»  C^»  ••••  Cm  wlllkührliche  Constanten  aind»  und  dleiss^ 
lässt  sich  am  Einfachsten  auf  die  Weise  verificiren,  dass  man 
statt  der  Exponentiellen  ihre  unendlichen  Reihen  setzt;  dicjse  mit 
oc^"^  multiplicirt  und  alsdann  die  so  erhaltenen  Reihen  efn^r 
mfachen  Differentiation  unterwiHt. 

• 

Eben  so  ist  lEIr  die  partielle  Differentialgleichung 

x^m        y  «--  fum  — 2Z. 

dx^  dt"*  1 

das  Integral : 

ytte««.-»|,,,(<-^)+^a(<-i^)+....:^qp„(«-fi^},         • 
wie  ich  a^M  im  Archiv.  ThfliI  XiSX.  Nr.  XXXV.  S.  335.  nitchwies. 


128  8pU%er:   IMe  Mer  Diferentüii§ieiek9W§m. 

leb  behaopte  nun,   dass  die  deidiiiiig 


folgendes  Integral  habe: 

(4)         y=a:^MQ«"'+Cic     ' +^.+CBme'    *   I, 

unter  1  eine  primitive  2mte  Waneel  der  Einheit  und  unter  Q »  Q»**.. 
••••Ctai  willkfihrliche  Constanten  verstanden;  femer  dass  die  par- 
tielle DiiFerentialgleichung. 


zum  Integral  bat: 
(6)  y=Ä-^tg>,«-^+Va(<-^)+....+9>t-.(<-^)l. 


Der  Beweis  ist  buchst  einfaeh.    Denn  setzt  man  in  (3) 


y=SÄ--*« 


lii      Jr 


9 


SO  erhfilt  man,  da 

ist 9  folgende  Gleichung: 

Setzt,  man  ^o«  Tor   das  DüFerentialzeichen  und   benfitzt  aber- 
mals den  Satz 

so  bat  man 

was  wahr  Ist»   sobald  p  eine  Wurzel  der  Gleicbvi^ 

p*»  =  l 

Ist    Nun  sind  aber 

die  2m  Wurzeln  der  Gleichung  q^^I,  folglich  ist  die  Gleicboiig 
(4)  das  ToUstandige  Integral  der  Gleichung  (3). 

Ebenso  ist  leicht  zu  beweisen ,  dass  der  Ausdruck  (6)  mit  den 


Crmners.'   üHer  die  Nermaiem  der  Meteietimim.  129 

Sn  willkdirBAen  FuiictiiNMB  der  Gleichnnf  (5)  genügt;  endlich 
Imwcd  sieh  diese  Sätie  noch  weiter  ausdehnen.  So  Ist  %*  B.  flit 
Ae  Gleichwig 

das  follständige  Integral  folgendes: 


-»*-  -3«. 


unter   r    eine  primitire    3mte    Wurzel    der    Einheit    and    unter 
C|,  Cf»  •  •  •  • ,  C^M  willkfihrliche  Constanten  verstanden. 


•    I 


Ueber  die  Normalen  der  Kegelschnitte. 

Von 

dem  Herausgeber. 


Ueber  die  Normalen  der  Kegelschnitte  hat  bekanntlich  schon 
Apollonius  in  dem  fünften  Buche  seines  berühmten  Werks  über 
'iese  Curven  eine  sehf' sinnreiche  Untersuchung  angestellt,  nnd 
Ivch  mehrere  in  dieser  Zeitschrift  mitgetheilte  Arbeiten  neuerer 
Geometer  ist  diese  Theorie  wesentlich  gefördert  und  weiter  geffibrt 
worden.  Aber  man  hat  sich  seit  Apollonius  weit  mehr  mit 
der  Ermittelung  der  Anzahl  der  Normalen ,  welche  sich  durch 
einen  gegebenen  Punkt  an  einen  Kegelschnitt  ziehen  lassen ,  als 
nit  der  Bestimmung  oder  Coostruction  dieser  Normalen  selbst 
beschäftigt,  weshalb  die  folgenden  BemerkuAgbn  über  diesen  lets« 
teren  Gegenstand  wohl  nicht  ohne  Interesse  sein  dürften* 


ISd  Qtuntrii   Ve^er  die  fformiOen  Osr  KeffeUekniile. 

'  Wenn  wir  die  Axe  md  die  DireeIHM  des  Ke^dadhaMt»  ük 
dfo  A^en  der  x  an4  y  eines  recMwIftUiii^  Coordinatensystums 
der  xy  annehmeDy  und  die  erste  Coordinate  des  Big— prolcte  ift 
diesem  Systeme  durch  /*»  die  Charakteristilc  des  Kegelschnitts 
durch  n  bezeichnen;  so  ist  nack  N.  T.  d.  Kt  *)  I.  I)  die  Gleichung 
des  Kegelschnitts: 

1) n«a:«=(a:— /)*+y« 

Vergleichen  wir  diese  Gleichung  mit  der  allgemeinen  jQJeichung 

der  Kegelschnitte»  so  ist  offenbar  n^fi,  ^  =  1,  B'^O^  CtsO, 
f^=^f»  5^=0  zu  setzen. 

Ist  nun  (xiyi)  ein  beliebiger  gegebener  Punkt  und  jetzt  {xy) 
der  Durchschnittypunkt  einer  durch  den  Punkt  (^i.Vi)  an  des 
Kegelschnitt  gezogenen  Normale  mit  dem  Kegelschnitte,  so  haben 
wir  nach  N.  T.  d.  K.  VIII.  2)  im  AIFgemeioen  die  Gleichung: 

_v:^ß{Ax-\-By^-C)^(,A^-\-B^){y^g) 
y^y^—  n^A(Ax  +  By+C)'-'iA^i-B^)(x--f)  ^^     ^^^' 

also»  wenn  wir  für  A,  B,  C,  «/  ibr®  obigen  Werthe  setzen,  die 
Gleichung : 

oder 

oder,  wie  sich  hieraas  leicht  ergiebt: 

und  die  Coordinaten  x,  y  sind  also  aus  den  beiden  Gleichnngen: 
,  ■n»;««=(ir-./^«+»«. 

ZU  b^stirmnen»    welche  Bestimmung  jetzt  aber  nicht  in  »nserer 
Ahsiebt  tiegt  :  i 

Vielmehr  begnCgen  wir  uns  hier  mit  der  Bemerkung»  dass 
die  Punkte«  in  denen  der  Kegelschnitt  von  den  durch  den  Punkt 


I'  "I 


'  ON.T.d.K,   d.h;*Ne»6  Theorir  der  KegiU^ohjimf/  1»^ 
leichnet  BMine  AbhändliMg  hi  Tht  XXXI»  I«r.  XID.   ! 
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{xiffi)  an  ihn  gezogenen  Normifien  geschnitten  wird,  die  Durch- 
schnittspunkte  des  Kegelschnitts  mit  der  durch  die  Gleichung 

charakterisirten  Curvesind,  so  dass  es  also,  um  die  Dnrchschnitts- 
ponkte  der  Normalen  mit  dem  Kegelschnitte  zu  bestimmen,  bloss 
auf  die  Constructioa  dieser  C^urve'ankpjwmt»  weshalb  , wir  jetzt  die 
Natur  derselben  genauer  untersuchen  wollen. 

•  * 

Zu  dem  Ende  legen  wir  durch  einen  gewissen  neuen  Anfangs- 
punkt, dessen  frimitifve  Coo#dtiiat«i  durch  u,  v  bezeiehnet  wer- 
den mögen,  ein  neues  rechtwinkliges  Coordinatensystem.  det  X¥, 
Der  von  dem  positiven  Theile  der  Axe  der  X  mit  dem  positiven 
Theile  der  Axe  der  x  eingeschlossene  Winkel,  indem  wir  diesen 
Winkel  von  dem  positiven  Tbc^le  der  Axe  der  sc  an  nach   dem 
positiven  Tbeile  der  Axe  der  y  hin  von  0  bis  360^  zahlen,   sei 
q>,  and  der  positive  T heil  der  Axe  der  F  werde  so  angenommen, 
dass  man  sich,  um  von  dem  posHiven  Theile  der  Axe  der  X  durch 
den  rechten  Winkel  {XY)  hindureh  zu  dem  positiven-  Theil#  der 
Axe  der  F  zu  gelangen,,  ganz  nach  derselben  Seite  hin  bewegen 
nmss,  nach  welcher  man  sich  bewegen  Aiuss,  um  Von  deni  posi- 
tiven Theile  der  Axe  der  x  durch  den  rechten  Winkel  {xy)  hiar 
dorch  zu  dem  positiveo  Theile  der  Axe  der  y  zu  gelangen.    Dann 
hat  nian  nach  den  allgemeinen   Formeln    der  Theorie   der  Ver- 
wandlung der  Coordinaten  die  folgenden  Gleichungen: 


.     ! 


!ar  =  ti  + -Xcos  9  —  Fsiri  g> , 
y  =  i?  + JC«ingy-|- Fcosy;  \ 

Ffihren  wir  diese  Au^rficke   von  x,  y  in   die  Gleichung  4)  ein 
und  ordnen  dieselbe  gehörig,  so  erhalten  wur  die  Gleichung: 

6)  '       '   ■  » 

« 
n*sing>cpsg>.Ä* 

— n*sing)C0S9.  F* 

+  n*(cos9>* — Binfp^XY    ^   •  ^  f         ' 

+  {n*i«  sin  9-fÄ*f?cosg)  —  (»* — l)yiCosg)  +  (/'— a:i)sinqp|-X 

+  |n%icos9  —  n*r sin g)  +  (ii'—l)yi sing)  +  0/* — xi)eonif>\  Y 

+nhiv^(rfl'-l)yiU  +  (f-Xi)V'-'fyi 

oder:  ^  .  ^ 


•  II 
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7) 
n«8ln2g).(A*-.F«) 

+  2««co82g>.2:F 

-f  2  tn*tf  sin  9-1-11*9  cos  9>—(n^ — l)yiCOB(p — (xi'^f)6n\(p\X  )  =  0. 

+  2|n*uco89— n*f?sln9>+(*»*~"^)yi8»n4t>*-(ari— '/)cos9l  F 

+  2|n«tit-.(n«-l)yiM-(ar,— /)t)-./3/, } 

Wir  wollen  nun  9,  ti»  v  so  zu  bestimmen  suchen»  dass  den 
Gleichungen 

sId29>=0; 
n*tfsln9-|-n'oco6  9>=(;ri — f)8\n<p  +  (n^— l)y|C089, 
n^iicos^— fi*P8ing)=(ari  — /)cosg)  — (n* — l)jrisingp 

genügt  wird.    Den  beiden  letzten  Gleichungen  wird  aber  offenbar 
allgemein»  nämlich  fQr  jedes  g>,  genOgt»  wens  man 

8)    .    .    .    .    n^u^Xi'-f,    fflt)z:^{n^ — l)yi  > 
also 

^^ ••""     n«    •    ^—        n* 

setzt;   und  die  erste  Gleichung  wird»  wenn  (a  eine  beliebige  po« 
sitive  oder  negative  ganze,  Zahl  bezeichnet»  erfüllt  fQr 

10)^ 29=:^«, 

woraus 

11) cos29)=(-l)^ 

folgt.     Da  nun  fQr  die  obigen  Werthe   von  u  und  v,   wie  man 
leicht  findet: 

isty   so  wird  die  Gleichung  unserer  Curve  in  dem  Systeme  der 
XY  nach  7)  offenbar: 

12) . . .  AF-(-i)M.»'»y^<"*-;)^"'-^>y'=o 

oder 

13)  ...  jrF=(-i).J"y-^<"'-'><*»-^»y>. 
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Aagenscbei^lieb  ist  ds  Feratattet,  f^sO»  abo  nach  dem  Obi- 
gen €p^zO  zn  setzen;  dann  wird  Forstebende  Gleicbung  unserer 
Corve : 

14)  .  .  .  jfF=^^'^^<"'-\><^'-^^ys 

oder  aupb: 

15) ....  .  jrr=»^-^^"';;^>^»^y'. 

Wir  Iconnen  9»  «^  o  aueb  so  bestimmen»  dass 

eos29)  =  0; 
]i%sin  9  +  nhy  cos^.sz  (j?i  —  ^  sin^  +  (n* —  l)yi  cgs^^ 
n%cos9> — nHaintp  =  (o?! — f)coaq> — (w*— I)y|Sin9 
ist;  dann  ist  wie  oben  wieder: 

iö}    .    .    .    .      ti— — 5p-,    t)~ — -^ , 

aber,  wenn  fi  wieder  eine  beliebige  positive  oder  negative  ganze 
Zahl  bezeichnet : 

17)    ......    .    29>=?e— TT, 

woraus 

sin29)  =  sinfi^rcossTr-^cos  fiTTsin  i9ip> 

18) sin29)=— (-l)i« 

folgt»   so  dass  folglich  unsere  Corve  in  dem  ^Systeme  der  X¥ 
nach  7)  jetzt  durch  die  Gleichung 

19)   ;c«-.F«+(-i)..^<"y-^('''-;|><^^-^'yL=o 

oder 

20) . .  X*-  r«=-(-i)>..^^"y-K"'-p^^'  -^»y 

charakterisirt  wird. 

Augenscheinlich  kann  man  |[a=1  setzen»  wodurch  nach  17) 

21). 9  =  i^^ 

und  nach  20)  die  Gleicbung  der  Curve 
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^  \    '    '  .11* 

oder 

23)  ...  .  ;r'-F«=^^^+^"'r'>^^>yv 

wird.  ' 

Sowohl  die  Gleicbangen  14),  15),  als,  auch  die  Gleichungen 
22)»  23)  zeigen  ^  dass  unsere  Curve  eine  gleichseitige  Hyperbel 
ist,  und  also  die  Charakteristik  V2  hat. 

Die  Coordinaten  des  Mittelpunkts  dieser  gleichseitigen  Hy- 
perbel in  dem  Coordinatensysteme,  dessen  Axen  die  Axe  und 
die  Dire<^ix  des  gegebenen  flLegelscfanttts  sind«  find  nach  9) 
und  16): 

U  = -S •        ©  =3   S *--  • 


n 


2     » 


Ist  der  gegebene  Kegelschnitt  eine  Parabel,  so  ist  n=],  also 
te=:a?i  ^  ff  v=0,  und  der  Mittelpunkt  unserer  gleichseitigen  Hyper- 
bel liegt  also  immer  in  der  Ax^e  der  Parabel.  Ist  der  gegebene 
Kegelschnitt  selbst  eine  gleichseitige  Hyperbel ,  so  ist  n  =  V2, 
also  K  =  i(a:,— /),  v=}yi. 

Die  Gleichung  14)  oder  15)  ist  offenbar  dre  Gleichung  zwi- 
schen den  Asymptoten  für  unsere,  die  Normalen  des  gegebenen 
Kegelschnitts  bestimmende  gleichseitige  Hyperbel;  und  da  in  die- 
sem Falle  9>  =  0  ist,  so  ist  Iclar,  dass  die  Asymptoten  dieser 
gleichseitigen  Hyperbel  immer  der  Axe  und  der  Directrix  ies 
gegebenen  Kegelschnitts  parallel  sind. 

Bezeichnen  wir  dje  halbe  Hauptaxe  und  die  derselben  gleiche 
Nebenaxe  unserer  gleichseitigen  Hyperbel  durch  a^,  «o  ist-  nach 
22)  und  23)  offenbar : 

24)  -  ! 

«,.==,al.  abs.  ^tm(n--l)(^.^A))^.^^^,  ^^JJ^^I^)^^. 

Wenn  die  Gr5sse 

{nV+(n«-l)(ari-/)|yi    oder   {/^+(««-l).ri}yi 


V 


positir  ist,  so  ist  in  dem  obigen  Systeme  der  XF,  (ür  welches 
nach  21)  <p^=^in  ist,  die  Axe  der  X  die  Hauptaxe,  die  Axe  der  F 
die  Nebenaxe  der  die  Normalen  des  gegebenen  Kegelschnitts  be- 
stimmenden gleichseitigen  fi[yperbel;  wenn  dagegen  die  Grosse 
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{^f^(^^m<^-^fAy{  oder  */+(«* ^11^1 1^1 

negatiT  lei,  so  ist  io  diesem  Systeme  der  XY  die  Axe  Aet  X 
die  Nehenaxe»  die  Axe  .der  Fdie  Hanptäxe  der  die  Normalen  «{es 
gegebeoeo  Kegelschnitts  bestimmenden  gleichseitigen  Hyperbel. 

Nach  N.  T.  d.  ft.  IV.  21)  ist 

25)    ......    ;     €i=iiiV2;  ~-   .      . 

die  Entfernungen  der  Direetrixen  von  den  entsprechenden  Brenn- 

pankten  shid  naeh  N.'f.  d.  K.  §.'13.  ^6|,  al/^  -4|. 

Weil  nach  N.  T.  d.  K.  V I.  4)  allgemein 

26i« 

ist,  80  Ist  im  vorliegenden  Falle: 

K  =  ^i'    . 


Ferner  sind  nach  N.  T.  d.  K.  §.  18.  die  Entfernungen  der  Scheir 
tel  von  den  Brennpunkten: 


also  nach  26): 


'  .  Px   '  ^  Pi 

2(V2  +  I)   ""^  2(V2— 1)' 


"-        und        "^ 


V2  +  1   """  v2-r 


Durch  das  Vorhergehende  ist  die  gleichseitige  Hyperbel,  de- 
ren Durchschnittspunkte  mit  dem  gegebenen  Kegelschnitte  die 
Punkte  geben,  in  weteben  derselbe  von  den  durch  den  Punkt 
(^i^i)  ^^  '^^^  gezogenen  Normalen  getroffen  vrird,  so  vollständig 
bestimmt,  dass  ihrer  Construction  nicht  die  geringste  Schwierig- 
keit entgegen  steht. 

Ist  der  gegebene  Kegelschnitt  eine  Parabel,  so  sind  dieGlei- 
chfiDgen  der  die  Normalen  bestimmenden  gleichseitigen  Hyperbel 
naeh  dem  Obigen  fik  das 'die  Asymptoten  darstellende  System  der  Jf  F: 

27)     .     ;•       ....       .       .       .       Xm   ^=^fyi9.  ■         iM 

and  für  das  die  Axen  darstellende  System  der  XT: 

28) A:«— F«  =  2^i. 

Ist  clei^  gegebene  Kegelschnitt  eine  gleichseitige  Hyperbel,  so 
sind   die  GfeichiAigeu  der    die  Normalen   bestimmeftdeo   gleieh- 
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Mitigen  Hyperbel  CBr  das  <dle  Asymptoten   daistellend«  System 
der  XYx 

49) XY^^£±^, 

und  Air  daa  die  AxeQ  darstellende  System  der  XYx 

ao) x*^Y*Ji^^- 

Ist  der  gegebene  Kegelschnitt  eine  Ellipse  oder  eine  Hyper- 
bel, und  beseichnet  fx  die  erste  Coordinste  des  sweiteo  Brens- 
pnnkts  desselben,  so  ist  Im^Torii^enden  Falle,  wo  in  den  For- 
meln N- T,  d,  K,  I V- 2)  offenbar  il:=1,  Ä=0.  C=0  so  setzen  ist: 

woraus 

31) A=-"i?z:iA 

also 

*»\  ^—hl^l    .  —  4/43 

32)    •    .    .    .    "^-A  +  r  y  fx'^f 

fciftt>  rnMuA  welciwrFfiei»aas/^«ndA  betscUst  w€«Je«  1bss> 


A  •  b  a  m  f 

Die  4Hdb  «s  niniübiwfl;  4f>^ 

oder 

cbaraktedsirte  CttCKO  wtoBm  wkiMfeW)(As«dk4«ri&K.T.d.K.XL 
eatwidcelteo  IMetbod»  i6ii<iiiictft>  tiUil»  im  fttibfif»  dfaM  Ik' 

tbode  aof  etB  Keisptel  anwfnesdsn ,  tkeit»  « 
numg  der  aof  &ae»  Weg!»  s^d  in  OW^t« 
täte  mit  einand^  za  zetgSB* 

In  N.  T.  d.K.  XL  l)  mitesm  wir 
setsen«    Dsmi  ist  narii  des  ffonn^  N.  T.  d.  IL  3ä  9) : 


also 
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co8|^c=dbl.    St» 2^=0; 

(0  (0  (450 

2g)=  J     ,    9=  j      ,    460—9=  { 


und  folglich 


cos  450  (  CO8450        1 

cos(450-«)=J  =J  .=-4a» 


sin  (450 


eos(450— i»)      (  810 

f  sin  450  l  sin  450  j^ 

8in(460-l7r)""  I  -co845o'"^^^* 


Bezeichnen  wir  nun  die  in  N.  T.  d.  K.  iXI.  durch 

n,  ^,  Ä,  C,  Jr,  F 

bezeichneten  <}ruS8en  jetzt  durch 
so  ist  nach  d^i  Formeln  N.  T.  d.  K.  XI.  28) : 


«1  =  V  i^  =  ^2. 


^  =  ±;72V^=±*''' 


woraus 


^1*  +  Bi«  =  in 


folgt 

Nun  ist 


fc«— 2crfe      fc— 2rfe      2fc  -  4rfe 

(0=:- 


c*        ""       e       ^       2c      ' 
also  nach  dem  Obigen:  . 

»  = -51? —^' 

folglich 

Thtttxxxn.  10 


138  Qruneri:   Ceäer  dH  ^^ormaien  der  MtgeUchnitt», 

^^■,-l»V+(»'-lK%-/)lyt^^l/-Kn«-l)*at». 

oder 

—  C»  «  ± Tä —  ± Zt » 


n*  —  n' 


In  welchem  Ausdrucke  man  nun,  so  wie  auch  iii  allen  folgenden 
Ausdrücken^  das  obere  oder  untere  Zeichen  nehmen  muss,  jenacbdeA 

positiv  oder  negativ  ist,  damit  --  09  positiv  oder  o>  negativ  werde. 
Weil  na^h  dem  obigen  Werthe  von  fi| 

Ist.  80  ist  nach  N.  T.  d.  K.  XI.  33)  t 

"—CO 

woraus  sich  zwei  reelle  Werthe  von  Ci,  ein  positiver  und  ein 
negativer,  ergeben,  weiche  wir  hier  aber  nicht  schreiben  wollen, 
um  keine  Verwirrung  in  den  Vorzeichen  2U  verursachen,  iadem 
in  allen  Formeln,  wie  wir  sie  hier  schreiben  werden,  die  oberen 
und  unteren  Zeichen  sich  auf  einander  beziehen  sollen. 

Ferner  ist  nach  denselben  Fortnelfi  a.  a.  O.  wie  vorher: 

'^^  — ^^i«+Äi*^  ♦  i»a  -"•""TT* 

Endlich  Ist  nach  N.  T.  d.  K.  XL  29): 

^^-cd_     d_     Ti(n«— %i_(n^l)y, 

welches  die  primitiven  CoordkiateA  des  AnFangspunkts  des  dem 
primitiven  Systeme  parallelen  Coordinatensystems ,  auf  wefcbefl 
sich  die  oben  bestimmten  Grossen^  namentlich  dtiä  Coordinateo 
^19  ^\9  solche  natfirlich  eben  so  wie  Q  zwei  Werthe  babeoi 
was  auch  ganz  in  der  Natur  der  Sache  liegt,  da  es  zwei  Oirec- 
trixen  und  zwei  Brennpunkte  giebt,  beziehen. 
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Bezeichnen  wir  in  Besag  aof  dieeee  Coordinatensyetem  die 
▼eranderlichen  oder  laufenden  Coordinaten  im  Allgemeinen  darcb 
X,  Y;   Bo  iet  die  Gleichung  der  Directnx:  y 

ilao  nach  dem  Obigen: 

inJf±JiiF+Ci=0, 

wo  Ct  bekanntlich  xwei  Werthe  hat. 

Man  sieht  aas  dem  Bisherigen ,  dass  unsere  Curre  eine  gleich« 
seitige  Hyperbel  ist,  deren  Directrix  wegen  der  vorigen  Gleichung 
gegen  die  Axe  der  X,  oder  gegen  die  Axe  der  x ,  also  gegen  die 
Axe  des  gegebenen  Kegelschnitts,  offenbar  unter  einem  Winkel 
▼on  45^  geneigt  ist,  was  Alles  mit  den  oben  gefundenen  Resul- 
taten im  besten  Einklänge  steht. 

Dm  diese  Uebereinstimmuog  noch  mehr  zu  zeigen,  wollen  wir 
die  Halbaxe  ci|  unserer  gleichseitigen  Hyperbel  berechnen.  Nach 
IV.  T.  d.  K.  IV.  19)  ist  in  den  hier  gebrauchten  Zeichen  t 

Nun  ist  aber  nach  dem  Obigen: 

also 

4Jr, +BiFi  +  Ci  =  --Ci; 
folglich,  Trell 

ist: 


o4*r  nach  dem  Obigen  t 


•    -«=,=2» 


•l«o,  wenn  man  fSr  — oo  seinen  vorher  gefundenen  Werth  einfährt: 
das  obere  oder  untere  Zeichen  genommen,  jenaebdem  die  Grösse 

10* 
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t/^+(n«-l)a;i)3ri 
positiv  oder  negativ  is4^    so  dass  also  immer 

vFas  genau  mit  der  oben  gefundenen  Formel  24)  übereinstimmt. 


XIV. 

Rede   gehalten   bei  Eröffnung  der  34.   Yersammlung 
deutscher  Naturforscher  und  Aerzte  in  Carlsruhe  am 

16.  September  1858 

von 

f 

tV.  Eisenlohr^ 

Hofralh  und  Professor    der  Physik   ata  Pol^echnikom   zu   Carlsrah«. 


Vorwort   des    Herausgebers. 

Der  Herausgeber  des  Archivs  beklagt  es  tief,  dass  eine  Krankheit, 
von  der  er,  nachdem  ihm  Gott  wohl  zwanzig  Jahre  lang  mit  unuoier- 
hrochener  Gesundheit  beglückt,  im  September  d.  J.  heimgesucht  wurde, 
ihn  hinderte,  der  von  Seiten  der  Geschäftsführer  der  diesjähiigen  Ver- 
sammlung deutscher  Naturforscher  und  Aerzte  in  Carls^ 
ruhe  an  ihn  ergangenen  Einladung ^  dieser  Versammlung  beizuwohnen, 
zu  folgen.  Er  beklagt  es  jetzt  um  so  mehr,  dass  er  wegen  dieses  widri- 
gen Geschicks  nicht  im  Stande  war,  dieser  ihn  sehr  ehrenden  Anffor- 
derung  zn  entsprechen,  weil  nach  den  ihm  von  den  verschiedensten  Seiten 
her  gemachten  Mittheiinngen  diese  Versammlung,  —  in  der  langen  Reihe 
die  34ste,  —  unter  allen  ganz  unbestritten  eine  der  schönsten '  war.  Ja, 
der  Herausgeber  ist  überzeugt,  dass  er  nicht  zn  viel  sagt,  wenn  er 
diese  34»te  Versammlung 
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ein  Ereigafts  in  der  Gescht'clite  der  Natnrwissenschaft 

nennt,    welches  eine  weitere   BesprecTiung   in   einer   Zeitschrift   wie  die 
Beinige  für  sich  in  Aosprnch  zu  nehnjen  berechtigt  ist. 

Denn  vor  Allem  mnss  «nnächtt  die  Wiseenschaft  anch  öffentlich  »es 
dankbar  erkennen,    dass  einer  der  edelsten  deutschen  Fürsten,  den  eines 
der  gesegnetsten  deutschen  Länder  mit  Stelz   den  Seinigen  nennt,    diese 
Versammlung  gastlich   in  sein  Hans  aufnahm,   und,   bei  ununterbroche- 
ner personlicher  Theilnahme,  ihr  Seine  Aufmerksamkeit  mit  einer  jedes 
für  die  Wissensehaft  warm,  seh  lagende  Herz  mit  Bewunderung  erfüllen* 
den  Weise  widmete.    Ja,  auch  die  hohe  Frau,  in  deren  Besitz  der  edle 
Fürst  «ein  hänsliches  Gluck  findet,  die  Tochter  des  ritterlichen  Prinzen, 
in  dessen  kräftige  Hand  Gott  von  nun  an  die  GescKieke  des  Prenssen- 
landen  gelegt  hat,  zu  dessen  hohen  Tugenden  Jeder,  der,  wie  der  Her- 
ausgeber Preussen    mit  Stolz  sein  Vaterland   nennt,  jetzt  •*  wenn  auch 
mit  Trauer  erfüllt  wegen  de«  schweren  Geschicks,    welches  das  im  fer* 
nen  Süden  weilende  thenre  Königliehe  Hanpt  betroffen  -^  mit  der  freu- 
digsten,  nie  getäuscht   werden  könnenden  Hoffnung  hinaufblickt,    ver- 
schmähete  es  nicht,   den   Verhandinngen   der  Versammlung  mit   immer 
steigender  Theilnahme  zu  folgen«  —  Wenn  auch  die  Wissenschaft  allein 
von  Gott  stammt,    so  muss   ihre  Gresehtchte  doch  Akt  nehmen   von  der 
ihr  anch   von  Denen,    welche  die   Vorsehung   auf  den   höchsten   Gipfel 
irdischer  Macht   und  Grosse   gestellt  hat,    zu  Theil   gewordenen   Gunst. 
Sie   wird    es,    nm    nnr   ein  Beispiel    aus   einer   älteren  Zeitperiode  'dem 
Obigen  anzureihen ,   ewig  dankbar  erkennen,    dass  Gott  in  das  Herz  des 
edlen  Grossherzogs  von  Toscana  Cosmo  H.   den  Funken   der  Begeiste- 
rung für  die  Werke  de«  grossen  Galilei  legte,    so  wie  sie  es  anderer- 
seits ewig  beklagen  wird,  dass  sein  schwacher,   freilich  noch  sehr  jun- 
ger Nachfolger  Fernando  II.  es  nicht  hinderte,  dass  der  grosse  Mann 
den  Händen  der  Inquisition  überliefert  wurde,  wenn  sie  sich  auch  freuen 
darf,  dass  dieses  unglückliche  Geschick  eines  ihrer  grössten  und  edelsten 
Priester  es  ihr  vergönnt  hat,   in   ihren   Geschichtsbüchern   dessen   denk- 
würdige Worte :  * 

„K   pur   si    muovej'* 

auf  ewige  Zeiten  als  eines  ihrer  th^nersten  Kleinode  zu  verzeichnen.  * 

Ausser  Aet  ihr  zu  Theil  gewordenen  fürstlichen  Gunst  erkennt  die 
Versammlung  deutscher  Naturforscher,  und  mit  ihr  die  Wissenschaft, 
dankbar  an  die  wahrhafte  Begeisterung,  mit  welcher  nicht  nur  die  Stadt 
Carls  ruhe,  ja  das  ganze  badische  Volk,  dem  natürlich  die  höchsten 
Behörden  des  Landes  mit  leuchtendem  Beispiel  voranschritten^  ilfr 
in  gastlichster  Weise  entj[^egen  kam  und  bei  sich  aufnahm,.  Sie  erinnert 
sich  ferner  dankbar  der  in  jener  Stadt  blühenden  hohen  Schule,  welche, 
in  ihrer  Art  eine  der  ersten  in  Deutschland,  vollkommen  würdig  ist  ihres 
hohen  Vorbildes,  der  berühmten  öcole  polytechnique ,  der  die  grössten 
franzöayscben  Mathematiker  und  Naturforscher  mit  Freude  und  Stolz 
ihre  besten  Krifte%ridmeten. 

Gin  sehr  gluckliches  Qeschick   hatte  die  Leitung   der  Geschäfte  der 
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Carltraher  Vertammlong  in  die  Hand«  sweter  Männer  ^legt,  «eldie, 
mit  dem  grossten  Eifer  für  die  i|^nen  gewordene  Aufgabe  erfüllt,  et 
auch  ober  sich  zu  gewinnen  Terstanden,  mit  der  grdsaten  Aufopfertmg, 
wie  mit  Tollständiger  Uebereinstimmung  dankbar  bezeugt  wird,  dieser 
•eirwterigen  Aufgabe  «ich  hinzugeben.  Da8.ArchiT  darf  In  i einem  Kreise 
nnr  den  Namen  W.  Eisenlohr  nennen,  den  Jeder  teiner  Leser  kennt, 
an  den  «ich  sehr  Tiele,  keineswegs  bloss  solche,  die  an«  «einem  eignen 
Munde  die  klaren  Worte  seiner  Lehre  rernahmen,  mit  der  grSisten 
Dankbarkeit  erinnern  werden.  £r  war  d  ie  S'oele  der  Versanimlnng, 
worin  alle  Theilnehmer  übereinstimmen.  Mehr  darf  der  Heranigebeff 
ohne  das  feine  Gefühl  seines  trefflichen  Freunde«  au  verletzen,  nifkt 
sagen,  so  gern  er  auch  möchte,  wenn  er  dem  Drange  «eines  Herzeni 
folgen  durfte.  Solche  der  Allgemeinheit  gebrachte  grosse  Opfer  iinde«, 
ausser  in  der  freudigsten  Anerkennung  aller  edlen  Gemäther,  Torzugt- 
weise  in  sich  «elbst  ihre  wahre  Belohnung.,  Das«  aber  auch  dte  Wis- 
«enechaft  öffentlich  daran  erinnere,  ist  ihre  Pflicht,  des  Dankes  we* 
gen,  welchen  sie  solcher  Aufopferung  «chnldct,  und  geechicht  In  ihren 
eigenen  Interesse,  weil  es  zur  Kacheifernng  anregt«  «-*  Dass  aber  «och 
alle  die  vielen  bedeutenden  Männer  der  Wissenschaft,  welche  durch  ihre 
Anwesenheit  zur  Verherrlichung  der  Versammlung  natürlich  wesentlich 
beitrugen,  den  wärmsten  Dank  verdienen,  ist^su  bemerken  gans  unnöthfg. 

Das  Archiv  wird  es  sich  zur  Aufgabe  machen,  nach  und  nach  die 
«einem  Kreise  angehörenden  Verhandlungen  dieser  denkwürdigen  Ver« 
Sammlung  zu  besprechen.  Für  jetzt  ist  der  Herausgeber  überzeugt, 
•ich  den  Dank  «einer  Leser  durch  Mittheilung  der  folgenden,  der  Auf- 
bewahrung in  diesem  Archiv  sehr  werthen  Eröffnungsrede,  an  der  dai 
Herz  der  Jugend  und  des  Allers  sich  erwärmen  wird,    zu  verdienen. 


Durchlaachtigster   GrossherzogI 
Hochgeehrte  Herren! 

Schon  29  Jahre  sind  verflossen,  seitdem  Sie  Baden  zum 
erstenmal  und  zwar  in  Heidelberg  willkommen  htess,  und  20  Jalire, 
seit  es  Sie  zum  andernmal  in  Freiburg  froh  begrösste. 

Nicht  minder  freudig  schallte  durch  das  Land»  vom  Fürsten 
bis  zum  schlichten  Bürger,  der  Ruf  ,,  Will  kommen 'S  als  ihm 
die  Kunde  ward  von  der  Versammlung  dieses  Jahres.  Will- 
kommen ruf  ich  nach  aus  tiefster.  Seele.  Willkommen  tbeure 
Freundet    Hochgeehrte  Herren t 

Wenn  ich  die  Leistungen  betrachte,  die  seit  dieser  Zeit  von 
Ihnen  ausgegangen»  und  die  Reihen  durchlaufe  der  hochberüluD- 
ten  deutschen  Namen,  die  schon  an  Ihrer  Spitze  sitanden,  so  &hX 
ich ,  nicht  ohne  Bangen ,  wie  unverdient  die  Etfre  ist»  die  mir  so 
Thell  geworden ,  als  die  33.  Veraammkng  mich  zu  ihrem  Geschäfts* 
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fflhrer  ernannte.  Doppelt  aber  bin  icli  daram  auch  zum  Dank 
verpflichtet,  and  glaube,  dass  Sie  dem  guten  Willen  wohl  mehr 
vertrauten,  als  der  Befähigung. 

• 

Was  Gutes  oder  Mangelhaftes  nun  fflr  Sie  aus  dieser  Leitung 
entspringen  mag  —  Ich  bitte  vor  Allem  das  Gute  auf  Rechnung 
Jenes  Willens,  das  Andere  nur  auf  den  Mangel  an  Geschielt  zu  setzen. 

Sie  sind  hier  in  einer  St^dt  zusammengekommen,  die  vermOge 
ihrer  Jugend  fast  noch  keine  Geschichte  hat.  Sie  ist  nicht  im 
Besitz  Too  läagst  berühmten  Lehranstalten,  wie  viele  von  den 
Orteoy  an  denen  unsere  froheren  Versammlungen  stattfanden,  noch. 
gläozt  sie  durch  grossen  Reichthum,  der  anderwärts  im  Gefolge 
des  Handels  und  der  Industrie  gefunden  wird.  Aber  sie  liegt  in 
der  Mitte  eines  glücklichen  Landes^  das  reich  Ist  an  Naturschun- 
hdt  and  Vielem,  das  für  Sie  besonders  Interesse  hat. 

Auch  begrüset  Sie  hier  eine  Ihrem  Streben  eng  verbundene 

Qod  Ihren  Verdiensten  höchst  dankbare  höhere  Lebraostnlt,    die 

mr  noch  Jung  ist,  aber  von  Jalir  zu  Jähr  in  immer  weiteren 
Kreisen  ihre  Wirkung  verbreitet. 

Hier  ist  der  Ort,  wo  jefier  Dichter  lekte,  der  seineni  Sinn  für 
inoeres  Leben  und  fSr  deutsche  Gemctthlichkeit  den  seligsten  Aos-^ 
draek  lieh.  Doch  war  unser  Hebel  nieiit  nur  Dichter.  £r  tmg 
aocK  als  Lehrer  und  Volks  -  Schriftsteller  Vieles  zur  Verbreitung 
der  Naturwissenschaften  in  höchst  anregender  Weise  i>ei. 

Hier  lebten  ferner  die  beiden  wohlbekannten  Physiker  B5ck- 
m;inn,  Vater  und  Sohn. 

Noch  erinnern  wir  an  einen  edlen  Fürsten,  Carl  Friedrich, 
der  nebst  seiner  geistreichen  Gemahlin,  Caroline  Luise,  früher 
als  andere  den  Werth  erkannte,  den  genaue  Kenntniss  der  Natur 
für  alle  Zeiten  hat. 

Ferner  mahnt  auch  noch  die  Lage  dieser  Stadt  an  Manches, 
was  Betrachtungen  über  den  Entwickelungsgang  der  menschlichen 
Cultur  hervorrufen  kann :  Vor  dem  Thöre  gegen  Süden  ziehen  fried- 
lich nebeneinander  her  ein  Streifen  Urwald,  wohlbebaute  Felder, 
tbe  Eisenbahn  und  eine  Telegraphenlinie. 

Zu  denv  Rauschen  des  Laubes  von  tausendjährigen  Eichen 
gesellt  sich  dort  der  Donner  des  Dampfhammers  und  das  tiefe 
Ertünen  des  Ventilators. 

Wir  vernehmen  die  Naturlaute  einer  grauen  Vorzeit  und  die 
Wirkong  der  riei^gen  Krftfte,  welche  die  fortschreitende  Natur- 
wfaisenseiiaft  in*s  Ldden  gerufen  hat,  zugleich  miteinander. 
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Unter  dem  Lärm  des  vorübereileoden  Bahnzugs,  ,  unter  dem 
Aechzen  der  gewaltigen  Maschinen,  die  4as  nahe  Feuer  belebt,  ruft 
aus  den  Gipfeln  jener  Zeugen  der  Vergangenheit  dieDryas  des  Baumes 
ihr  „quousque  tandem!^^  ,, Wohin  führt  noch  das  tolle  Treiben, 
dem  ich  in  meinem  Alter  nun  zusehen  muss?  Sonst  stund  ich  fried- 
lieh und  ungestört,  wohl  10  Jahrhunderte  lang,  besucht  nur  Ton 
den  Heerden,  die  man  vorbeitrieb,  und  dem  Wild  des  Waldes«  ** 

„Jetzt  aber  rast  von  Jahr  zu  Jahr  mit  wachsendem  Getöse  und 
stärker  als  der  Sturm  der  Menschen  rastlos  Wesen.  Du  gesdiwätzi- 
ger  Nachbar  und  vorwitziger  Draht,  der  mir  das  Nahen  der  fremden 
Männer  voraus  verkündet  hat.  Sag'  au,  wo  will  das  noch  hinaus?'' 

Und  die  Unvollkommenheit  unseres  Wissens  antwortet  der 
Eiche  in  den  leisen  Seufzern  des  Drahtes: 

„Vergcfblich  fragst  du  mich!  nur  Eines  ist  gewiss,  dass  diese 
Zeit  der  Wunder  der  Anfang  erst  von  noch  weit  Grösserem  ist; 
darum  wartet  ihr  altersgrauen  Bäume  ein  Jahrhundert  nur,  und 
viel  Erstaunlicheres  werdet  Ihr  noch  sehen.'* 

„Jetzt  tagen  in  jener  Stadt  die  Männer  der  Naturforschung, 
von  denen  Manche  den  Anfang  dieses  neuen  regsamen  Strebens, 
einer  Aera  nie  gewesener  Erfolge  in  der  Erkenntniss  der  Natur 
erlebt.  Diese  haben  meinen  Einflnss  auf  den  Magnet  vor  nicht 
acht  Lustren  etsi  vernommen,  und  schon  trag'  ich  das  Wort  der 
Menschen  viel  schneller,  als  der  Ton  der  nahen  Glocke  zu  dir 
dringt,  über  Wald  und  Ströme,  über  die  scfateebedeckten  Alpen 
und  das  stürmische  Meer,   fort  in  die  fernste  Ferne/' 

„Geheimnissvoll  ist  noch  mein  Wirken  und  dennoch  haben 
tiefsinnige  Forscher  das  Gesetz  erkannt,  nach  denen  es  erfolgt." 

„Was  durch  den  unendlichen  Raum  von  Stern  zu  Stern,  von 
der  Sonne  zur  Erde  in  zitternder  Bewegung  die  Botschaft  aller 
sichtbaren* Veränderungen  trägt,  das  bin  ich  unter  der  Herrschaft 
der  Menschen  für  Irdische  Verbindung  und  rühme  mich  gleicher 
Geschwindigkeit  wie  das  Licht." 

„Der  Strom,  der  in  mir  thätig  ist,  vermag  Veränderungen  jeder 
Art  hervorzubringen.  —  Sein  Licht,  dem  Sonnenlichte  gleich,  ist 
reiner  noch  als  dieses.  Ich  leite  ihn,  wo  man  strebt,  die  innere 
Natur-  der  Körper  und  ihre  Zusammensetzung  zu  erforschen  und 
die  Kräfte  zu  messen,  welche  ihre  kleinsten  Theile  zusammen- 
hallen, so  wie  da,  wo  es  gilt,  die  feinsten  Werke  der  Kunst  uud  ' 
der  Natur  mit  höchster  Vollkommenheit  nachzubilden. '< 

„Ich  verwandle  ihn  in  Wärme,  und  die  Gluth,  die  €r  alsdann 
in  mir  erzeugt  und  die  mich  ein  Werkzeug  der  Z^rstörjung  werden 
liess,  ist  «elbst  ein  heilsam  Mittel  worden,  die  zerstörten  Theile 
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des  Körpers  al^zutreniien.  Scheinleben  hauch'  ich  längst  den  Teilten 
ein  und  in  schmerzvoller  Krankheit  tret'  ich  helfend  auf/'  -«- 

y,Ruhnired*ger  Drabt'S  spricht  drauf  die  Elche  s  ^Was  nfltztdies 
Alles  auf  nieine  Frage?    Hat  nicbt  die  Menschheit  schon  sechsmal/ 
wenigstens  so  lang  'bedtanden  als  wie  ich,  und  waren  meine  Vor- 
fahren nicht  gIdichfallsrZeugen  von  hohen  Dingen  und  von  grossen  Tha- 
ten,  die  geschahen»  als  man  von  solcher  Unruh'  noch  nichts  ahnte?/' ' 

,,Sagan,  wenn  du  so  Vielem  wissen  willst,  wasistder  Zwf  ck 
von  Alledem?'' 

Und  statt  des  Drahtes  anti^'ortet  ihr  ei»  Geist,  der  aus  dem 
Drahte  spricht : 

„Auch  dir,  ergrauter  Freand  der  alten  Zeit,  isl  es  ergattge»; 
wie  so  vielen  Andern ,    die  in  dem  Kampf  das  Unbequeme  des 
Wechsels  nur  erblickt  und  in  der  lebenskräftigen  Bewegung  deu 
Untergang  des  Hergebrachten  mit  ßesorgniss  wahrgenommen,  die 
BteUn  geblieben  zwischen  Dorf  und  Stadt  wie  du?"« 

„Erkenne»  dass  die  Frische  des  .Daseins  dir  fehlt,  und  hor^; 
was  ich  dir  sage: 

„In  dem  sechsfachen  Alter,  das  du  der  Menschheit  im  Ver- 
bältniss  zu  dem  deinigen  beileget,  ist  sie  der  Kindheit  kauni  ent- 
waehsen.  Deine  tausend  Jahre  sind  in. ihrer  Entwicklung  nur  ein 
Tag,  und  da,  wo  du  bereits  zu  altem  angefangen,  hat  sie  das  ein- 
flassreichste  Werkzeug  ihrer  ailgenieinen  Bildung  erst  erfunden." 

„Auch  damals  sprach  man,  wohin  soll  das  Rihren?   War  Rom 
Dicht  gross  und  Griechenland  auch  ohne  diese  Presse  ?   Und  du . 
erkennst  doch  wohl,  wie  unscheinbar  und  einfach  selbst  diese  Er- 
findung gegen  tausend 'andere  ist,  die  jetzt  der  Mensch  besitzt  und 
die  er  täglich  noch  vermehrt.    Darum  erfahre: 

„Zu  den  Leistungen  der  gegenwärtigien  Zeit,  zu  den  Ehtdeckun« 
gen  und  Erfindungen  der  Forscher,  die  dort  beiisammen  sind,  gehörte- 
eine  lange  Vorbereitung,  gehurten  grosse  und  vieIjSbrige  Stiid4%n. " 

„Jetzt  werden  die  Früchte  derselben  von  einem  auf  den  andern 
übertragen  und  gehen  nicht  mehr  verloren  wie  die  Millionen  Samen, 
die  deinen  Zweigen  schon  entfielen,  um  im  Sumpfe  zu  verfaulen/^ 

„Der  Fortschritt  ist  gesichert  und  ein  grosser  Plan  liegt  ihna 
za  Grunde.  Geordnet  ist  das  geistige  Ringen  und  Streben  mehr. 
und  mehr.  Naturgesfctze,  deren  Harmonie  und  innert  Nothwen-^ 
digkeit  der  Scharfsinn  jener  Männer  der  Wissenschaft  erkannt, 
von  denen  keines  daa  andere ^tOrt,  und  keines  anders  seii^  kann, 
als  es  ist,  sie  sind  die .  Führer  einer  hoffnungsreichen,  Zeit  zur- 
hub«m  Stufe.menscbtiober  GntwickeluBg.'^  :     ' 
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,,Wer  diese  gründlich  und  nicht  halb  erkannt«  der  f&hlt  es« 
dass  sie  unviiderlegiiohe  Beweise  Und  Offenbarungen  von  höherer 
Weisheit  siiid,  als  menscfaftoher,  undidttssdm'  Meneelb  ala  höchstes 
Wesen  im  Erschaffenen  keinem  heberen  Ziele  nachstreben  kann, 
als  dieses  Göttliche  in  der  Natar  tu  fahlen«  sn  erkennen.  Begei- 
sterungsvell  erblickt  er  dann  in  ekiem  Meer  roll  Licht  und  Wahr- 
bett den  Ausgang  und  das  2iel  von  nnserettt  Streben :   >,Gott"!!I  ** 

Und  rmt  diesem,  meine  Herren,  lassen  Sie  uns  denn  anch 
'^beginnen. 

^  Wir  danken  ihm  ^un?{chst«  dass  er  Sie  Alle  wohlbehalten  herge- 
führt, wir  danken  ihm  ftlr  den  seit  Gründung  der  Naturforscher« 
GeseUschaft«  ja  seit  noch  längei*^  Zeit  fiast  ungestörten  Frieden. 

Wie  vieles  war  nur  durch  diesen  möglich «  und  wie  der  Erfolg 
ein  grosser  war,  so  wuchs  natürlich  auch  der  Sinn  för  die  Natar, 
die  Zahl  von  iluren  Freuitdeu.  Es  wuchs  damit  die  Bedeutung 
und  der  Glanz  dieser  V^er.<aninilung,  die  für  die  Gegenwart  und 
Zukunft  nicht  nur  ein  allgemeines,  sondern  anch  ein  national 
deutsches  Interesse  hat. 

Das  Erstere  ist  darin  begründet,  dass  solche  jährliche  Zu- 
sammenkünfte von  grossem  Nutzen  sind,  indem  sie  unter  ver- 
wandten Geistern  Anlass  zum  Austausch  der  Ideen  geben,  manche 
folgenreiche  Bekanntschaften  veranlassen  und  neu  liervörtretende 
jugendliche  Kräfte  stärken  und  erheben. 

Wer  weiss  zudem  nicht,  dass  die  meisten  Erwerbungen  der 
Wissenschaft  Folgen  oder  Geschenke  gemeinsamer  Thätigkeit  und 
der  zu  Stande  gekommenen,  verabredeten  Arbeiten  sind,  und  bei 
welcher  Gelegenheit  wären  diese  wohl  leichter  möglich  als  hier? 

Wie  aber  in  der  Wissenschaft  das  Vereinzelte  mit  dem  Fort- 
sebritta  derselben  bald  nicht  mehr  verlassen  dasteht,  sondern  dem 
allgeiMinenr  Gesetz  einer  höheren  Weltordnung,  sich  anschliesst 
und  dadurch  an  Bedeutung  gewinnt,  so  erhöbt  auch  das  Gefühl, 
einem  grossen  wissenschaftlichen  Vaterlande  anzugehören,  den 
Bfnth  des  Einzelnen  und  fuhrt  ihn  zu  weiteren  Erfolgen. 

Dieser  erhöhte  Lebensmuth  ist  dem  acht  wissenschaftlichen 
Streben ,  dem  Streben  nach  exakter  Erkenntniss  nothwendig,  und 
Viele  haben  es  erfahren  müssen,  dass  ihr  Sieg,  der  Sieg  der 
Wahrheit,   nur  durch  enge  Verbindung  mit  Andern  möglich  war. 

Nur  durch  Einigung  der  Ansichten  ist  das  Zurücktreten  der 
btosseiv  Spekulation  von  der  Bühne  des  Rahmes  -bewirkt  worden. 
Durch  Einigung  wird  es  mögKch  sein ,  die  Wiricttngeneintger  (Jeher- 
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raste  der  Spekiiiatian  «nf  4lSe  SeibstfiberseiiStzunf^  za  fiemmeo, 
die  der  übertriebenen  Beeorgnise  nor  noch  mehr  Nahrung  gab/ee 
könnte  arit  den  Fortechritten  der  Natarwieeeuecbaften  und  der 
daraus  folgenden  Abnahme  der  Mystik  ein  Nachtbeil  für  die 
Menschheit  verbünde«  sein,  «^  eine  Besorgnis«,  die  jedoch  nur  in 
niedem  Sphären  zu  ivirken  scheint,  da  selbst  dort,  wo  der  grosse 
GalileT  zooi  Widerrufe  geswung^n  vrard,  das  höchste  Oberhaupt 
der  Kirche  im  Anfang  dieses  Jahres  einen  wahren  Tempel  fär 
die  exakte  Naturwissenschaft  in  eigener  Person  er^net  hat. 

Kann  dies  in  einer  Zeit  geschehen,  wo  die  Astronomie  sich 
4em  Ziele  nShert,  die  Achse  zu  finden,  um  die  sich  das  ganze 
Heer  von  Sonnen  dreht,  die  unserm  Pixstern-Systeme  angehören, 
so  haben  wir  keinen  netten  Stillstand  der  Erde  zu  fSrchten,  und  das 
gewaltsame  Dämmen  der  Wahrheit  bringt  nur  Wirkungen  hervor,  wie 
das  Einsperren  des  Uranpapiers,  das,  einmal  der  Sonne  ausge- 
setzt, sein  Licht  auch  im  Kerker  i»e wahrt,  und  dann  nur  um  so 
wunderbarer  erscheint,  wenn  es  wieder  zu  wirken  Gelegenheit  hat. 

Was  aber  fion  das  national  deutsche  Interesse  an  dieser  Ver- 
sammlung betrifft,  so  ist  damit  nicht  gemeint,  dass  wir  besondere 
Ansprüche  an  die  Erwerbungen  der  Wissenschaft  oder  an  die 
Alles  erhaltende  und  erfreuende  Natur  machen,  wohl  aber,  dass 
es  auch  eine  Natur  gibt,  die  deutsch  ist,  und  die  es  sein  und 
bleibe^  soU,  und  das  ist  unsere  Natur.  Dieses  GefSht  muss  nicht 
aar  uns  vor  lins  selbst,  sondern  auch  vor  andern  Nationen  erhe- 
ben, wenn  wir  es  nur  nähren  und  stärken. 

Und  warum  sollten  wir  dies  eicht,  während  Niemand  bezweifeln 
kann ,  dass  Deutschland  seinen  Ruhm  und  sein  Ansehen  weit  mehr 
seinem  Sinn  für  Wissenschaft,  Natur  und  Kunst,  seinem  Fleiss.und 
seinem  Wissen,  als  seiner  politischen  Macht  und  «einem  Reiohthum 
verdankt  f 

Hat  der  edle  deutsche  Greis,  der  ruhmvollste  und  griisste  miter 
den  jetzt  lebenden  Forschern,  in  dem  Briefe  *),  den  ich  Ihnen  nach- 
her mittheilen  werde,  mit  Betrübniss  den  Mythus  der  deutschen  Eui<* 
heit  berührt,  so  ist  es  um  so  mehr  von  vaterländischem  Interesse^ 
dass  wir  uns  fohlen  und  mit  Stolz  auf  ihn  und  die  andern  deutschen 
Männer  sehen,  die  durch  ihre  hervorragenden  Arbeiten  nicht  nur  die 
Zierde  dieser  Versammlung,  sondern  der  Ruhm  und  Glanzpunkt 
unserer  Nation  geworden  sind.  Ihr  Name  sei  die  Fahne,  unter  der 
wir  uns  einig  ffihlen,  ihre  Anwesenheit  der  Aufruf,  ihnen  in  That- 
kraft,  edlem  Stolze  und  nütdichem  Wirken  nacbzastreben« 


*)  Siehe  Humboldt' 8  Bri«f  in  Nr.  ff  d«t  Tagblatt^s  der  84.  I^er« 
temmlong  deoifcher  Natsribrtcher  md  A erste. 
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...  V«B  d«D  Miniwm  d«d  Vaterlandes,  die  bu  dem  Tentperder 
Wahrheit  und  Natnr  Rnhmwfirdigea  beigetragen  und  ÜBr  die  Wis- 
senschaft und  ihre  Freunde  zu  frlifa  dahiftfieschiedeo,  ruhen  im 
Inscben  Grabe; 

Johannes  Mfliler,  der  grosse  Physiolo^.  Heinrich 
Lichtenstein,  der  vielfrereiate  Zoolog.  Nees  vÖd 
Esenbecic,  rieljihriger  Prisfdeel  der  Leopoldinischen 
Academie.  Kastner,  der  Chemiker.  Plattner,  der 
deatache  Gähn.  Uuschke,  der  Anatom  und  Physidog. 
Albera,  der  Concbyolt^.  Klug,  der  Eatmnolog.  Uuflch. 
der GynSkolog.  Thienemann,  der Omitholog<  Johann 
Roth,  der  kabne  Reisende  in  Syrien. 
Aneh  von  dem  Ausland  sei  es  mir  reii^ünnt,  hier  einige  zu 
nennen,  die  zu  nicht  minderen  Leid  fBr  uns  dahingegangen; 

Robert  Brown,    der  grosse  Botaniker.    Cauchy,  der 
grosse Mathematilier  und  Physiker.    Thenard,  der  hoch- 
verdiente Chemiker.    Temmiuk,  der  Omithal(^.    Mar- 
shall Hall,  der  Physiolog.     Scoresby,  der  verdiente 
Beobachter  und  arktische  Reisende.   James  Clark  Ross 
der  Kühne,  dertm  Nord  und  Süd  den  Pol  des  Magnetismus 
UBserer  Erde  fand.    Dufr^Doy,  der  Geolog.     Conye- 
bare,  der  Geolog  —  und  endlich  unseres  Humboldt'« 
Freund  und  treuer  Begleiter  Aim£  Bonpland. 
.     Die  ErirmeruDg  an  diese  Todlen  sei  uns  beilig, iden  Schmera 
Ober  ifaren  Verlust  aber  mildert  die  Anwesenheit  so  vieler  Uin- 
ner  der  Wissenschaft. 

Unter  ihnen  begrfisse  ich  nocbmals  zuerst  die  fremden  Natur- 
forscher und  Aertte,  die  aus  weiter  Ferne  hergekommen  sind, 
na  hier  das  Ihrige  tarn  Allgemtiuen  beizutragen,  sodann  die  Ad- 
dem,  die  dem  deutschen  Vaterlande  augehvren. 

Noch  dringt  mich  mein  Geßhl  zum  Danke  fiSr  das  freundliche 
Enb^genkommen  Derer,  die  theils  an  der  Spitze  der  hiesigen 
Stadlbehürden  stehe«,  theits  Mitglieder  der  für  unsere  Zw^ke 
besonders  ernannten  Commissionen  sind. 

Hingen,  mit  innigem  Danke  es  auszusprechuii 
id  liberal  die  Dnterslützung  war,  die  wir  heA 
.a  Behörden  und  insbesondere  bei  dem  Mi- 
lefunden  haben. 

Mehr  aber  al«  ich  sagen  kann,  dringt  es  micb  hin,  aus  tief- 
stem Innern  ehifurehtsroHen  Dank  mit  Warten  wahrer  Liehe  und 
Verehrung  dem  Fürsten  daraulmngen,  der  mit  so  seltenem  Geschick 
■nd  Eiler  die  ihv  anveitmute  SMInng  swu  Ghidce  ueiuea  Landes 
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benütäst  und  dafo^-fflr  Wissengcbafty  Nttfiir  und  ICtinst  so  hohen 
iSiiin  ^crrcbt  Wort  und  Tbat  bewährt  ^  der  ans  iti  seinem  eigenen 
Haase,  im  scbiJngescbmfickten,  za  diesem  Fest  besorklers  berge- 
stellten  Saale  aufgenommen  und  als  ein  deutscher  Fürst,  dem 
inner4l  Drang*  der  mensehlicb  -  rechten  und  dämm  desto  bOhem 
Empfindung  nachgebend,  uns  mit  seiner  Gegenwart  beehrt. 

fhiii«  meinem  gnädigen  Herrn  und  Grossherzog 9  Ihm  gelte  das 
erste  Lebenszeichen  unserer  hiermit  eröffneten  Versammlung,  Ihm 
der  frohe,  tiefempfundene  Ruf:    „Er  lebe  hoch"!!! 


XV. 

Udber  das  Interpölationsproblem. 

Voa 

deui   Herausgeber. 


G  i  n  l  e  i  t  ^  ^  .g. 


:  r  -r 


Das  Interpolationsproblem  ist  eine  der  wichtigsten  Aufgaben 
der  Analysis,  wegen  der  vielfachen  Aiiwendnungen ,  die  es  in  den 
gesammten  Naturwissenschaften,  hauptsächlich  auch  in  der  Astro- 
nomie, und  in  den  technischen  Wissenschaften  findet«  Die  theo- 
retische Darstj^llung  der  Theorie  dieses^  Problems  lässt,  glaube  ich, 
noch  Manches  zu  wünschen  übrig,  und  diese  Theorie  scheint  mir 
einer  neuen  Entwickelung  zu  bedürfen.  '  Bekanntlieh  werden  bei 
dem  Intetpölationsproblem  gewöhnlich  zwei  Fälle  unterschieden, 
jenachdem  die  gegebeneu  Werthe  der  als  unabhängig  betrachte- 
ten vetänderlicbeb  Grosse  eine  arithmetische  Reihe  des  ersten 
Grades  bilden,  nämlich  nach  gleichen  Intervallen  fortschreiten, 
oder  nach  beliebigen  ungleichen  Intervallen  fortgehen.  Es.  ver- 
steht sich  aber  von  selbst,  dass  der  erste  Fall  unter  dem  zwei- 
ten allgemeineren  Falle  enthalten  sein,  und  sich  aus  demselben 
ableiten  lassen  muss.  Für  den  Fall  nach  beliebigen  ungleichen 
Intervallen  fortschreitender  Werthe  der  als  unabhängig  betrach- 
teten verändeHicben  Grosse  enthält  jedenfalls,  theoretisch  genom- 
men, die  Interpolationsformel  von  Lagrange  die  einfachste  Auf- 
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töftuiig,  umi  bedarf  kamn   eines  eigentliclieii  Beweises ,  weil  im    ' 
Beweis  gewissermasseD    In  der  Forroel   selbst  Hegt,    oder  sidi    ^^ 
unmittelbar  aus  derselben  ergiebt.    Für  die  praktlsebe  Anwendui^    ^ 
ist  aber  diese  Formel  nicbt  sehr  bequem»  und  weitere  theote*   '^ 
tische  Folgeruugen  aus  ihr  zu  ziehen,  ist  Dicht  ganz  leicht^  was-    ^ 
halb  es  mir  auch  nicht  zweckmässig  zu  sein  scheint,  tte  zur  ^ 
Grundlage  der  ganzen  Theorie  der  Interpolation  zu  machen,  wie  "« 
dies  eigentlich  wohl  in  der  Natur  der  Sache  läge,  da  diese  Fo^  ^ 
mel  eine  ganz  allgemeine  Auflösung    des  Interpolationsproblems  ^ 
enthält.    Die  Glieder  derselben  sind  nach  den  gegebenen  Werthen  äl 
der  als    abhängig    betrachteten   veränderlichen   Grosse  geordnet, 
was  jedenfalls  für  die  praktische  Anwendung  nicht  so  bequem  ist, 
wie  die  bei  der  allgemein  bekannten  Interpolationsformel  f&r  den 
Fall  nach  gleichen   Intervallen    fortschreitender  Werthe    der  als 
unabhängig  betrachteten  veränderlichen  Grosse  gewohnliche  An- 
ordnung, wo  man  die  Glieder  der  Formel  nach  den  ersten  GKe-  i\ 
dern  der  successiven  Differenzenreihen  der  Werthe  der  als  abhän- 
gig betrachteten  veränderlichen   Grosse  fortschreiten  lässt;  denn 
da  in  vielen  Fällen  die  Glieder  dieser  Differenzenreihen  bald  sehr 
klein  werden,  so  erleichtert  die  in    Rede  stehende  zw^te  An^  ^ 
Ordnung    der  Glieder   der  Interpolationsformel  oft  die  Rechnnog   ,. 
wesentlich,  und  ist  daher  nach  meiner  Meinung  im  Allgemeinen 
der  ersten,  bei  der  Lag  rang  e'scbi^n  Formel  vorkommenden  An*   ^ 
Ordnung  der  Glieder  vorzuziehen.    Fast  ganz  unbeachtet  scheint   . 
man  bis  jetzt  eine  von  Stirling  in  dem  „Tractatus  de  sum* 
matione  et  interpolatlone  seriernm  infinitarum.     Lon* 
dini.    1730.    p.  140.*'   gegebene  Interpolationsformel   gelassen  zn 
haben,    welche  ich  in  dem  allgemeinsten    Falle  nach   beliebigen 
ungleichen  Intervallen  fortschreitender  Werthe  der  als  unabhängig 
betrachteten  veränderlichen  Grosse  der  Formel  von    Lagrange    ; 
vorzuziehen  geneigt  bin,  weil  durch  dieselbe  nach  meiner  Meinung 
sowohl  in  theoretischer,  als  auch  in  praktischer  Beziehung  das 
Interpolationsproblem  io  der  vollkommensten  und  einfachsten  Weise 
gelost  wird.    Wenigstens  erinnere  ich  mich  jetzt  nicht,  dass  die- 
ser Formel,  die  ich  auch   filr  das  beste  Fundament  der  ganzen 
Theorie  der  Interpolation  halte,  weil  sie  reich  an  Folgerungen  ist 
und  den  besonderen  Fall  nach  gleichen  Intervallen  fortschreiten- 
der Werthe  der  als  unabhängig  betrachteten  veränderlichen  Grosse 
unmittelbar  unter  sich  enthält»  in  irgend  einer  der  mir  bekannten 
Schriften  über  den  vorliegenden   Gegenstand  in  ganz  bestimmter 
Weise  und  in  erforderlicher  Allgemeinheit  Erwähnung  gethan  wer* 
den  wäre,  gestehe  aber  gern,  dass  meine  Kenntniss  der  betreffen- 
den Literatur   nicht  ganz    vollständig  ist     Einen  Beweis    seiner 
Formel  bat  Stirling  nicbt  gegeben,   und  scheint  dieselbe,  wie 


L 


^€ runer t:    (Jeder  diu  Merpoiat/ansproöiem.  151 

viele  anieie  Formeln  in  «lern  genannten«  onendUch  viel  Schunes 
entbaltenden  Werke»  bloss  durch  Induction  gefunden  zu  haben. 
Ich  werde  daher  in  dieser  Abhandlung  einen  ganz  allgemeinen 
Beweis  der  trefflichen  Stirling'schen  Formel  zu  geben  versa- 
eben,  undy  indem  ich  die<sielbe  zur  GnuHllage  der  ganzen  Theorie 
der  Interpolation  mache»  aus  ibr  eine  Reihe  von  Folgerungen 
ziehen»  so  weit  dies  ohne  Weitläufigkeit  geschehen  kann  und 
meine  Entwiekeking  auf  Eigen tbömlfchk^it  Ansprach  zu  machen 
sich  berechtigt  halten,  darf»  da  ich  schon  Bekan^t^;!  zu  wiederho* 
len  oalärlich,  hier  nicht  die  Absicht  habe. 


! 


'•  J#       I. 

Wenn  zwei  aus  n  Gliedern  bestehende  Reihen  von  Grossen: 

^1»  it^»  ^9»  ^4»*«»*d^; 

yi»  y2>  ys>  y4>---y« 

gegeben  sind»  wo  die  Glieder  der  ersten  Reihe  sämmtlich  als 
unter  einander  ungleich  angenommen  werden;  so  ist  die  Aufgabe: 
eine  ganze  rationale  algebraische  Function  y  des  (n — l)sten  Gra- 
des von  a:  zu  finden»  welche  so  beschaflbn  ist»  dass  dieselbe» 
wenn  man  für  die  Grosse  x  nach  und  nach  die  Werthe 

«Vi>  ^t»  ^*.  «^>  •»•  •  ^» 
setzt»  teßye^^m  die  W^tb0    ; 

yif  y%»  yat  y4f  — y« 

ecUUl. 

Dieäe  Aufgabe»  d^en  grosse  Wichtigkeit  für  die  geisammte 
Natnrwissenschaft  hier  nicht  weiter  erläutert  zu  werden  braucht, 
neiilit  maft  gegenwärtige  in  der  reinem  AnldVsis  d^s  Interpota- 
tl^n^problem.  ^ 

-Dass  unter  der  vorhergehenden  Gestalt»  die  wir»  anderer  Auf- 
bs^ngsWetften  jetzt  njöht  zu  gedenken,  biet  nur  in*8  Auge  lassen 
wollen»  das  Interpolatiönspröblem  eine  ganz  bestimmte  Aufgabe 
ist  und  In*  jedem  Falle  nur  eine  Auflösung  zulassen  kann»  so 
dass  es  immer  nur  eine  den  Bedingungen  der  Aufgabe  ent- 
sprechende ganze  rationale  algebraische  Function  des  (n — l)sten 
Grades  von  x  geben  kann»  ist  leicht  zu  übersehen/  Denn  die 
gesuchte  ganze  rationale  algebraische  Function  y  ie$  (n  -^  l}sten 
Grades  von  x  muss  nothwendig  im  Allgemeinen  diel  Form 
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habQOy  und  die  ßediogungen  der  Aufgabe  liefern  uns  xor  Bestini- 
muDg  4er  Coefficieoten 

-"0*  "i  >  A^i  A^f  ••••  ^ii-^i 
uiinrittelbar  die  folgenden  Gleichungen : 

yi^=iAo  + Aia:i+A^i^  + A^aci^ +  ....  + An-^Wi*"^, 
ya  =  -^  +  Aix^  +  A^x^*  -t-A^^*  + . ..  •  4-  ^«-latjj»-*, 

^3  =  ^0+  Ai^s  +  -^a^rs*  +  -^ä^»'  +  ••••+  An-iX^*^^, 

u.    s.    w. 

yn  =  -^ö  +  ^l^H  +  -^»ar«*  +  i^ga:«*  +....  +  A»^iXn^-\ 

Da  dies  n  Gleichungen  des  erfiten  Qrades  zvrischen  den  tt  unbe- 
kanntet  Grossen  ' 

sind 9  so  ist  die  Bestimmung  dieser  Coefficienten  nur  auf  eine 
Art  möglich,  uud  das  Problem  ist  also«  wie  behauptet  wurde«  un- 
ter der  obigen  Gestalt  ein  völlig  bestimintes. 

5.  2.  *     :    ; 

Aus  den  beiden.  Reihen 

••'1  f    •*  Jl  j    •«'8  9    ***  4  >   •  •  •  •   •*' ■  9 

bilde  man  jetzt  neue  Reihen  nach  deb  In  den  folgenden  Formeln 
ausgesprochehen  Gesetzen: 

11  11  1:1  11 

^a-  aa  aa  a         s 

*»-^4-:r/  y«~ir.-x>*  y»=5i^— •'  »""»=fc:t5' 

u.    s.    w. 

«—3    »—3  «—3    «— 3 

y  1  =  x;^ '"IT  >     ya  =  ^:     ir  >  • 

^        arii-i — Xi  ^'       arn— ar« 

«-a   n-a 
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trodurcb  man  also  das  folgende,  für  unsere  weiteren  Untersuchun- 
gen sehr  wichtige  Schema  einer  Hauptreihe  und  daraus  abge- 
leiteter Reiben  erhält: 

yi»     y^y    y3>     y^9     .V5>  ••••>:y«-2»        yn-i,       yn 
1111  1  1 

yi*    y^i    y^y    y^>      ••••>  ..   y«-2.       yn-i 


2 

t2 

*2 

*iB 

yi» 

.Vi' 

2^3» 

•  •  •  •  ) 

u    s.  \v. 
Vis       y*L 

n-1 

yi' 

yn-^ 

Dass  dieses  Schema  aus  der  gegebenen  Reihe 

y\9  y%7  yzy  y^>  .....vn 

^rechnet  sei,  werden  wir  im  Folgenden  immer  voraussetzen. 

.  §.  3. 

Zar  Abkürzung   werden   wir  von  den  folgenden  Zeichen  Ge- 
brauch machen.    Wir  setzen: 

1)    .     .     .     .    ÄTx,  A  =  arA  — OTx,   -^^x=yx-fi— ^x 

und  haben  dann  nach  dem  vorhergehenden  Paragraphen   offenbar 
die  folgende  Relation: 

A 
2) yx=: ^ 


Xx,  x+A+1 


WO  immer 


X  ^  1  und  x+A+l '    n 

Nach  1)  und  2)  ist: 

A  A  A  A  A+i 

y x+i  —  y X  +  -^yx,  ^yx  ==  ÄTx,  x+A+i .  ^x ; 
woraus  sich  die  Relation 
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habQOy  und  die  ßediogungen  der  Aufgabe  liefern  uns  xor  Befitim« 
muog  der  Coefficieoten 

unmittelbar  die  folgenden  Gleichungen: 

^j  =;  ^  +  ^l^ri  + -^1*  + -^»^1® +  ..••  + -Ai-ia?i»-*  , 
ya  =  -^  +  -^1^«  +  ^^»*  +  ^3*»'  + .  •. •  4-  An-'iX^^^ 

yj  =  ^  +  iliarj  + -^a^rs*  + -^Ä^i^s' +••••+ -^«-i^t""* » 

n.    s.    w. 

yn  =:  ^0  +  ^I^«  +  ^*^«*  +  A^Xn^  +  ....  +  An-^iXu^^^ 

Da  dies  n  Gleichungen  des  erfiten  Grades  zvrischen  den  n  unbe- 
kanntet  Grössen  ' 

Aq»  Alf  A^,  A^t  •...  2ln— 1 

sind,  so  ist  die  Bestimmung  dieser  Coefficienten  nur  auf  eine 
Art  möglich,  und  das  Problem  ist  also,  wie  behauptet  wurde,  un- 
ter der  obigen  Gestalt  ein  völlig  bestimintes. 

5.  2. 
Aus  den  beiden.  Reiben 

* 

••'1  ,  x^ ,  x^ ,  x^ ,  •  •  •  •  •&■ , 

yi>  3^/ .Vd»  3r4i-"'S^ 

bilde  man  jetzt  neue  Reihen  nach  deii  In  den  folgenden  Formeln 
ausgesprochehen  Gesetzen: 

i  ^y^—yi  l  -y^—y%  l  ^u^u/i      ^,    ^yn—yn^i. 

yi  ^^Z.     ^  >  ya  =  ^     ZT '  yn  —  z,     ZT»  ••••>  y«— 1  =^^- 

11  II  l;l  l._ 

SS:  32  aa  as 

'  -  ya-.vi    '  _y8-ya   »  ^y4-y»        »     _y— »-y»-«. 

x^r-^i  ^5  — ^«  ar^ — o^a         *^^      ^a— ^-t 

u.    s.    w. 


f 


9i  =  T^ 


«—3     »—3  «—3     «— S 

«-1 
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wodurch  man  also  das  folgende,  für  unsere  weiteren  Untersuchun- 
gen sehr  wichtige  Schema  einer  Hauptreihe  und  daraus  abge- 
leiteter Reiben  erhält: 

jfi»     y^y     y^y     y^y     yby  ^yyn-^y        yn-i,        yn 

1111  1  1 

^1»       y^y       yzy       y^y  ••••»     .^     y»-2.  yn-i 


o 


*2  1  'Z 

yi>    .Vi '     y^y         . . . . ,  yn-'n 

u    s.  w. 


1-2 

n— 2 

y\ 

y 

y^ 

yi 

» 

Dass  dieses  Schema  aus  der  gegebenen  Reihe 

y\y  y%7  yzy  y^»  •••.v» 

berechnet  sei,  werden  wir  im  Folgenden  immer  voraussetzen. 

.  §.  3. 

Zur  Abkürzung  werden   wir  von  den  folgenden  Zeichen  Ge- 
brauch machen.    Wir  setzen: 

A         A  A 

1)     .     .     .     .    ÄTx,  A  =  arA  — OTx,   Jyx=yx-\^i  —  yx 

und  haben  dann  nach  dem  vorhergehenden  Paragraphen   offenbar 
die  folgende  Relation: 

A 

2) yx=: ^ 


ÄTx,  x+A+1 


WO  immer 


X  ^  1  und  x-f  il+ 1  *^  « 

ist. 

Nach  1)  und  2)  ist: 

A  A  A  A  A+1 

yx+i  ==  yx  +  ^yxy  ^yx  ==  a?x,  x+A+i  -yx; 
woraus  sich  die  Relation 
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3) yx+i  =  ^x  +  Xx,  x+A+l .  yx 

ergiebtr  von  welcher  wir  im  Folgenden  weiteren  Gebrauch  machen 
werden. 

§.4. 

Hauptsächlich  müssen  wir  nun  aber  zunächst  einige  Relationen 
zwischen  den  vorher  im  Allgemeinen  durch  Xx,  X  bezeichneten 
Grossen  beweisen ,  welche  für  das  Folgende  von  grosser  Wich, 
tigkeit  sind. 


Weil  nach  1) 

XX, 

iW  = 

Xfx — XX  $ 

XfXy     1>    = 

'  Xv"" 

'Xfi 

ist, 

so  ist 

^ 

i 

XX, 

/UL+XfAfV 

=ZXv^ 

XX, 

und 
4 

folglich  immer: 
) 

.      OL 

'X.  a-i-Xu, 

v  =  XX. 

V- 

Weil  ferner  nach  1): 

Xx,  x+i  =  ^x+i  —  ^x, 
Xx^l,  x+2  =  Xx-\^  —  Xx-\-i » 

-  arx+2,  x+u  =  ^x+8 — ^x+2  > 
u.  s.  w. 

a?x+A,  x+Hi  =  ÄTx+A+i  —  ^x+ A 
ist,  so  ist  offenbar: 

^x,  x+i  -i-Xx^l,  x+^+a;x+2,  x+s  +  ••-  +^x+A,  xfA+i  =  O^x+A+i— ^x» 

also : 

*     Wir  wollen   nun  den  Werth  der  folgenden  Grösse  zu  ermitr 
teln  suchen: 
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+  a;a.+i,  X .  a:A-|-2,x .  «Tji+s,  x . . . .  a:A+^+i,  x .  ^A,  X^n-H 

+  'a'A+2,x.a;A+8,  x.arA+4,  x....arA+ju+2,  x.^A+l,  A+At+S 
+  ^A+3,  X . ^A+4»  *  •  ^Hft»  X . . . .  «a^A+iU+a,  X .  a:A+2,  H/t'-l-« 

u.    8.     w. 

+  J?x— ju— 4,  X  •  ^x— /u— 3,  X  •  ^x— ^— a,  X  • .  •  •  ^x— 4,  X'tJTx— ju— 5,  x— s 
+  ^x— ^— 3,  x»^x— /i— 2,  X'^x—fA—l,  x».  •  •  ^x~8»  *  -^x— /u— 4,  X— 2 
+  ^x— iU— 2,  X .  ^x— ^— 1,  X  •  OCx—fXy  X .  •  •  •  ^x— 2,  X  •  5?x— |U— 3,  X— 1 
+  ^X— /M— 1,  X  •  Xx^iXy  X  '  HPx—fi-^-t,  X  . . . .  OCx—1,  X  .  Xx^fi—i,  X« 

Nennen   wir  vom  Ende  nach  dem  Anfange   hin  die   Glieder 
dieser  Grosse  nach  der  Reihe  das 

Iste,  2te,  3te,  4te, ....,  (»  —  iL — fA)te 

GM,  so  ist  die  Summe  des 

Isten,  2ien 

Gliedes  offenbar: 

^x— ju— 2,  X  .  Xx^ß—l,  X  »Xx—fx,  X . . . .  a?x— 2,  x .  (^x— ^— a,  x— 1  +  ^x— 1,  x)  9 

also  nach  4):  -      - 

•Px— /i— s,  X  »Xx—fi—2,  X .  ^x— /u—l,  X .  •  •  .^x— 3,  x  •  ^x— 2,  x» 

Folglich  ist  die  Summe  des 

Isten^  2ten,  3ten 
Gliedes: 

«x-jU-8,  x.^x— jU— 2,  X'Xx~ft~-l,  X  ....  ^x— 8,  x«  (.Tx— jU— 4,  x— 2+  a?x— 2,  x)  > 

also  nach  4): 

Äx— /i— 4,  X  .^x— ^— 8,  X  •  *x— jU— 2,  X .  •  • .  ^x— 4,  x  .a?x— 8»  *• 

Daher  ist  die  Summe  des 

Isten«  2teD,  3ten,  4ten 
Gliedes : 

*x-jU— 4,  X .  a?x— /u— 8,  X  •  a?x— /*— 2,  X  • . . .  ^x-^4>  *  •  (^J*— /*-5>  x— 8  +*x— 8,  x) » 

also  nach  4): 
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^x— /i— 5,  x*^x~/u— 4,  x»^x— /u— 8,  x»»««J?x— 5,  x«*x— 4,  x» 

Wie  man  anf  diese  Art  weiter  gehen  kann,  unterliegt  keinem  Zwei- 
fel, und  eci  ist  also  offenbar  die  Summe  des 

Isten,  2ten,  3ten,  4ten, ....  vten 
Gliedes: 

a?x— /l— (V-f  1),  X  .OTx—iU— V,  X  •  ^X— /4— (l>— 1),  X  . . . .  .Tx— 1>,  X. 

Folglich  ist,  wenn  man 

setat,  weil  unter  dieser  Voraussetzung 

X— |i4~(v  +  l)=:x-f4-(x-i  — fi+'l)==i-l, 

X— f4 — V  =:x--^  —  (x  —  iL ^)  =i, 

X f4— (V—  l)  =  X  — f4 (X i  — ^ — 1)  =A+   I  , 

.  X  — fi— (v -2)  =  x-^— (x  — i— /*— 2)  =  i+2, 

o.    s.    w. 

X  —  V  =  X  —  (X — iL  —  ^)  =:  i  -f-  ^ 

ist,  die  Summe  des 

Isten,  2teD,  3ten,  4teD, — ,  (x  —  i  — fi)teo 
Ciiiedes»  also  der  Wertb  der  ganzen  obigen  Grosse: 

JTA-i,  x.-iTA,  x.xA+i,  x»xA+a,  x.«.*:r;i-|-^  »; 
und  wir  haben  daher  jetzt  die  folgende  Formel: 

6)    .     .    .    jf;i-i,  x.^A,  x.a'A+i,  x.arA+a,  X  —  .T;u|-a,  x 

+  OTA+l,  X.  ^A+a,  X.  <^A+3,  X. . .  •  XX^fi^l,  x.dfA,  A-h/i^S 

+  J?A+a^  x.^Afs^  x-^Arf«»  x-<.*arA4,(i-f2^  x^^i+i»  i-f/u-fa 
+  xx-^9,  X .  arA+4,  X . ar;.-f 5,  x . . . .  ^A+^3,  x.«X+«,  A^^«^ 

+  arx— u— 2,  x.^x— /M— l,  x.OTx— /u.  X  . ..  .afx'  2,  x.^x— /u—a»  * 

-|*  d;x--/t«— a,  x.^x— jM,  x«^x^->,u-f-i»  x..>.Xx<»-i,  x«x«— ,11— a, 
Fflr  fi=0  ist: 


X4 
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7)  .    .     .     .    xx—i,  X .  a:A,  X  =     xx,x  .  arA-i,  A+i 

+  a:A+i,  x.OTA,  A+2 
+  d:;i+2,  X .  ar^^-i,  ^ 

+  ^A+3,  x.a:A+2,  A-l-4 
u.  s.  w. 

+  «''?x— 1,  x.^x— a,  X* 

Bezeichnen  wir  der  Kurze  vTegen  die  Grosse  auf  der  rechten 
Seite  der  Gleichung  6)  durch 

-^A,  X,  /u ; 
so  ist  nach  6): 

8)  .    Xx,  X,  iu  =  ay,-i,  X .  .TA,  X .  ^A+i,  X .  ^A-f  a,  x  • . . .  ^A+/i>  »^ • 


§.  5. 
Nach  3)  ist  nun: 

A  A  A+i 

yx         =  VX-I  +  a^x-^lr  X+A  .  ^X-l  , 

A  A  A+1 

yx— 1  =  yx-a+arx-a,  x+A-i  .^x-a, 

A  A  A+i 

yx— a  =  yx-3  +a:x--3»  x-i-A-a  «yx-s  > 

u^     s.    w, 

A  A  A-l-i 

^8     =ya+^a^  A+s-ya» 

A  A  A+i 

ya     =yr+^i,  A+a.yi; 

also,  wenn  man  auf  beiden  Seiten  dieser  Gleichungen  addirt,  und 
aufbebt,  was  sich  aufheben  iässt: 

A         A  A+i 

^) yx=yi  +  ^i,  A+a.yi 

A+i 
+  ^2»A+8'ya 
A+i 

+  ^8.^4-^3 
U.   S.    W. 

+  »iTx-a,  x+A— 1  »px—t 

A+1 
+arx-i,  x+A.yx-i. 


158  Grüner t:    lieber  das  Inurp^kmonsproölem, 

Also  ist : 

1  1  1 
10)   .    .    ,Vx  =  yi+Är,,a.yi+a:a,  8•»2  +  ^8»4•y8+••• 
+  arx-a,  x-i.yx-2  +  arx-i,  x.y«-i- 

Nun  ist  aber  nach  9)  auch: 

y^    =yi+^i»8'yi» 

* 

112« 

ys    =yi  +^i>8-yi  +  ^«»  4-^a» 

11  2  2  2 

^4       =2^1  +^1»  B'^l  +^2»  4'y2  +  ^8»  6-^8» 

U.      S.,    W. 

V 

11  2  2  2  * 

also  nach  10)  offenbar: 

1 

yx  =  yi  +  (^1>  2+  ^2'  8  +  ^8»  4  +  •  ••  •  +  ^'«-2>  X— 1  +a:x-l,x)yi 

S 

+  (^2»  8  +  ^8>  4+  •  •  •  •  +^x-2»  x-1  +  ^x-l,  x)j?i,  8  'Sfl 

S 
+  (^8>  4  +  •  •  •  •  +  ^x-2>  x-i  +  a?x-l>x)^a>  4'3f» 

U.      S.      W. 

2 

« 

+  (a:x-a,  x-i  +^x-i»  x)^x-s,  x-i-3^*-J 

2 

+  arx-i,  x.^«-a>  x-i»J/x-«' 

und  folglich  nach  5): 

11) 

1  2  2 

yx  =  yi  +^^1,  x.yi  +«2»  x-a^i,  8»2(i  +^8>  x.^2»4*y2+'*-- 

. . . .  +  a:x-2,  X .  arx-f ,  x-i .  yx-a  +  ^x-i,  x .  arx-2> « -y«"^' 
Nun  ist  aber  nach  9): 
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2a,  3  3 

Vi    =yi  +^i»4-yi  +^2»5-ya> 

a  «  3  3  3 

^4     =y\  +0^1,  4.y,  +ara,  5.^2  +  ^3»  6-^3» 

a.    s.     w. 

2233  3  3 

yx-a  — yi  -f  ari,  4.^1  +ara,  5'^«+  ^8*  6'y3  + +^x-8»  x.^x-s; 

and  folglich  nach  11),  wie  man  mit  Anwendung  des  oben  einge- 
föhrteo  Zeichens  Xx,  x,  ß  leicht  6ndet: 

12  3 

3^*=yi  +  ^i,  x.yi  +-3r«,  X,  o*yi  +^3.  X,  o.ari,4.y, 

+  -A4,  X»  0  •  ^2»  5  •  ya 

+  ^5>  X,  0'^3>«*y8 
U.    S.    W. 

+  ^x— i,  X,  0  •  ^x-a,  X  .  yx-8 » 

also  nach  8): 

12) 

_  l  '2  3 

V'— ^1  +^i>x.yi+a;i,  x.ra,  x.yi +ar2,  x-arg,  x.^i,4-yi 

3 
+  ^8>  X •  ^4»  X .  ^a»  6  »y« 

U.   S.    W. 

,  3 

-f-  OTx-^»  X .  arx-i,  X .  ^x-8»  X .  .yx— 3. 
Nach  9)  ist  ferner: 

^3  4 

s  3  4  4 

^3      =yi+^l>  5^1+^2»  6-^2» 

S  3  4  4  4 

3^4  =yi+^i»öyi+^2^6y2+^3»r  ys. 


U.      S.      W. 


* 


33444  4 

y»-3=yi+^i>6'yi +^2»6*y2+^8>7*y8  +  ••••  +  ^x-4,  x.yx-4; 
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also   nach   12),    wie   man  mit  Anwendung  des  oben  eingeführten 
Zeichens  Xx,  x,  fjt  leicht  findet: 

+  -^4»  x>  1  •  ^2>  ö'S'« 

4 

II.   s.   w. 


4 
+  Ax— a»   X»  1  .^x— 4»  x.yx-4> 


also  nach  8): 


1  2  3 

13)    yx  =  yi+Ai,  x.^i+a;i,  x-^a,  x.yi+ari,  x.^2»  x.^s»  x*3^i 

4 
+  ^2>  x»^35  x»^4»  x-«3?i,  5»yi 

4 
+  0^3,  x.a?4»  x.^ftj  x.^a»  ««yt 

4 
+  ^4>  x*^6>  x»^e»  X'^3>  r'ffs 

u.  s.  w. 

4. 
+^x-3>  x.^x-2>  X  .  ^x-i',  X  .arx-4,  x*yx-4' 


Nach  9)  ist  jetzt  wieder : 


4  4  5 

4  4  ö  .  ö 

4  4  ff  öd 

u.     s    w. 

4  4  5  6  5  A 

yx-4==yi+^i>6'yi+^a»r-.ya+^S5  8-3r3  +  ••••  +  ^x-5,  x-s^x-»; 
also  nach  13)  auf  ähnliche  Weise  wie  oben: 


also  nach  8):  '     -.•^-..^.-       .-i    -F 

**)       •    • yit  =  yi 


^*-     -i 


5 

-f*  0:39  x«^4»  x«^6«  X'^O»  x*^a>7*y3  ' 

'  6 

o.  <s.    w, 

-^  -  0  •»  'i- •••  ■..;■■*{  • 

T  ^x— 4»  X  •  a?x— 8>  X .  ^x— a»  X  •  arx—i  9  X  •  ^x— ft»  X  •  ff»^^* 

Wie  man  auf  diese  Artr  .^weiittr-  geiVenc  bMil,  anterliegt  nicht 
den  geringsten  Zweifel,^ so  dass  man  also  jetzt  im  Allgemeinen 
die  folgende  Formel  erll&U:  ^A -v  /     *  -  .;.^-  .    ;    \ 

1  /'"       .-i       .li 


+  ari,  x.ar«,  x.^i 


5 


-f  -^1»  X  •  ^s>  X .  ^3>  X  .yi 

-T^lf  X»«*^  X'ÄTg,  X*^4>  X«yi 


i    (fD*>fl    I  ,•')'» 


U«  S»  W,  »■'•<.  ">      J  .r  .- 

+  ari,  X  •  ^2>  X .  ^3.  X . 3^4»  X .  »it  •  ^»—1  i  x*yi 

'0.  l'^*   "    -  1  '        ^       I 

+  ^%$  x<^3»  X'^4>'X.^a>  X»  •  ••O^Vi  x»^i»  »4-1.^1 

+  fl?8»  X  »^4t  X  •  ^5«  X  •  «Tft,  X •  •  •«  ^v-f-l»  X  •  ^2>  »-I-2  'Sfl 

+  ^4»  X»  J^5»  x*^o»  x»Xff  x**««^i4-2»  x»^8»  1^-1-8*98 

U.      8.      W. 

11* 


^^    ' 


i 


•V.  f    .    -    ..  ..    ;  % 


0 

f  4'^if  if»^%*  x*^9»  **yi 

•{-^If  K  .a?0»  x'^89  »«^4»  «-yi 


i*'^   ji 


I'.  "■ 


I  t. 


( ' 


also:  ,  ,    . 


IS). 

I 

•  y^=yi.+^*>e«yt 

I1'  "itf     • 

(.  '  H  in 

•f-O?!»  K«^  x*^8»  X*^49  it*yi                   '^ 

!r  •'     '1        t 


O.      8.      W» 


'f~*i^i  »X  •  ^i^  X  •  ^9  x  •  ^4»  « •  •  •  •  ^x— if  N  •  yi » 


oder  Dach  1) : 


^'     «  . ;  '    I 


:  »7) 


i 

1  .  u 


y«=yi+(^x— :ri)yi 


+  (ät^— ari)(a:x— ;ra)y, 


I       •  -  »••       •  ^-^  •       .     ■         d-     '''       <    ri'V.     .;    .j  I 


+  (o^x—- ^TiK^^x — a:a)(arx — ar8)yi 


+(d?x  —  a?i)(a?x  —  ara)(arx  —  ^aX^x  —  «4)yi 

;  *.    '  i        .   ■  .  1  ■      *  •  , ^   *  .        •    «i  '* 

U.      8t     W. 

«-1 


■■   1 


+^»'^crt)(««  ^«^(««f "-  %)(^^«4)  f»'-^«'«  —  *jf-i)5'i' 


wonadi  iHe  CoeAcie^mi  der  «I^tmllNHi  j(%ir  m  in  den  in  Reda 
ftehenden  Productea  sieh  leicht  nach  nnd  nach  berechnen  lassen. 
hdqiesdeBte  eombiuatoridcne  t*orme1n  werden  sich  leicht  ent- 
irickehi  lassen,  inrfirden,^liybi'beifmtt»enschen^Aechnungen  weniger 
Beinieiiilichkeit  darbieten  als  die  vorstehenden  recurrirenden  For- 
ffleln,  weshalb  wir  es  liibni  Tür  huthig  hamn»  uns  mit  deren  Ent- 
wickelung  hier  za  beschäftigen.   -^     r 

Wenn  die  (5lt«isefP' ^ -  •  -  ''':^-—  '^(sx-^x)'  tt - -.) 

eine  arithmetische  Reihe  der  ersten  Ordnung  bilden,  deren  Dif- 
fercD«  ^xi  ist,  so  ist  allgemein  ^^'^i.  -^^  "i^h  d'>*;ii  07/ 

Bwl  folglicb 

19)    .     .    »>  >-W;i  =  a:A-«x  =  (l— Jf)^«!- 

'  '<  >ifßb  I'iiii 
SetzeD  wir  nun  wie  eewOhnlicb: 

.  1^'.  -  iV. 

^  '«i''^  '  ■  i  )  — •  J  >'  ■■'*■ 

^     =»8— (2)i-»a"f(2)8-irr. 


X) 


u.    s.    w. 

.'      .^.     .u 


^"Vi  =yn-(w-l)i  .>-if  (n-l)a.y«-«-....+(-l)«-».(n-l)«-.i.yi ; 
10  ist  offeUmV  ncifelt  }{ 2.  mit  Rücksicht  auf  die  Formel  Id): 


nmltipllctrt  sind,  rmtet  dieser  Fenn  danmsteHMv  ^^/^  Meh^deo 
allgemein  bekannten  combinatorf#<(ben  Regeln  and  Sätzen  keiner 
Schwierigkeit  unterliegt.  Am  beisten  wird  man  aber  immer  thm, 
die  CoefBcienten  der  Potenzen  von  x  In  den  verschiedenen  Pro- 
docten  nacb  der  Reihe  snccessive  aas  eltiaiider  zu '  bdrechneD. 
wozu  die  folgenden  sich  leicht  ergebenden  Formeln  dienen.  Mau 
setze  allgemein:  *    ""^  >;  f 

also  in  analoger  Bezeichnung:     .y     ^     ^i 

=  4 +.Cia:+ Ca^r«  +  Caar» +  ...,  + Cxar»; 
sojst^  weil  .       ,   .  ,.    .  ,  ;      ^      . 

Ist»  offenbar: 


*  X— 1 


ti  '      .'J 


.    ;,  # .  » 


C<|    =s  Ci    —  c^ÄTx» 

X  X— 1  X— 1 


u.  s.  w. 

X  X— 1    .^      X— 1   .• 

Gc— 1  =  Cx-^i  —  Cx— JU2?x  » 


Cx     =  Cx-1 ; 


^ .   .  m'^ 


and  man  hat  also  die  folgenden  Formeln : 


M)  —  "^  ^0^8  »     Ci  ^  Co  -—  G  ^8  »     C|^  ^^  T^  —  C%^»    ^  =  VI » 


u.    s.    w. 


wonaeli  ü»  CoeAcie^mi  der  .l^tmaiA  «Amt»  in  den  in  Rede 
•tebenden  Prodoctea  eidi  \w^  nAch  qnd  nach  berechnen  lassen« 
faidependente  combiuato'riiicne  t^örmeln  werden  sich  leicht  ent- 
wicMn  hissen,  wfirdea  %hte.'bei  fmwnertse^n-Aeehnungen  weniger 
Beqnemltehkeit  darbieten  ^,  die  vorstehenden  recurrirenden  For* 
mein,  weshalb  wir  es  ul^hi  Yäf  huthi^  hat&uT  uns  mit  deren  Ent- 
wickelung  hier  zu  beschäftigeM.   -^     i' 

Wenn  die  Ü^S^ernff  >  •  •  •  (t"^-—  ^Xs^  —  ^)'  t». -  ■'■) 

eine  arithmetische  Reihe  der  ersten  Ordnung  bilden,  deren  Dif- 
feren«  ^x^  ist,  so  ist  allgemein  '^^o\-  -O  nub  doDfi  07/ 


wkI  folglich 

abo: 
19) 


Setzen  wir  nun  wie  gewöhnlich: 

« i\V  --  iW 

20) 


yi     =3fi 


u.    s.    w. 


^"^^1  =y«-(«7"l)i  .^n-if  (n-l)a.y«-.«-.....+(-l)»-^  (n-l)»-.i.yi ; 
«0 18t  offeUmV  näclt  };  2.  mit  Rücksicht  auf  die  Formel  Id): 


19t  »rnm«r.ti  mttr  <M>  miirßMilimm1>*f» 

aus  20)  eiafiahrt,  so  «AMt-  inspi» 

.... +  (-^l)»-».(n— l)ii-i.Jfil. 
folglich,  wenn  man  diesen  Ausdruck' nach 

l/ip  »•»  ys*  y4f--y*.        ^ 

ordnet:  i.        . 

-     ....+(-i)*-"<«-i).-'(^)J* 

+i(^),-«>'(^X-^>'^'^).-- 

....    ....  +  (-1)-«(«->m(^XJ3'« 

+ l(^).-'*'('^).*-^'""^"-'*"-'('5)-l  *• 

,  .     *.     .  r  .  /      i        .  ■    ;  -  U»      S    '  W.  ,  !    '    -  y  '''     - 

>         .,  V     T^v  'i'«!  A-* 


j»  # 


aritlmietische  Reibe  der  ersten  Ordnung  bildender,: iMtap/iitiA 
fleicheo  Interyallen  fortechreiteDder  Werthe  der  ak  unabhängig 
betracbtetenrlr^rl^derÜelii^O^äBse!  iet^^  dae8iato«-dtoi0=FerBUn 
nnmi^elb^r  unter,  der  allgemeineii_FormiQl_17X  ale  eia  besonderer 
Va)!  eDtbalten  tsi  und  daraus  6ebr  leVcht  hervorgeht.  '  * 

Statt  nach  den  Grössen 
iuuMi  man  die  Formel  21}  aneh  nach  den  GrOssen 

.^  »  ,     yi><y«f  **»  y*" *•••**!.     ,1  ^ 

fortschreiten  lassen« 

Be?5^'ür{^~ä(^er  ^nr^nfwickeluDg'  des'  betretT^Tifdän  Aüs&riibkfl 
ffbei^geben  koiinen;"  müssen  Wir  die  fönende ,  kn^h*ait  steh  in* 
teressante  Betrachtung  über  die  Binomial-CoeiBcienten  anstellen« 

Unt^r/der  Voifanssetzu^i  dass  X  und  ^  positive;  gf^nze  Zafi^ 
len  sind  und  n  eine  beliebige  Grosse  bezeichnet,  wollen  wir  die 
Reibe '^-  -.'-.■-  1- A  — ;\;;ti -~  \ —u^    •;-- -u,.      --    -u)i-^^-; 


.V  . .     •.  V  ; 


in)X,  ~a  +  l)iV(«)A+i,  a+2)a.(n)A+«»  -.»  (-l)*i^*+f*)iu.(«)A+/* 


I » • ' ' «' 


zu  sumroiren  suchen  ^  und  wollen,  indem  wir  die  Summe  dieser 
Reihe  durch  fl^,  ]|)-bezeichBe»i ^  ..,:...      .,..  i  ^,  .'^^l 

22)    •«•••>•     •    /(*>  *l)  .  ,   ,  •    •   •  ,  t 

=  (n)Ä-a+ l)i  .(nK+i  +  a+2)^.rn)A+a-.o.  K-l)*KÄ+fiV-(«)H^ 

setzen« 

Nach  einem  allgemein  bekannten  Satzb^'tibär^dli^'SbeM^ung 
der  Binomial-Coefficienten  ist: 

Rl,ii)=:  («-l)A-i  +(n-1)A 

''      ''^(i^H3),i(i»aiij»f»j-(i'i-^i(»--:J*»f»<)  «  ^  n .;;  \ 

+ (- 1  Wi + kW- (»« -  l)^M-i  +  ( -  W1  + f»)/.  •  («  -  Ja*#, 


aus  20)  eioCahH,  so  «ribUt'  Ina^^ 


.  * 


+ C^^O.^*""^^'  ^^*  "**  ^^•'**  ~  ^^^*  '*'* 


U.      8.      W, 


.  C^zifi^    I «,  -(n  - 1), .  »»-1 + •(«  ^  1)*  •  y«-^«  -^ . .  •  . 

....  +  (- l)'^».(n-l  Vi -ftl' 

folglich,  wenn  man  diesen  Ausdruck  nach 

Vi»  »•»  ys»  y4f--y*,        * 
ordnet:  , 

>=)Mi).(^).+<ä).(^0.-'"'(s?).t  • 

-    ....+(-ir^(»-iw(^)J» 
+  I(^).-'^(^).W'^).-- 

.  -  ,  \  -  .         -         . 

+  l(^)r™(^).*-+<':"^"-'>-(^)-l* 

U*       S     •  W.  '•*    '     ^ 


'  ,    I 


'  4 


l     .. 


Nach  '25)  und  26)  ist; 
/(l,  «)  =  /K0,  n— l)  +  (_l)^.(n-.l)j.(«-iJ9^ 

=  (- »)^ .  («  -  2)m  +  (- 1)^ .  («  -  l)i .  (n -2)^ 

=  (-1)^.1 1  +  (I»  - 1),  K»-2)p. 
also: 

27)  .    •    .    •    Al.n)  =  (-*l)^.(n),.(n^2);.. 
Nach  25)  und  27)  ist: 

m,  «)=Ai.  «-i)+(-i)''.o»-i)i.(«-3)^ 

:  =  (— l)^.(«-l)i.(»— 3)j„  +  (-l)/'.(n— I),.(n— 3)^ 

=  (— l)/'.{(«-l)j +(„-l),}(»_3)^, 
also: 

28)  .    .    .    .    /I[2,  n)  =  (-l)^.(w),.(n_3)^ 
Nach  25)  und  28)  ist: 

/i3,  »)  =<; /(2,  n- 1)  +  (^  l)/».(il-l)s.(n— 4)^ 
(     -=(— l>'-(«-l}».(»-'*)M  +  (-l)^.(n-l),.(«— % 
=  (- 1)A«.  { (n  - 1),  +  («- 1),  I  (»-4)^, 


'    \ 


M)    .*.    .    .    A3,  n)=(-l)^.(n)3.(ii-4> 


A*- 


Wie  man  auf  diese  Art  weiter  geben  kann,  ist  klar,  und  es 
ist  folglich  allgemein: 

iO)    :   .  ' .     /^l,  n)  =  (Hly. («)ii .  (n -i ~  1)^, 
also: 

ai)v    .    .  ■.    .     (-l)/'.(n)A.(n— i-l)^ 
*<«)^-(1+1)i.(«)a+i+(*+2),.(«)a+»--.+(-1)^.(H»»)m-(«)Hi- 

j.  a 

y^enn  man  nun  In  den  Ausdruck  21)  die  Werthe  von 


um  90)  «iafiOM,  «o  «Aitt  im»: 
f  —     9t 

+  ('^^)^Jy.-(«-I)iff-i+*('»-lJ«y-^*— - 

I  _ 

folglieb,  weno  man  diesen  Aiisdnick  nach 

yif  y%f  y»>  y4»-'--y*        * 

ordnet : 

.     ....+  (-l)->(»-IV^(^)J» 

I 

+ 1(^)  - -+<-«-^«-'>-(^)J'' 

•  •  _       ^  I   '  I    • 


U»     8       W 


+|(^).-.-<"-».(^)...l'" 


also  nach  31),  weoo.ina^  JUlel^upfll  Me|^ip  dieser  Formel 


1  =  0,    ,»  =  n-l\    «='*^; 
1  =  1.    i»=«-2.    n=^^; 

(  *  -  ,  •  «^^1 


Aä3,    f*sfi— 4; 


n 


BeUii 


32) 


'  •       -       ..'..■ 
l  =  n-2,    ,.=1,    n  =  ^^{ 
1 =»-!,>  =  6,    "«^^ 


*<-'K'-^).(^-0..». 


U.     8.      W. 


§. ». 


>  t 


Die  vorstehende  Formel  kann  man  aber  noch  anf  eine  an 
**«'e  Art  aasdrücken. 


ZuvSrderst  ist  offenbar: 


\ 


if 
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^""^^        V    ^^i   Jo\   ^^l  )n-^ 

='^'~'^      •"  '  1.2.3....(n— lM«i— »  ' 

also,  wie  solgleich  erhellet: 

™^""*^      •  1.2.3... .(n  —  lMxji«-* 

Nun  ist  aber 

4?|  —  ^2  ^^  — ^^1  > 

u.  s.  w. 
,    ,     d?i-ar,i  =  r-(ii— l)4#i; 

also  \       .     . 

=  (_l)»-.i,1.2.^..,.(ii— l)Jari—», 
und  folglieb  oach  dem  Obigen: 

(arrf^2)(^— 'ar8)(a?*-a:4)(g— a:5)....(jg— -J?n) 

Ein  aUgenridioe^' Glied  der  Fonnel  32)  ist: 

Nun  ist  aber: 


ent»*f*i   Mer  4m  iat$rßHtUton»piv*Um.  173 


t  '  .  ~ 


l*  J.  ö.«  ».X 


1.2.3....(«— «— 1) 


folglich  offeDbar: 

V   ^Xx    /A    -^«1  /«-«c-1 

^  1.2.3....(n— »-l).^/.Ti«-*-> 

Es  ist  aber: 

.  «,     =  ^1  +  ^a?! , 

U.      8.      W. 

x^     ssar^-f-C«  — 1)^ari, 

a?x+«  =  OTi  +  (« + l)z/a:i , 

U.      8*      W. 

Xn     =ari  +  (n  — I)^ap4; 


also: 


V  ^.a?!  /x\  ^ÄTj  /i»-M-x 

l,2.3....«.1.2.3....(n-.«— l).^ari«-» 


Ferner  ist: 
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r  ■  •    -' 

:r»4.i — Xk^xssz     2Jxxt 

* 

Xm-^I  — Xk+2  =  —  ^Xi , 
U.      6.      W. 

1 

folglich  -^  , 

i-(--IJii-x^i,i;2.3-,..«.1.2;3....(n-^x--l).-^j?i*-^; 

» 

und  daher  nach  dem  Obigen  offenbar: 

(x  —  Xi)(X'^Xt)....(x^Xx)(x  —  Xy+^)....(X  —  Xn) 

^  (xx+i—XiXxx^i — arj) ....  (ofx+i— ^«xKarx+i— «x+2) . . . .  (xjf+i— o:») 
Also  Ist  nach  32): 

_         (ar--ara)(a?—  Xb)(x-:  x^)(x — arg) ... .  (x^Xn) 

"*"  (^8  —Xl)(x^  —  X^(x^^X^(x^-'Xi)..,.,.(x^  —  Xn)^^ 

"*"  (a?4— ari)(ar4— art)(«4  —  «8)(^4-~'^6)  •  •••(^4— ^ 

'••      ..I.       ,■*■*  '     •••      '  •'.' 

.  ^f    s.    w. 

{x-'Xi)(x—x^(X'-Xs)(X'-x^ . . . .  (ax  -:  jri».>i) 


Freilich  ist  di^of^  Formol   hier  ovr.uptec  4er  Voraassetsaog 

beiriesen  worden»  dass  die  GrOssen 

-■-*•.'■'  '     .    '         ,      •  ' '        '  ■ . 

eine  arithmetische  Reibe  der  ersten  Ordnong  bilden.  Man  ftl^bt 
aber  derselben  .iinf.d^i^  ersten  Blick  an^  dass,  weiche  Werthe 
aocb  die  Grossen 

* 

•  

0C\  f  ^%9  ^j  9  ^4*  •  •  •  •  ^n 

'      '  *   - 

haben  mogen^  in  Völliger  Allgemeinheit,  wenn  man  fär  x  nach  und 
nach  die  We^he  t 

setzt,  die  Fanction  ^,  welche  offenbar  eine  ganze  rationale  alge« 
bni^che  Function  des  (n— l)sten  Grades  von  j?  ist/ respectlve 
^Werthe  ' 


<» i . . 


.Vi>  ya*  Vis  tf^f'-yn 

Mtf  so  däss  also  durch  die  Formel  33),  welche  von  Lagrange^ 
gefanden  worden  ist.  In  der  That  das  Interpolationsproblem  In 
grusfiter  Allgeraeinheit  aufgelf'ist  wird. 

§.  10. 

In  der  That  bedarf  die  Formel  33)  eigentlich  gar  keines  Be- 
weises, weil  der  Beweis,  um  so  zu  sagen,  in  ihr  selbst  Uegti. 
Für  den  Onterrieht  kann  man  Inders  die  Sache  zweckmässig  auf 
folgende  Art  darstellen. 

Um  eine  ganze  rationale  algebraische  Function  dee  (n — I}sten 
Grades  von  x  zu  finden,  welche,  wenn  man  für  x  die  Werthe 

X\  f   X^y  »^Si  •''4»  ••  ••  Xn 

•etzt,  respective  die  Werthe 

tAUt,  suche  man  zuerst  eine  ganze  rationale  algebraische  Func- 
W  des  (tt  — l)#ten  Grades  von  ^,  welche,  jwei\n  man  fifr  x  die 
Werthe 

Xi  f  Xay  ,  ,>f  Xü-Ai  Xx^t$***»Xn 

s^t,  verschwindet,  und,  wenn  man  ßlr  x  den  Werth  Xn  setzt 
den  Werth  yx  erhält.  Eine  solche  Function  bezeichne  man  durch 
«x.   Da  aach -der^yoradissetzung  die  Gfltosen 


170  ßru$Mfi:   iM^t  4m9  h^rp^aikm^^^lHmn. 

sämmtlich  onter  einancler  ungleich  sind,  so  ronss  nach  einem  be- 
kannten Satze  von  den  ganzen  rationalen  algebraischen  Functio- 
neo  tfjf  durch  das  Product 

•  (4?— a?i)(j:  —^2)  •  •  •  •  (^  -*  ^x— 1)(4? ""  *«+i)  •  •  •  •  (^ — *«) 
ohne  Rest  tbeilbar  sein,  so  dass  also 

tiji  =  Jt(a?— a:i)(j?— a:j)....(ar— ;r;t-.i)(ar— Xjf+i)..,.(a: — ««) 
ist«  wo  K  nur  eine  Constante  sein  kann,  da  Ux  und  das  Product 

beide  ganze  rationale  algebraische  Functionen  Aes  (n— 1)steo 
Grades  sind.  Um  die  Constante  K  zu  bestimmen ,  dient  uiiadie. 
Bedingung,  dass,  wenn  man  für  x  den  Werth  Xx  setzt,  y  det 
Werth  yn  erhalten  soll,  was  uns  die  Gleichung 

yn  SS  KiüSn"^ x{){Xm  —  %)  -  •  •  •  {Xx  —  Xx-^\){Xx  —  '-STx-l-l)  •  •  •  •  {Xx  —*«!)» 

also 


JCs 


yx 


(arx— oriXa:«— arj)....(arx  — arx-i)(a:x— arx+i). ..  .(a:x  — ar«)' 
folglich  nach  dem  Obigen 

-J      (^  ""  ^t  )C'^^ — ^a) ....  (3? — arx~i)(^ — Xxj^\)  . . . .  (a; — jt»)  . 
***  ""  (^x— ariXarx  — «aJ«) . . . . ixx'*Xx-i){Xx  —  a;x-fi) .. . . {xu—Xn) ' 

glebt 

Hiernach  sind  also 

___  iX'^X^{X'—X^){x^X^{x^X^)....{x — Xn) 

_  (x—Xi){x--X^){x^X^(X'-Xf;)....{x--'Xn) 

__  (x—XiXx — X^)(X''^X^(X'-X^)....(x-^Xn) 

^    _  iX'-Xi)(X'-X^)(X'-X^)(X'-X^)....{X^Xn) 

*       (0:4— 0:1X^4— ^a)(^4—^a)(^4—^«)-"(^4— "«?••)**' 

•         * 

u.    s.    w. 

—        (^ — Xi)(x-'X^(X'^Xg)(X'^X^.,».(x-'Xm^l) 

***""  («•— ar|)(j:n  —  x^ixn—x^Xxn  —  x^.... (or«— a?»-.i) *" 


Qrmnifii   möer  dm  imerpoMian^fir^biem, 


in 


«Xomitlich  gaaze  rationale  algebraische  PonctloDefl  dea  (it  —  ])aten 
Grades  von  x,  welche  TerscbwiiideD,  wenn  man  nach  der  Reihe 


X=iX^,  x^,  x^,  Xu 


>  •••. 


JSn% 


x^^Xif  arj,  a?4,  x^^  •••.%i 
x:=iXx,  x^,  x^,  x^,  ....  a:«; 
x=zxi,  x^,  x^,  a^,  ....  Xu; 

u.    s.    w. 
d?=5ia?i,  asj,  a?8»  «4*  ••..^«.i 


setzt,  und  welche  die  Werthe 


Vi»  y«»  s%>  y4>  ••••y« 

erfiatten,  wenn  mah  (Br  :r  cHe  Werthe 

^l>  ^j  a^>  ^4,   •..*Xh 

setzt    Also  ist  offenbar  die  Samme 

«l+%  +  «%+tt4  +  -  — +  M« 

eine  gaaze  rationale  algebraische  Function  des  (it— l}8ten  i^jcades 
von  «,  welche^  wenn  man  fflr  x  die  Werthe 

Xi,  x^,  X^,X^,  ,.,.Xu 

setzt,  respeetive  die  Werthe 

yt»  ih*  yn»  9^p  •»'•  9n 

•         *  *  -  "  * 

erhält;  und  bezeichnet  man  folglich  eine  solche  SnUctiön  von: jr 
überhaupt  durch  y,  so  ist 

y  =  Wl  +  «%|  +  t%+-«4  +  .-.  +  M|i,    . 

folglieh  nach  dem  Obigen: 


nSv'  ^umtH:  felxr  4lm  ifm^ß^Mtomp^^i^mi. 


1  I        .  •^ 


1      >»'   V 


(j?  —  J?|)(J?— a?8)(ar>— j?4)(j?-— j?5) .  >. .  (j?— j?«) 

"''  (jp^  —  ^1 )  (ars  —  a?a)  (a^ — 0^4)  (a:,  —  0:5) ....  (j:,  —  a?«)  ^' 

"*"  (0:4  — ari)(a?4— a?2)(ar4— ar«)(.r4— ar*) ....  (5:4—0:1»)^* 

•  •     •     •«».»«•        i. 

U.      8.      W. 

'         i 

welches  die  schon  oben  gefundene  Formel  ist 

Die  nierkwiirdige  Formel  17)  Ton  Stirling,  deren  allgemei- 
ner Beweis  der  Hauptzweck  dieser  Abhandlung  war,  scheint  mir 
bei  der  Ausföhrung  von  Interpolationen  für  nach  ungleichen  Inter- 
vallen fortschreitende  Wertbe  der  ab.  -iinajlih&ng^g  b^frac^eteo 
veränderlichen  Grosse  der  obigen  Formel  von  Lagrange  vorza- 
siehen  zu  sein,  und  ich  n^ochte  4<4^^  J®A<B  ^^^'^^^^^'S®  Formell 
die  bis  jetzt  wohl  wenig  Beachtung  gefunden  hat,  der  Aufmerk- 
samkeit der  Mathematiker  em)ifehl6Q.'  1    , 

t  *  * 

'  >  ^  ♦'      t         ^t 

§.  IJ. 

^Icb  will  dles^  Abhaffi^hing  mit  einigen  allgcfmeirten  BMA^^fa«? 
gen  fiber  die  Anwendung  der  im  Obtg^' ertMdcelten 'htefpoh' 
tionsmethode  in  den  Naturwissenschaften  schliessen. 

'  * ' 
Wenn  zwischen  den  Grossen  or  und  y  eine  gegenseitige  Ab- 
hängigkeit Statt  findet,  und  y  als  Functr^  Von  ar.j]^ti;achtet  wiidj 
60  nehmen  wir  nach  dem  Obigen  also  an,  dass  durch  Versuche 
oder  Beobachtungen  eine.  Reil),e  eilender  ^tsprechender  Werthe 
von  X  und  y  bestimmt  worden  sei,  etwa  n  an  der  Zahl,  welche 
wir-wleder-dnilsh'«'- •--^'  '  j''*   '•».-*'■•';    i..      .v«d..'-K-Hl   iv^f   :.:.•. .1 

Xxi  x%i  x^,  a?4,  ...•^n;  ■  ^ 

ifi*  »2>  ys^  .^4!  -••»•*       • 

bezeichnen  wollen.     Dann  lassen  sich,  ,«vi0  ibßl(f^nf|t„?9^ftf|at^9r 
serer  obigen  Methode  die  CoefBcienten 


#rirhMr«r  .»>c^*<»  MiffßiM1empßM09k 


der  gaoseo  wlioDalenl  algefcf  Üfheii  Fulliaioii^4eg  (n— ])8ten6ra- 

das  voo  x:  *        .  .    .,  i  >      i-  . 

SO  bestiminen«  dass  diese  Function»  wenn  man  in  ihr  fflr  x  die 
Werthe  .  ' 

a^<^  -4%»  ^,9  «^9  r-r*  '^ 
Mtet,  i8flp4cthre' die  Wcftiie  •   v  <*   ' 

9i»  9t»  y^»  9^9  "^yn 
erliält 

Ifän  %ber  sind  hierbei»  wie  ^s  -eiir  scheint,  eigentlich  zwei 
FSlIe  za  unterscheiden»¥die  jnan:  hi«her  in  der  Lehre  von  der 
Interpolation  nicht  gehörig  noters<;bieden  hat»  so  wichtig  nach  mei- 
iMT  Meinung  auch  diese  Unterscheidung  ist. 

Erstens  kann  nämlich  das  Gesetz  der  Abhängigkeit  der 
Blassen  a:  uiid'y  ton  einander  ein  theoretisch]  .'demotistfirtes^ 
also  a  priori  bekanntes  Naturgesetz  sein  *).  Wenn  z.  B.  ä:  d^n  St- 
AUS  der  geographiscbefi  Breite  und  y  die  derselben  entsprechende, 
fai  einem  gewissen  Maasse  ausgedruckte  Länge  des  einfachen 
Seeunden- Pendels  bezeichnet»  so  lässt  sich  bekatinilich  ku^  A4tt 
Gesetzen  der  allgemeipen  Sjchwere.  ^it  geometrisf^er  E^videnz  her- 
leiten» dass»  *wenn  Aq  und  A^  zwei  gev^isse  Constanten  bezeichnen» 

y^^A^+A^pil^ 

ist»  so  dass  also  diese  Formel  ein  tbeoi^tisdh  dentensirlHes;  ti^^ 
lieh  a  priori  bekanntes  Naturg^sejtz  .ausdrfickt.  Hat  man  nun  durch 
Versuche  und  Beobachtungen  efne  Reibe  einander  entsprechender 
Werthe  von  s  und  y  bestimmt,  deren  Anzahl  imvorliegend«i»f  attfl 
jedenfalls  grosser  als  2  §ein  muss;  sind  z^B.**)  die  Werthe 


/ .. 


1 


...  .  .  .     ^i>  .^a>  ^3>  ^4>  ^^.9  ^f      .  1       T 

«<»D  «dleiSipQ«!4er.geogniphJscbön  Breiten?     .  » // 

3SP.    39'.    46'^  (Formentera) 

44.     36.     45    (Figeac)  ,    , 

t 

*)  leh  weiss  sehr  wohl,  dass  man  diesen  Fall  bisher  gdr  bfcbC  in 
den  Kreis  der  Interpolation  |^esosen  li^t;^trweiae  aber  auf  meine  fol- 
gende Exposition. 

**)  Biot:  Astronomie.    Paris.  1810.    t*.  IH.  Adtf.  p.  1«4. 
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44.  Sa  >iK  (Bofde«iiz>: 

46.  48.  4  (Clennoiit) 

48.  SQ.  15  (Paris);   .  .. 

51.  2.  8  (Dankerqqe) 


und  die  Werthe 


iv 


voo  y  die  entsprechenden,  in  Metern  ansgedrflckten  L|bigea  im 
einfaclien  Secunden- Pendels: 

0,7412617 

0,7416243 

0,74101S1  '      ♦ 

0,7417157 

0.7419262     . 

0,7420866; 

60  wird  man  nach  der  im  Vorliergehenden  entwicltelten  Methode 
aus  diesen  Zahlen  die  Coefficienten 

^Of   4»   ^*   ^8>   ^4>   ^5 

I 

in  der  Function 

bestimmen  können.  Wären  nun  die  obigen  Zahlen  mit  gar  keineo 
Fehlem  behaftet,  also  völlig  richtig»  so  rofisste  diese  Rechnong, 
weil  wir  a  priori  wissen,  dass 

y^Ao  +  A^* 

ist»  genau 

Ai=iO,  ^a  =  0,  A^  =  0,  ^ft  =  0 

und  f&r  Aq  und  A^  ebenfalls  zwei  gewisse»  TÜllig  genau  richtige 
Werthe  geben  ^.'  Da  aber  alle  unsere  Versuche  und  Beobadh* 


^)  Um  die«  näher  la  begränden,  so  klar  die  Sache  aneh  an  dch 
ist,  wollen  wir  annebmeo»  dac«  mittelst  de«  InterpolationsprobtedM  die 
Poettcienten 

^0 »  Ai  f  A^  9  A%  ^  A^ »  A^ 
•o  beetinunt  wofdea  «eleaf  dset 


■  * 


tongen  nothweiidif  jptett^nlt  Fehltni  fahret  Aki,  so  wird  »aii 
nur  nSheraogsweis^,  und  «war  jederzeit  pnit  desto  grosserer  Ge- 
nauigkeit; je  genauer  d|e  ßeobacbtuhgen  ,oder  iTersuche  ange- 
stellt'waren,     '  '     '    1 


• 

hu  W4ll  min  al»0r  als  -  a  priorf  beksnipt  tioMiu«gM6tst  wird,  dns  alt* 

t  ■  .  . 

y,  =  i<o  + -^«ar^*, 

y4=^o  +  '^a^4*> 

y« = 4>  4- .^<a«sS 

Zieht  man  diese  Gleichnngen  von  den  obigen  ab,  so  erhftll   hmm  die 
Gleichangeni 


r      • 


ilo'  ~  4»  +  4'««  +  W-^«,* 


|=sO. 

+  4,'»4» + 44'««* + 4.'**»  I 


-   • '  '. •  ^' > -  •  ■  ^  '  '. '  -    ! '    ^ . ;    t ,   ^  1  i ;  -^ '  ■» i  ?^  \  i "T  t    .  ^  t    " •  ;  ,  •/!  •  '  •"  !  i, 
erbalte^^    Ja  man  wird   das,  piit  gr^sse^r  ^  oder   geringerer  Ue- 

nauigkeit  krfiilltsein  der  vorstehenden  Gleichungen  aliSf  ein  Erit^ 

riam  der  bei  der  Bestimmung  der  beiden   Constanteh  Aq  und  J^ 

mittelst  der  obigen  Methode  erreichten  Genauigkeit  zu  betrachten 

sich  beiMiltetlU^teii^dM«ii..'.VMlelbiH  kiKl^ nkt^.W^HMtgeneigt 

sein^  d\e  cepip/gke,  Summe, 4er  Quadrate  ^def  Coefficienten  Ai, 

2*3,  2*4,  i^^;  nämlich' den  Bruch*         '     l  i^   i     i 


als  einB|aä|BlB  fl#f  bjel  M  Bebtitatfipihi.  4er  Cfiiista'^leiir^  und  4 
erreichten  Qenapigkeit  apzu^^h^n,.  Ailedieß^  Be^erkunj^n ,  die 
ich  übrigens  fiir  Jetzt  itfur  ohne  alles  tieferes  Eingehen  der  obigen 
Abbaadlung  anreibe,  bfihait^  natürlidi  nur  daiui  ihna  tdU«^  Gfit 
tigkeit,  wenn  das  theoretisch  demonstrirte  Gesetz  der  Abhiogi^ 
keit  der  Grosse  y  von  der  JSirufssO  «  ^h  durch  dne  ganze  ratio- 
nale algebraische  Function  von  an  mathematisch  ausdrücken  iSsst 
Wie  man  sich  aber  In  andere^  Fällen  zu  verhalten  haben  wfirde, 


«Ml  4«eNcli«aa4eBnqn  die  Co«f8<Bi«nteft 

Aq — Aq,  Ai  9  A^'-^A^,  A^  ,  A^  ,  A^ 

'-  ^-  '  '       •  '  i   —  ' 

nicki  AänbiDtlich,  so  wäre  :»!..► 

eine  ganse  rationale  algebraische  Function'. äelslfaiiAfib.  ßi^es  Voi  ^i 
welclie  für  di^  sechs  ungleichen  Werthe  arj,  ar,,  X^y  X^^  X^^  X^  ▼<>» 
X  versdiwärtde,  Was  nach  dem  Im  Archiv.  Thl.  XXXI.  Nr.  IL  S.30. 
unter  III.  bewiesenen  Satze  ungereimt  ist.  Also  müssen  die  obige» 
Coefficiepten  sämmtlich  TerschwindiA,  oder  ot/Wass     ■      *  '^ 

sein,  ^ir  oben  behauptet  wurde.  l9asfe^  die  ^re^ssen^i^^^^^i/^^«* 
«s«'^s  Sämmtlich  unter  einander  ungleich  ihidy  liegt  In  dw  Natnr  d«» 
Interpol^iutfsproblenw  wA  ^erslnlit  ifeh  dahw  von  selbst.. 


atim^fif  e$lf9r  4ii^  MerpakOionsprMem.  18$ 

weiss  jeder,  wer  mit  der  Methode  der  kleinsten  Quadrate  bekannt 
ist»  worüber  daher  hier  nichts  weiter  zu  sagen  ist 

Zweitens  kann  das  Gesetz  der  Abhängigkeit  der  Grösse  p 
von  X  Oberhaupt  unbekannt  sein,  welches  der  gewöhnliche,  bisher 
inniger  nur  allein  betrachtete  Fall  der  Anwendung  des  Interpola- 
tioDsproblemS  Ist  Dann  kann  man  also  nur  hypothetisch 
annehmen,  dass  die  Abhängigkeit  der  Grosse  y  von  o?  doreh  die 
Formel 

avfigpf^^ckt  ^J^ii^i^  und  die  Coefficie^^ten,  ; . 

mittelst  unserer  obigen  Methode  bestimmen.  Von  der  Formel, 
welche  man  auf  diese  Weise  findet,  wird  man  aber  immer  nur 
sagen  dürfen,  dass^  <^rch^  dieselbe  das;  G,ese^  der  Abhängigkeit 
deiGr^sQ^  von  a?ii  innernalb  der  beiden  äussersten  Gräb- 
zeo  ifer  angestellten  Beobachtungen  oder  Versuche', 
mit  desto  grösserer  Genauigkeit  dargestellt  werde,  je  mehr  in  den 
beiden  Reihen 

•'•-'        ■..f—  .  ...       .,  >     ^     i        y  .'''11 

1^  ^lederjn  st^iigi^rtO^erc'pn^iquijrlicher^FqlgiB  fprtsclireir 
-teiu  iMel^  wM  sich  in  d,iesei^  Falle,  nie  behaupten  lassen,  »wo- 
bei ich  aber  nochmals  bemerke,  dass  ich  für  jetzt  hier  nicht. di^ 
Absicht  habe^  diesen  Gegenstand  weitläufiger  theoretisch  auszu- 
'fllbreii,  sondert  ^inlch  fnlt  den  obigen  allgemeinen  Andeutungen 
"VprlSüfig  begnüge. ' 


I 

'  1    I 


l'  1 


l 


'  1  *  ■  '  • 


' ;t     ,  1  • i  ■  •  ■' 
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XVI* 


Zur  Integration   einiger  linearen  Dififerentialglelchan- 

gen  der  zweiten  Ordnung. 


Von 


Herrn  Doctor  A.  fVeiler,    ' 

Lebrer  der  Mathematik  an  der  höheren  Burgerschole  tu  Mannheim. 


-  i 


In  dem  288ten  Theile  dieses  Journals  S.  271.  giebt  Herr  Pro- 
zessor Wolfers  die  Ent«vickeldng  einiger  sthon  von  Euler  auf- 
gestellten  Integralgleichungen.  Dies  war /Veranlassung,  die  Inte- 
gration der  entsprechenden  linearen  Differentialgleichungen  noch 
)lnders  zu  versuchen.  In  dem  SOsien  Theile  Sl  '20^.-  äodet  riA 
eine  Vollendete  Darstellang  diesc>r  Integrationen  von  nerm  Pro- 
fessor Loliat  tu.  •  .         : 


.,..1 


^  lassen  sich  unzählig  viele  aqd^e  liqeare  DiATgrentialj^ei- 
chungen  angeben »  deren  Integrale  in  ähnlicher  Weise  fr|e  die  80 
eben  erwähnten  durch  Potential-,  Exponential-  uiid  logarithmische 
Funktionen  ausgedrückt  werden   können.     Je  weniger  allgemeio 
derartige  Differentialgleichungen  sind,   desto  eher  gelingt  es,  die 
Integrartioo  durch  wenig  Rechnung  zu  bewerkstelligen,   da  mao 
sich  dann  um  so  leichter  den  besonderen  Eigenthümlichkeiten  der 
Differentialgleichung  anschliesst.    Wenn  man  aber  eine  grossere 
Auswahl  solcher  Integrationen  vor  sich  hat,  so  findet  sich  durch 
die  Vergleichung  eine  gewisse  Uebereinstimmung  in  der  Rech- 
nung, und  es  gelingt  alsdann  nicht  selten,  verschiedene  Differen« 
tialglelchungen    in   eine    allgemeinere   zusammenzufassen,    deren 
Losung  nicht  mehr  Rechnung  erfordert,  als  die  eines  besonderen 
Falles.    Was  die  oben  erwähnten  Differentialgleichungen  angeht» 
so  kann  man  fragen,  in  welcher  Form  etwa  allgemeinere  lineare 
Differentialgleichungen  sich  aufstellen  Hessen,    deren  Integration 


j 


in  der  bezeichneten  Weise  sich  gestaltet»  da  es  dann  überflüssig 
wSre,  noch  einmal  auf  die  besonderen  f'älle  znrilckzukomnien. 
leb  glaube,  dass  man  in  dieser  Absicht  mit  Vörtheil  die  folgen- 
dea.dreijFoianen  g^br^u<*t:         ,  ,  ,  ..:,.:,,.:..  ^      .;.  jm!  h.-h  i.yj 


.IM     '..!'?    ,        .! 


Icli  darf  mich  abet*  darauf  bescliränlcen ,  das'  Integrationsverfair 
reu,  was  h|^r  sam  Ziele  fährt,  und  die  Resultate/  wozu  man  ge* 
hiigt,  hur.'  anzudeuten,  da  ich  dies'  »usluhrticher  in  dem'  Slsten 
Binde  des  Ci*  eil  ersehen  Journals  gegeben  habe^ 

Die  angegebenen  Differentialgleichungen  werden  vor  Allem  in 
fifo/achere  Formen  umgewandelt,  indem  man  anstatt  der  abhän- 
gigen Veränderlichen  x  sowohl  als  der  unabhängigen  Veränder- 
iickea  y  neue  Veränd^üchö  eiiMielzi,  welbbe^als  Funktionen  der 
onprünglichen  gedacht  werden.  Auf  diese  Weise  gelingt  es,  die 
Gleichungen  1.  und  2.  in  allen  Fälfen  auf  die  einfachere : 

vttd  die  Clleleliufig^.  auf  die  eiilfd«here:  ^  - 

-.'.'.-         '   ,  (i  ]     •'■'  «'  ■'. 

soriS£l^£u(uhren.    pie;t|]leijqhunge;u  4*.  und.5.  Unfein : l^ec^nndere  blrt 
teg!ta(e  14 ^d^r  Fqf^ :  ;  .  *      .   ,<i 


;    :  ^^-  *-• 


^   1    ^     '  f  .  #  I 


^ir  P'ldiiW  liesfitiifmfe  Funktion  von  ü  ist,  die  Integrationsgren* 
^'«^tftiid^'tiiid  der  Ezponeifit  p  gegebene  Wertbe  sind.  Für 
^'^  Gleichung  4.  findet  man : 

»»d  die  Integrationsgremfien  tibo,'^i?*=0  lihd  rssyl'  f^tfr  ilie 
Gleichung  5.  aber  ist:  » 

'^^  XXXII.  18 


1M>  We{i0r:   Zur 'Biti^attwt  einiger  Htuäten 

und  man  hat  die  Integrationsgreozen  r=^J:'ODi'«==0«''iy^==r,''t/i=^y. 

Die  bestimmte-Ji^tegti^tloiLlS^  sich  ili  un^HIigen  Fällen  lyit 
Hilfe  von  Potential  - ,  Expoifential  -  und"  logihrithmisehen  Funktionen 
durchfahren  9  und  auf  f^i(|sem  {W^e  g^Iaugf  sx^n  daf^n  zu  Integral- 
formen  von  der.verttiligten^BescIiafepjljeit.  Mab  jertiält  Potentid- 
und  Exponentialfunktionen,  'wenn  einer  von  den  Exponenten  a 
und  b  in  der  Gleichling  6^  ^iiie  godkivä'  ödeir  n^gätlVe  ganze  2ahl 
ist  Die  Gleichung  7.  liefdrt  eine.  Potentialfunlc^lpn,  wenn  eine 
Ton  ,den  vier  Grössen  a,  b,  a  —  q,  b-j^c  eine  ponitiye  odei[,ne§i: 

fiye  ganze  Äaht  ist      Ausserdena'gpl^ngt  .iiw»,/M  *%^ 
schjedenen    Poteniialfunktionen»    wenn    von    qen    nacn$tejieqitep' 

sechs  Paar  Bedingungsgleichungeir irgend. eines  epfi^^  .; 

.     ■  •c+i=±(«-.6)=|.  : 

)  i.  t  ,    .  ,  .  .1  f ' j  • « 


Darin  bedeutet  der  Buchstabe  i  eine  positive  öder  negative  nn- 

gerade  Zahl.  •  Doch   ist  eifi,e;iyfip,  (ü^neii  9iw$lf*  Gl^i^^htttgeM»  (3r 

sich  nicht  hinreichend ,  damit  ein  einziges  besonderes  Integral  der 

Art  bestehe.  '  '.  *      ^     i     \   '         <       ,\  • 

,\^  •  -  ;^ 

Es  sieht  Gbrigens  auch  Fälle ,  wo  man  nach  vollzogener  Trans- 

foMäfitoh  sogteidi  die  eihfaöhbre  Megrä\fAtk\9i^geVeMABi^^^^ 
ist,  ohne  vorher  auf  jene  bestimmten  Integrattdhefn '  ^^g^^^» 
deren  man  sich  im  allgemeinen  Fall  wt  bedienen  hat.  Und  hier- 
her gehören  auch  die  oben  erwätinlen/ v\>n  den  Herren  Wolfer« 
und  Lobat to  Integrirten  Gleichungen.  'Diejenigen  RechnongeOi 
welche  l^ier  zum  Behuf  der  Trans(0rmattia»:.?;^i0|gQ#:bi:ie))e9  ¥P^ 
weichen,  niir  weni^  ab  veo  den,  v^a  Uf^m  h^k9,tit%^W9t^^^' 

1.  Die  Gleichung  "  '"  '=*'    ^-  '*"''•''"  '' 

bietet  nichts  Bemericenswerthes,  da  sich*  zvrd  besondera  I»''' 

2.  Fflr  die  GieichuDg  ■ '"'  "«^^  ■''  s.""'-"'"'' 

£1  .!:-'/.'  '■•"''' 


ist  die  Traosformation  :r=-  Torgeschrieben.    Dies  fährt  aaf  die 

Deae  Gleicbung  f^  +  f^^zO,   welche  selbst  zwei  besondere  In- 
tegrale in  der  Form  y  =  e"**  liefert 

3.    Die  Gleichung 


Ut  ZQ  transfprmireo  mittels  y  :?  az^  nnd  führt  so  wieder  aof  die 
einfachere- 6liteJWn^/V'=bii*'>    '  »-»' '      f'   '>  ' 

4    Der  Gleichung  „// 

genagt  man  durch  y  =  a  -|-  6a?.  * '  Has  ^etze  desshaiS  jf^v-i-bz+a, 
ood  man  erhält  so  die  neue  Gleichung: 

x^(a-ba:)v'''—2a:(2a—ba)v'+2(3a^ba:)v  =0. 

oder  ^  •^^'^''^    n;»,'->;>o?i 


•>n;l'/ >>:»><l   Nm  i  ^\,\    !  m-i   V\.**TrfftFj      «ui)   mwj  'Si   loM    ia<>7    ii;ii!   liw 
iiittv'}  n •>!..»  •-i  oii    ^\j^  I-  v\    iiiij    lA  u.w  m*Ii  oj^J«    ^^  imü   vI^  iiov 

twer 

y  = T- + 0^0?*+ 6a?+  a  • 

13* 


M.:'.!>;v:>  •.:^:    .^ 


Lieber  den  Mantel  emöa  KugelriinipffJ..^^,jfi,^;.f,;, 


Von 


»       •       1 


')/.     .1- 


Privatdocenten  der  Mathematik    am   schweizerischen  Polytechnilcnm  lo 


■       \  .    "N  <^     »      V       '        V 


,  t^.„_^v.  ■  . 


Aufgabf.  Den  JMant^l  M  eines  Kugelrumpf^  zu  be- 
rechnetiy  Wenn'Ätfe  Wilbmesser  a  und  6 'döf'ihrt  begriri- 
zenden  Parallelkrei^s^'.iH^d  '^^^  HO^e  h  des  RumpTiB 
gegeben   sind. 


i  n 


I.  Losung  (algebraisch).  {Taf.ir.  ^^ig.  7.)  Denken  wir  ans 
den  Kugelrumpf  zu  einem  Kligebbschnitt  ergänzt^  wodurch  er 
als  Unterschied  zweier  Kugelabschnitte  erscheint ^{.»^gnl^-ffiliririaff^l 
ferner  durch  die  gemeinschaftliche  Axe  EF  dieser  drei  Körper 
eine  Ebene  (einei^  gross ten  l&^y^efeg^, •  ^o  erhalten  wir  als  Schnitt 
des  Rumpfs  eine  Figur  ABCD/die  als  Unterschied  zweier  Kreis- 
abschnitte ABCED  und  CED  erscheint,  welche  beziehutii^^'^"-^-*^ ' 


die  Schnitte  ^er  schon  erw|Lh|it£n  Kugelabschnitte  bilden.  Ziehen 
wir  nun  vom  Pol  E  aus  die  Selilrieii  EB  und  EC  und  bezeichnen 
dle,^u«b^I^Bij^  Lftige(^^  J^ifgf^^^^vi^f^f^Bj^ff  mi^i^^^w^pß 
Ton  EG  mit  y,  also  die  von  EF  mit  A-f  y>  so  ist  nach  einem 
bekannten  Satz  der  Stereometrie    ;   ^    ^ 

der  Mantel  des  Kugelabschnitts  ^BCED 

der  Mantel  des  Kugelabschnitts  CED 

s=3r.JSC«  =  «(4«+y«); 

folglich  der  Mantel  des  KugelrumpCs  ABCD: 


'  l  ^ 


Steker:   Ceber  Oek  iMUei  urtm^  gugekvmpfk  109 

Zur  Bestimroimg  dir  |?&b^kaiiDte»<y  bemer)c^  wi|r^  tlass  einerseits 
andererseits 


•  '\ 


EB^^x(h'\<y)  und  .£C«  =  «^         ,     ,^\^.,^^^ 
ist,  woraus  folgt: 

^=;qpp+A+3f    und   a?  =  y  +  y.  ^^   » 

Wir  erhalten  somit : 

Der  eine  ^'urzelwerth  lefoferer  Gleichung,  nunlich 


^-(a«-A.+^^ + X;i"'T^n^y--^^' 


TV    »J 


y  = r  ^ 

liefert  die  durch  y  vertretene  LSnge  der  Linie  £JCr.    Substituiren 
wir  diesen  Wertb  voi^^j)  tn^^die^Gleiidiiiil^KXV)» '^<^  finden  wir: 

ilf=«.V(a«-6«+A«)«+4**A«  '•"■'•  '"'"'''  '•'' 


-  V         '   ;.■/     ."••:.  .     ,  ■     ,     ,,    r   '     .'        •  '" 


= » .  V  (o* + 6* + A«  +  2o«6« + 2a«A« + 26«A«)  -  4a«6« 

=  «.V(««+A«+A«)>-Cia6)«  ,,.  ,i;afi>,,r,u. 

=«.  V'(«*rfft»+ Ä« +2a^  {a?-|r,6«,+  A»--«o6) 

II.  L8sun|;_X{dgebra!sch).  Dnter  der  Voraussetzung^  dass 
in  keinem  Fall  ^def  mitnA^ss^^  i  l^Mire^)  al^^z  ^5ge  wiederum 
dBCZ)  (Taf.II.FIg.8.  undFig.9.)  den  Schnitt  des  KugelrimiRfii 
vorstellen^  den  wir  erhalt^ii,  .iiidem  wiK^urch  die  Axe  FG  des 
Rumpfs  eine  Ebene  legen.  Ziehen  wir  nun  rem  Mittelpunkt  O 
^'^^^iA  M»  iSi^  HilhniMmi^  wir 

tt^^MbMcaiHiteriiläge'  dfe  fi«gelh«ibifessMrs»ainit^fti  Mnlst^nis^it 


100  S99tefi9^\<tete!myM  vnm/aXbCi^iiM  iHtiffeinfmp/k 

und,  da  fenfÄ  »(W^^'d^iiA'iÄt  »  ^^M  ^^t:--^v\'A 

Qaadriren  wir  b^^r^^^  bf^set'V'.dldi^chung^,^^  erhalten  wir 

oder  .^   I  'i^,    .,    ^^„^        j  ^^^  ,  _^^ 

''^  VI.  M^ 

Indem   wir  nnn  auch   die,.  Reiten  le|zterer  Gleichung   quadriren, 
bekommen  wir  .  -  —^\  ^ 

woraus  folgt:  .,,,  ,.»  .  „ 

,  .,4A««a  =  (a?  +  j6a+Ä«)t*-4q«6« 
oder 

Wir  finden  somit  ^  ^   ,  ^ 

^A-:-i- :  -;-'^ ,  ^^--  -.y  /  .T  -  Ui 

,  indem  wir  diesen  Wcfth  von  2Az  in  Mie  Gleichung 
substituiren,  '-^  *^        '  '^^  •  '     i  "^^>  •'  -^^ 

Zusatz  zu  den  b^ldi^h -eTjEbt^ti.  (i8(Au|]g^;n/  .b(=a=6,  so 
geht  die  Gleichung 

k'ti»  ;vv  '/^/'  '-üi  '-•''"^Li'j-x'^ii/^jrrts  '*  **'''  ''***'  ^tt^Wtuv^'t 

'     iiL<Li5s«b#'(K^dUMri8nh)LvNeh«eiittMHzi«lft<a^ 


und 


vom  üfMelpvpkft  O  ifor  Em^  cnlferrft  nli^l  ab  der  ffftralMImb: 
«tt  4cm  BaUuiiMtieB  m;^  «etzda  wir  femer  voraoa^  daa«  41eFigiitt 
ifiC/>(r«r.ItlSg.7.aiKiFigk8.)  4«ii  vittelst  eifi*r.^iotr  Hwin 
dianebenen  hervorgebrachten  Schnitt  de«  Rampfo.  verstellt,.  :ufl4 
lieben  wir  nun  den  Durchn^esser  CM,  sodann  'die  Geraden  AH, 
AC  and  BC,  und  schliesslich  CJ  senkrecht  zu  AB,  so  erhalten 
wir  zwei  einander  ähnliche  Dreiecke  ACa  und  ßCit.  %S  ver- 
hält siqh  somit  '.  .      ^ 


woraus 


und 


%iCB:CJ  slellt  tber  dien-  Inlalt  wm  Mantel  «eines  CyKudem  vor, 
^mmn  GrmMlfiichedten'KugeMiirefahebser  &ff>Bmn*f>urclMneln9e^ 
WM  iiiid  Indessen  Hohe  gleich  iler  Rumpfböhe  CJ  ist  Maeb 
eiaen  bekannten  Satze  der  Stereonletrie  lit  ats<r  -der  Msntel  de«i 
CflU^lrompfs  M=z9t,CB.CJ,  und  somit  auch 

Biftfenken  wir  hehiach,  dkis  dt^'LSngen  td^  ''" 


■  .-(', ' 

»,       ^^,.4Z^— r^^i.C/«^», 

•  •- 

'     '       -T'iY 

>ifl    ir  ' 

AC.BC^CH.CJ 

t-, 

/ 

-IV     ,     -  .    -     V 

.  •        1 

'                          1                       J 

CJ^iXiAJ.w^A  \ßj 


.  I 


soiMt  die  LSngen  *vcrii  -   '      '\  >'•.■'  ,\  .  ,  >     i :-.:.. r  I) 

•  I     i  /        ^         .-  t     '1 


f  '  '\ 


'.'■     .   JC        ,uDd  .'    BC 

,,  V(o,+6)HA*  nnd  V  (a-6)HA« 

▼«riektUllti'i^ndT  «•  filldenVl^^(wie  iii^  den  beiden  vorigen  LSsia-: 
Rwi),  dass*'  ''■'  .'*»''  I 

1^  '     .:■'•■;  ^J•lq.lij  'UV    f     :f  '    '.    .     '\  .    ■      !•  '•  .    •       -•  .    ,| 

>  fo  de«  j>6$<ftdemi  ;Fallei>.ftls.,<t^ifr  ist,  also  die  unsem  Kiii*^ 
^l^mMiS  ib0gN»daendiM>PflferaHel|arei#i&'^eithvi'eit. vom  KtigeliirtttjQln 
Pv^^^entfenstrliegto^  bildet  di€i>Oeraae  ^C  eine»  KugeldiTcfar} 
'(^•««^yi  MhrihÜ  dfe  GMAdd-  JKO<*settkreoht  tauf  ifB^  steli(;<iiiid^ 
*^vitt  gleich  des  ««ftäides  KngdhruioiAi  bi    IX^  voribU  erwlMsi^ 


«•idösBunpb  gbkb  fft:A€.B^  int^^  bteibliikMf  <mdi  Meli  für 
deii'FaHvitäs^^saa  Ist,   viciHlg..  In  letstAram/Falle  ^ki  «öJaitab 

,\  •.  .      ,;••  .       li)     ■' •  UC'öhti  '''''ilC*' *'■'  '  " ''■     *  *'  ^'  *  "  ''''■ 
biSfjehong^wel^e.dMrc^  ,..     .,■,.■  .,<|  .„j  :.,    /;,...„,,,-    :,.■.    ,. 

A    und  V4ä«+Ä*  *ii  -  '*   - 


\     '  *  t 


vorgestellt,   so  dass    ^\t  also  ft!r   den  Mantel   des   Rumpfs  die 
(bereits  in  dem  vorangegangenen  Zusatz  citirte)  Formel 

erhalten« 


Erster  ZoAats  lar. dritten  Liaunga  DiA  dIritU  Ltaif 
die  Erweisung  eines  Lehrsatzes^  ifeleher  ebetisowohl  obm^ 
■er  Aafgaliie  hätte'  voraugästeUl  a  erden  können  niid '  ^olgeli4e^ 
messen  «Mi  nnssfirecheti  ttaat.  .   n  :•    .1./    i  .' 

Leeeo  wir  durch  die  Axe  eines  Kasreirnmpfs  eine 
Ebene,  wodurch  wir  als  Schnitt' des  Rumpfs  eine  voi 
swei  parallelen  ^ft^radeninnd  von.swei  Bü  gen.,  eil«' 
grossten  Kreises  begrenzte  Figur  erbalten;  ziehen  wit 
ferner  an  die  Endpunkte  4er'  ein*^!!  dieser  ParalleleB 
¥00  einem  Endpunkt  der  andern  ans  .ayreitger^^dfl  (^' 
nien,  so  ist  der  Mantel  des.  Kugelrumpfs  gleich  dem 
Fischeninhalt  einer  Eflipse,  Welche  letztere  Verbin- 
dnugslinien  zu  Halbaxen  hat,  oder  gleich. jieni  cAMnlel 
eines  Gylinders,  dessen  Grundfläche  die  eine  dieser 
Verbindungslinien  zum  Durchmesser  besitzt  und  des- 
sen Huhe  gleich  der  anderen  VerbinrilingsliniePfsi'''''''' 


Zweiter  Zusatz  zur  dritten  Losung.*  Lassen  wir  den 
i^nlUUawhmit  dem^  UalbmlBsMr  6.  (TalJL.Pi9.r;>  i^arMUetosei^ 
ner  urspriSnglichen  Lage  dem  Pol  E  naher  kommen,  bis  er«dilies8« 
Beb  mit  demselben  zusammenfalte  so  werden  die  Punkte  C  und 
D  auf  Punkt  £  Umfliegen  kommen  mB  die^'Oeiti^  AC  und  BC 
in  die  einander  gleichen  CSeraden  AE  und  BE  übergehen.  SUi^ 
des  Rumpfs  werden  wir  sodann  den  Kugelabschnitt  ABCED  n^ 
sind  «Inef  BUtp;s»lmit4eli  üaHweniC^wd' «OtieiMi  «reis 
niit  ^em  Halbmesobr  BS  erimMen;  lio«  sornü  wf  «kMii  ^Oeuk* 
tttrtd*  «diw  Sangaigs  der  «rst«*  I  JMnng  cHictwb)13a&'8to^ 
fkvnäcb  dM-  Hantel  des^  iSnuelabschiiltt»^  AmiBB  fHeiek  ^üem- 
Kt^  mM  «em  HriMesser  «#<iMdi.s-.SCf^:klL  '    .N'-'v  ü.  ' 


Erster  Zusatz  za  allen  drei  LSsangen.  Da  man  einen 
Kogelabsehnitt»  dessen  Grandfläclie  den  Halbmesser  a  besitzt, 
als  einen  Kqgelmmpf  betrachten  kann,  dessen  Grundflächen  die 
Halbmesser  a  und  0  haben,  so  mnss  sich  dte  Formel  fär  den 
Hantel  des  Kugelabschnitts  ans  der  för  den  Mantel  des  Kugel- 
rumpfs aufgestellten 

jir=«V{(a+6)«+A«|.{(a— 6)«  +  A«| 

ableiten   lassen.  Indem   wir'  in   letzterer  6  =  0  setzen.     In  der 
That  geht^  dieselbe,  alsdann  über  in : 

^  ;ifc=«Ca«+A*).      , 

Zweiter  Zusatz  zu  allen  drei  Lösungen.  Ist  bei  un- 
serem Kugelrumpf  der  Parallelkreis^mit  dem  Halbmesser  a  ein  grusster 
Kreis,  also  a  Halbme^^ft^c^^  ^api^^p  fi^ug^l»  s^  existirt  die  Relation 

6*-fA^±='Ä«   oder  Ä=V"a*— 6*,       ' 
ood  die  Formel  für  den  Mantel  des  Kugelrumpfs 

üf  =  «.  V|(a  +  6)«+A*JUa-6)«+A«l        "'*^''^ 
geht  ober  In.     ^. 

-iftJ-  rl     i  frihr.i,    nur/    (»on.;    tü:*'»  "l -j:    lorv     .»/    ii'»ti;r i(>u»o'>  jjj'h 

=2a^.Vya:|-6)>-6)^  f 

wie^es>kaeVnäcli  einem  4d»nnten;Sitze>de^Sfe#eonietHe  seil  oifa».' 

Bei  dieser  Gelegenheit  erlaube  ich  mir,  zu  bemerken,  dass 
in  meinem  dem  Archivty.vbr  i^ei^  iah  reu  einverleibten  Aufsatz  das 

d0rti v(i5k<xwMiieii4e  teßi?^n?»e€»jpt^  ;fniEr4ie  .QleicMlfe>t,4l9rr•fiiSer^^i. 

^W0l1w>ze,|»I^r*^RWnfttofe^^h^r,^o^rit^w«n^^^  .aon+. 

^mii9iper,jQV>rr^(Unlie4^,,f^fiyN?iii§h  ^H9h,J&m  m^^m^^n^^ 

U^i  tiiir/if<ia   Mijs«l'»^i')T>i  -fl»  ;>l,lii;M    ;,iw"   fnt/>'  tmJV  M*b    .f;'«hb'n 

"'"^J  tyHf>.XlAtt.^'^Nn-lrf;^'fthc-wgmih^-^ll*^  'Eitfttferf 'aiiJ'  Ctfl^U-'^ 
'"Äi  efiürtÄülSfeBP'»*^ 'i^"^*'.-,    '^^--^    "•*'■*  '^'ii    :v'..  \-\ui..r  .HÜ'^ivMr.nib 


-^r.i 


I^lV-l^-        rc\^l 


Il'il»     lii!    l.ilf*     i     '».!»     il  )i>,     -'••}    :     «>'      , 't't'I      '     (i     |.:ni     l»    TK>Ml/tUhIj 

lieber  das   grösste   Teti-'aetfer /"welches   sicü   e^^^ 

Ellipsoi^  'einsbhreiben  lässt« 

Selen        ; v;\  j  i-ü\':^'jx) Ti ^\  T ~\^N  +  ~^)\^'* . ^--  ^^ V. 

xyt,    a?,yi2,,    aray«««»    ^83(8*8  .    ^ ...  ;. 

die  Coordinaten  von  vier  auf  einer  Kagd  vom  Radius  r  lieget^ 
den  Pun^tÄ,  iaä\  l^t  dei^ftrp^njbÄk^Ieil^iiiSf«^^  »erPunkten 
gebildeten  Tetraeders:       _ 

1     X 


vy.  -", ' ..  ;A;''"L^ui:')V.T^= 


!1    o;     y     » 
1    äri    yx   \ 


'  1    a^a    yt    ^  t '  ^-»-  — 


/ 


^8      ^8      H    '-^^^--^ 


(«iifad  Ae  8cMm>*Aikeit  IrouaöaeliiiaA^AakMi  ilftiaBairfe  vd» 
Crelle*8  Journal),  und  lyepn .     ,        .    .  .    . 

*-«!>  v:    '    ■'      -"i-^'    -^Ift^t»  ;JWt%^  -.-«WÄ^  '     A   .:.'•    i-:"-' 

dMilIfioralnUten  d^  ßtl^tri^t«  dei'^fMdfiche  isMiM  fet,  fttis 
dl«8%  f^eMben^^iiid,  der'Pmkt  ^^  jf,  ^ivücbt  aufiaid^ii',  v»^cii«r,> 
lÜB'Si^'lde«  T«trae*Mil  lietmetit^,  tnit  d^ffi^beii<\Ais  t*<>^^ 
Tetraeder  beetimmtv  B4  It^  iMtellell  dkl^f^PMbt'ln  dfer^8cM^ 
rechten,  die  über  dem  Mittelpunkte  der  Kreisebene  geführt  is^ 
wek^  dwA  4PöW^.  i^iMfiftt  «XWÄ!»^^*- :— .  S«^  |iÄ  di^  Coor- 
dinaten eines  n&chst  xfft  auf  der  Kugel  gel^enen^Jirnktea^  ,fffi 
hat  man  für  das  durch  die  Tier  Punkte 


''eimv.m^f'fmWfi^^^^^^^^f^^- 


m 


gebende  Tetraeder:  nitRun^io«»  '^  olh  iri<n  utfu  tl'^Imßfd«»' 

)  i  ^i  yi   h{    .  .       ,.  ,,    , 

ood  es  ist  offenbar  ^t      $(%      ^c 

(3)  "-^"p^^^'p;« 

Denkt  man^4ull7/n«*i*|iMeijig,n^;  m>4wtfl»lHgt(i|l9^         %«^h^ 
80  ist  ?) :  -^      Y 

'     rx      ry      ri      ,  .    . 

a        6       c     T 

• 't  ^1 '{li»    f.i(*»^tjiiO  ij8!_S*i>N   rt-*»^'*'»!'!!; '. ^    {   u'fVr^i]/,   nil)  jff'n«   ix-, 
•  '■'/   i»f'    '"fi    IUf:l     n"lno7.'|  (if  r^i"  ^Tfr»!  *.  ^"li/i*   T»t»   s  !  >|;'l^..^.f^>- 
iiatii-iifnoo'J  oiIjj>'.  Sfiij /ö^ '?£&•' lll    j-»;!)  j^^uh    «^^nß 

\  a        b       c    l  ^        ' 

tolg.«V.t      c*^-«     .i.''i     iAS-^      t»-«      .i^'«      iV*"*      t^^     .-^^     v/       t 

'  O  V>  3  O  l>         f.     *>  ^     fc       >  *>  "  w 

/  1    rf      ?^      ~    \ 

'♦»;!rm'l   t!t)b  1«dö    d.*fÄ   H'>!fil'iv/    (it^I  i4[»-i  ;lh T  |o>-'  .  j   fcüf»       ti:  t 
,.:t       jVv-T      ,.-5/i      ,s4f  lv-5£lv^-S^,  tSä  i'.v       t"^ 

I  »:£8  »1^8  »:?8 1 

r^'f    c\\*«    c*^-«     .fft^    iM'^a  5-'«^f6  .  «21?     •;«     r'^ 
«od  somit  VeÄe  f3):  '  '^'  \^    '    -      '  •>     '   <^    '^^ 


a        b       c  -^ 


rxi     ryi     rii 


*)Maae^he!  'rh¥l{¥l«'iJ^l!ll^le<riftt4lfb4e#»¥%W«^dl^Sif^;'i^ 


Verwandelt  mao  nun  die  Coordinaten  rjhdinHT  ilhiubo 

der  Reihe  nach  In  '  i       <\ 


ra: 


rx     ry     rz  ^    r^i  .  ryi      r«i.    rx^     ry,    r^.    ra:,    ly,    n|, 

^*    .IT»    T'     '"^*    "T'^'T"'     TT"-*    "^»    "T"»     "IT"*  IT*   T» 

rS      rti      rt  ".  fiif;flo  iri  K..)iu 

^1^^  iM'Iatkfenfl^b  <!)J(MMrdilial^n<4ef'>iG^  t;i.r '. 

JT,  r,  z  ^^'*" 

heisseo  mSgen»  in    '        ^^ 


'»      \.*       ''^     , 


i 


*  \ 


rX      rY     rZ 


80  geht  die  Kugfl  vom  Halbni^er  r  in)^i|  Eltipsoid  Ober,  da^ 
die  Halbaxen  a,  ^,^es  ha|;i  dte^Punkte./'  Welche  früher  auf  der 
Oberfläche  der  Kt^el  siph  befa^deir»  werden  nun  auf  der  Oüei- 
fläche  d6s  Ellipsoids  sich  befinden;  und  die  Relation  (4)  drückt 
au8y  dass  das  Tetrd(62er^^^Wek:h\es  :die  Coordinaten 

ra:  ry  rz  rxi  ryi  Wi.  rx^  r^  ri,.  rx^  läMr'.Sk 
HOC         aoc  aoc         a        6       c 

hat«   das  grSsste.  Tetraediftr  istv   welches  steh  fiber  den  Punkte« 

rxi     rA  ifi,  .'^Sarar^^riL.    rx^    rt^     rr« 

.     T'  irl'  V  ^~'  6  ^  t".\wV  "6"'  ";r 

auf  dem  Ellipsoi^^nslAureh  ftsfiftj 
Sind  demnach  drei  Punkte 


vf 


roTi     rgt    Tii.    roTa    lya    r%.    ra^    rj^    rt^ 

«  *  ^  «  *         ^  •«     )     *  v>/?t    .      .     ' 

eines  Ellipsoids»    d^s  <U^  Halbaxen   a^  6,  ^c  hat«  ^  gegeben,    so 
multiplicir^  man  dii^.Coor^ina(ei^  dieser  (i^rei  ßunkte^  rec^ctive  mit 


•    *  * — «  "    >      -  ff 

^   r      '  r      tr   •.)        0        n  ' 


man  erhälo  dimn  dijBi  Coordiiml^n  dnei^rPiin^e^  welche   afs^lv 
Oberfläche  einer  Kfagel  vom  Radius  |r  aiigeh(irendi4)etra<»tet  wer- 
den könncpi.  j  Suc|i|^roi^.'^un  in  de/  l^ugel^yPii  i^en  di^i  Punk- 
ten den  vierteil  Pufpkt»  ^^jvelcher,  als  Spitze^^es^>  Tetraeders  be- 
trachtet, das  grösste  Tetraeder  bestimmt,  so  geben  die  Cluordinaten 


Um-.': 


a      b       e 

dividirf»  die  Coordinaten  des  Panktes»   welcher  mit  den  drei  ge- 
gebenen Punkten  dae  grOeete  Tetraeder  auf  dem  Ellipsoide  bestimmt. 

An  das  eben  Bewiesene  lässt  sich  Folgendes  anschliessen : 

Wird  einer  Kegel  vom  Halbmesser  r  ein  regelmSssiges  Polyeder 
von  n  Ecken  eingeschrieben  (n  kann  mithin  nur  einen  der  folgen- 
den fünf  Wertbe  haben:  4»  6»  8,  12^  20),  alsdann  sämmtliche 
Coordinaten  ^,  y,  t,  die  laufenden  der  Kugel  nämlich  und  die 
Coordinaten  der  Eckpunkte  des*t44yeders*),  mit 

a      b       c 

moltiplicirt,  so  entsteht  aus  der  Kugel  ein  Ellipsoid,  dessen  Halb- 
tiieB  a,  6,  e  sind»  und  aas  deni;  rf gelmSssigen  Polyeder  entsteht 
ein  imregelmfUisiges.     Aber  so   wie  das  regelmässige  Polyeder 
das  grtigiite  seiner  Afi'fst^'  ^öV  meitfe  hiermit ,  dass  das  regel- 
ige Tetra^diefri  das  grOsste  Tetraeder  ist^   femer  der  Wfirfel 
grusste  Parallelepiped  u.  s.  w.,  das  sieb  der  Kugel  einschreiben 
lUsX^y   80  Ist  auch  das   unregelinässige ,   dem  Ellipsoide  einge- 
^Ü^NneiPelweder, das  grosste  seiner  Art^.das  sich  dem  Ellip- 
s^elnJ^f^VjT^  dle«?c6ta^ng'aer'düfcli  Äen^ 

MliK^elpiibkt'  ^i^i  'ttiiivU  '^^IttKriM  "dAbV^öfialetf*  AxeM'  <»«l^ig  g^I» 
vt'itfaft  w<n<ai^fl '^hd'far^'je^^^  Rl<^htuhg  loliig^i 

Congtroetion(iilardhgeflilirt:.weid^:batie^;40>g|bfi|D#^^^  viele 

grosste  Polyeder  von  bestimmter  Art,  die  sich  dem  Ellipsoide 
einschreiben  lassen,  —  aber  alle^  diese  sind  von  derselben. Grösse. 
Nennt  man  den  Körperinhalt  des  regelmässigen,  der  Kugel  ein- 
ge^br'iibett^  't'bt^edem^'fcy  de»  «H^pbiMialis  dm  unregelmaBsi- 
gM^;jtW>l!)RI|iMä^^^^  Pol^ederir!  O;  Mlßi;,^ .  . ,  K 

Es  lassen  sich  noch  eif^e  rf|^^ihe."von  letzen  anführen,  deren 
«Qaloge,  auf  die  ebenen  Figuren  be^ügJichen,  von  Herrn  Profes- 
^ofGrunertin  seinen  ä^hVlnt'^ress^ht^n,  diesen  Gegenstand 
^treffenden  Mittheilungi^  TeröfiFentlli^fatf  wüf'den. 


i'A 


*)  Ich  tetee  ein  recbtwYnllicnes'ido'ordiDatcAMyttem  Torao«,  das  sei- 


1^   Spit%'^  m^WBei^M^ii^An^'V^^^ 


•>        Ä        n 
t        1        f 


-'>\>  }>if>  d'.'»  tau  T)i!a!'>//    ,«')^jlnu4  h^Wj  ««^lisnHnoo')  5ih  t^*J»»''i'' 

-.:'>ii''i  T»f»  iioni**  um  nuljuii  mirwl  \\)  ii;>il;>iid'>''.'>tMii'i  f»;!  ».J  *.  10/ 
«*«l»ih;fi(nr.v.  nur,h'*.\f\  ,(02  .i:f  .H  ^0  .i  :noilrrI  fiiftioV^  {f'i'1  1  .• 
9:1»    l)::ii  il'.iih.  i;n   I'»i:iryf    7»'»    n olm  »Irifil    o!I»    ^s  -V,     ^-   iimI  •   Ü'Vio'- 

Ueber   die  Bestimmung   «|^  .vier   gemeinschaftlichen 
Darchschnittspunkte  zweier  KeMlschnitte. 

1' »t^J  »  T  ;>  ./I'.'I  «1*»  .'i^>.Huil^2^jnof<  niß  !»n»  . '>'«V,  ♦>  ,A  ,\>  p^rn 
I '. ;  V'V^  ',-:'•  ts^hrär  alKt'PöiJrtödlDiKimt^BttiCJwrlsrfillifW  -Vi !'   ^ 

i-^-fci'seni^i  Ml)  ahgMid^k|^n9>!ropNPii^fctcp^l^D9^.4it(l4» 

Kegelschnitte»  so  geht  einfach  ans  der  Betrachtung  der  Figur 
hervor,  dass  zu  der  Scbaar j^SrtS  Jtflgelsebnitte  auch  folgende 
drei  geradlinige  gehören:         '^ 

Sind  nun 

1  P=0  und    D'.frO  .  .  ;  .  .V 

die  Gleichungen  der  zwei  «*^el|M*nitle^  Ao.iliÄö  ftn^i^chaar.. 
derselben  enthalten  in  der  Gleichung 


.  -  Al-i 


wenn  man   dem   unbestimmten  Coefficienten  fi  alle  Werthe   von 

dW  |f»tf^^  lBegettcllflfim«r  «Mi««r;ddliidli<(ctetiHWtrth  imb  f* 
absolut  bestimmt  ist»  und  nach  Obigem  darunter  nur  drei  ge- 
radlinige Kegelschnitte  enthalfeil^sind,  so  muss  die  Auffindung 
dieser  letzteren»  d.  h.  der  entsprechenden  Werthe  von  f*»  offenbar 

Bezeichnen  wir  nun  durch  ut,  ii*»  um  die  Wurzeln  dieser 
Gleichung, '^o  s^iil ^'^^  1  ^L^''-  ■■  ^^  n.o.Ö^  I  '^v.t.  - "  > 

,    ,  ü  +  tt,l7'=0 

4M«MdhM9clliRJepiir,i;effidlN«ei^(Kegftl^^  .,.„„*'> 

Zerlegt  man  jede  derselben  in  zwei  lineare  Factoren,  /SQ,er- 
hSit  man  die  Gleichungen"  aer'  oben'  ang^ltlhrtett'  LYmäipaare 
l,2nDd3.  0=      l.vl   ^ 

'1 4ki'^a)¥  4il^  lIwShiidklillBFilinktil  idbr  Iv^ 

sehnitte  ^  .tlif»}Hfii()  (iq!» 

* 

D=0  undfi<//i$=41i:-:>>l  v»!>  ii//  n^ixi^r^. 

zo  finden,  kann  man  entw^^4^K=^8^  ^4C  erwähnten  drei  Linien- 
paare mit  der  Gleichung  eines  « jene^  .Kegelschnitte  combiniren 
und  findet  dann  dieselben  'Surcb  Äurlusung  zweier  quadratischen 
Gleichungen;  oder  aber  mao' lcänn<A|v«i^jener  Liniensysleme  mit 
einander  verbinden  und  findet. irao^  die  Durchschnitte  durch  Auf- 
lösung von  vier  linearen  Gleichungen,       ,  r  .  .  ^ 

In  dem  eisten  Falle  hatinan  nqr  eine  der  drei  Wurzeln  der 
GlekcUln*'^/  s^n^^^eti^^äleUe^U/'^'iistni^litoiiOthig,  In 


dem  letzteren  dagegen  ist  ^mirfJtet»^4igßi:^^M^M  je#f^i;vPWhi> 
chong,  d.  h.  die  Bestimmung  von  wenigstens  zwei  der  Wurzeln, 
erforderlich.  (  '  f»*^~  o'  >  o»  -  —  %^ 

uie  Bestimmung  det  Vier  ^ifrcfisdKnlnspunkte  zweier  Kegel- 
Ditte  kommt  also  stets/* SVC, IUb>  A£0Ssung  einer  cubischen 
Gleichung  hinaus.    Berücksichtigt  man  noch,  dass  sich  di^;V^fr^^ 
zeln  der  biquadratischen  Gleicbuneen   mit   Hilfe    zweier   Kegel- 
schnitte ^^eoibWfriii^'^d^^  i(A;itMf^)mati}ollass  in 

vorstehender  EmAwk^fMm.  ^ri«^*'^*.ffia|feR«?«n?fe?lÄ>MSl!Sfei# 
K^it  der  Reduction  einer  biquadratischen  Gleichung  auf  eine 
««bVsSbiä*>^n!&ftA  *(sll-l  ^^H)  ~  %}>■  \  •^^V\  +  v^^t  )o^=  o^^  o^\o^ 


20ft   Sp1i%:   tMtr  4Ue  8e$timmMM§  ätr  Her  Sfimfintcktifiiiehem 


i    «     )•;  -        ••      r.  r* 


IL    EDtwicklong  der   Aasdrficke^rir'dfe'IC^otdtitftfel 
Mit  ZogriDdelegiiw  c^f  e«  Mi^<|ji(|Ctfi  irff^^fifUige«.  ^i^  MUef-, 


*.  I'' 


wlokligeD  PuokteoordinateDffystems  sei^ 

di«  GleichongeD  zweier  KegelsdiDittey  ^  ist  in  der  Gleichimg 

die  gaoze  Schaar  der  Kegelschnitte  entbalteD,  weon  f*  wiei« 
eioen  unbentimiiiteb  Coeflieietitto  hmvBikkwA,  -im',  aus  Wdbdbt  Vau 
'—00  bis  4-a.  amiehroen  kann,  und  wir  haben  noo  zunächst dei 
CoeincieDten  Uq  «o  zo  bestimmen,  dass  , 

eitlen»  gelmdUnigen  Kc«elscbnitt;  .d(  b»;  dhi^  Sjptpm  nvoHsr  Qbr- 
den  darstellt« 


Setzen  wir  der  KOrze  halber 


•         M 


*.     iA.1- M. '.^^^  ^  •    .:-•,:    ^ 


-»j>;.  I   i!'i*  '•  >  ,   i  n.«  g^  ,w.;  '  ..*   Unit  •■ 


» .  •  > , 


•o  geht  jene  Gleichung  fiber  tn 

odiM'  trenA  ban  zur  Weiter^  icbkOkrzmg  t-^      .  '  ;(»  :  .i.iN  •' 

welcher  GIdtfhurig  miM'aucIr'dii^  Forrii  geben 'kaiibi-    '  >  '■"■ 

'  ■'■■*>    '•       ■   ii.,\;     .'    i:-.;'     -,'■••:      .■]  it!   T.    ■ ,     .    ;:  -i-i.  ,•     •  .  .   . 


-l'i:            V 

«1 

'  t  *J 

'    •     •"       >         ",( 

nettt,  in^ 

1    •              •          t 

'       '  *          * 

..*'.-•:     '..t  ii     ; 

J 
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Da  tbfr 

I7o=0 

das  System  zweier  Geraden  darstellen  soll»  no  miiM  offenbar  die 
Beziehang  stattfinden: 

^0*— A)*'o=0. (3) 

Vermöge  der  Gleichungen  (2)  sind  nnn  po»  ^q»  ^o  i".  Bezog 
anf  fiQ  vom  zweiten  Grade,  und  es  scheint  somit  die  Gleichung  (3) 
in  Bezug  auf  fCo  ^^^  vierten  Grade  zu  sein.  Nach  Weglassung 
de«  in  ihr  enthaltenen  Factors  A^  nimmt  dieselbe  aber  die  Form  an : 

Q,Do^—2BoDoEo  +  F^o^+AoEo'^^JoCoFo^O,     (4) 

und  ist  nun  in  Bezug  auf  fio  vom  dritten  Grade,  weil  vermöge  der 
früiieren  Bezeichnungen  Aq,  Bq,  C^.,..  in  Bezug  auf  [ilq  vom 
«csten  Grade  sind. 

Berücksichtigen  wir  jetzt  die  Relation  (3),  so  stellen  sich  die 
geradJioigen  Kegelschnitte  dar  unter  der  Form: 

Po(^ay+JBoa?+Äo)»-(Po«+yo)*=0 


-[(4>y+Äo«  +  ^o)Vpol*  +  (Paa?+9o)*=0. 


5.  a 

Um  die  folgende  Untersuchung  nicht  durch  Einzelbetrachtun- 
gea  zu  zersplittern,  sollen  unter 

a,    b,    e 

entweder  -|-1  oder  —1  zu  verstehen  sein.  Die  Gleichungen  der 
iwei  Linien,  welche  einem  beliebigen  der  zwei  geradlinige^  K^gel- 
Bchoitte  entsprechen,  sind  alsdann  enthalten  in  der  Gleichung. 

Daottt  wir  aber  in  der  Folge  niemab  wegen  der  Zweideutigkeit 
des  Ausdruckes  VPo  ^^  Verlegenheit  kommen,  wählen  wir  ffir 
Vj»09  mag  dieser  Ausdruck  reell  oder  imaginär  sein,  einen  belie- 
bigen der  zwei  ihm  zukommenden  Wertbe,  w*elcher  aber  alsdann 
wShrend  der  ganzen  Untersuchung  beizubehalten  ist  Bezeichnen 
wir  diesen  Werth  durch  Po>  ^^  stellt  nun  die  Gleichung 

-    a(4a»+i?o«+A))Po  +  (Po«+yo)TrO 
Th«ii  xxxn.  14 
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.n 


die  zwei  GeriEiden  eines  der  drei  geradlinigen  KegelsUUtttife 'dar. 
Ordnen  wir  dieselbe  nach  jß  untt^^  so  nimmt  sie  folgende  Form  an: 

Bedeuten  nun  fh»  f4>  f^  ^^^  ^^^^  Wurzeln  der  Gleichang 
8*d'(ieU?*n<.Wr>lert-OWgeiral>a!og!'  •      '      ■"''  ^^ ' 


**     * 


•  T 


«  t 


<»»''  =''2.  ■,  •:,.!■,  II  •■ 


ferner  :rii:u  .'■'>•■   '.».j     .'*  •*        '*  t*    ,  -  ..  -  * 

wo  /^i,  ps,  Ps  analogen  Ausdrficken  entsprechen  wie  ohenp^,  W 
auf  JJi,  !P2t\l!ai.4as  oben,übjr  P^  A^sge^a^,  in  entsprechend« 
Weise  übeVzüfra^inMst;^  Vo  klifd/'tiaeb  EinTöh hing ^ der  Abkür- 
zungen qif  q^9  q^  beziehungsweise  für  Ausdrucke,  welche  dem 
Ausdrucke,  der  g^  entspricht,  aoalog  sind,  die  sechs  Geraden  der 
drei  geradlinigen  Kegelschnitte  enthalten  in  den  Gleichungen: 

bAJß^y  +  (p^+bB^V^)x  +  q^  +  bß^P^  =  tiA   .  .  (5) 

^-^8^8»+  (P9+cß^PzU4\3  +  CI>8P3  =  0.   ) 

Um  elegante  Ai9sdrCreha!  flh\  aie'C^ordliiaie^^^e^  vier  Dnrcb- 
sßhi^ittppunkt^^^der^  zv^:ei  K^geIs(?|iB|jtt^  zu  f  rfc^tepi,  ^,^!^o^  yfi^,:^\f^: 
selben  als  Qufcliscbnitte  izv^eier  der  ^eradlipigjßn^,jSi^gf||$cluiiti^r 
besVinirnen..  Da.  nun  aber .  ^^rch  ,  je4en  Jfir  y/ei;  pjaijch^cj^nij^/ 
pun^e,  drei  Gerarfe^  der  Gleichungen.  (5)  'geheijf„^iß9;^^jrd  esj,««» 
nächst  auf  die  Beantwortung  der  Jfrag^  iw^ifeojaweii ;  .,,^il^i^,jiak: 
man  al  b,  c  annehmen^  damit  vdi^se  Geraden,  durch  emjen-u^i; 
denselben  vPunkt  gehen.'' 

Setzen  wir  ^iiT  ^Abkürzung        ^     '  ■  *  ^^ 


1      ,  .  • .    '       .   » \  '  •  ' ' .  -' 
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.ff'     ' 


so  setieiT  ^le  Gleichungen  (5)  über  in : 


■''  ■     ;  -    . 


'  'r  'f  f  A  r 


.i  \"  "i-Vi^;  ;:'^  \.*"*  \' 


Hiy  +  Äior  +  rf,  =  0, 
ajy  +  ^2^  +  cZa  =  0, 


1    ho 


t  ■     •  <^     ' 


t-Sl4I|eii  /difse  di'ei  Ger^cl§  dufch  fine_p  und  ,^ei|sdbeii^. P4if\)c| 
geWn,  80  müssen,  wenn  man  vorstehende  6leichungen  derKeihe 
Mch  mit  lfä^:ß>'mvLiäf^ffiiA»d*di^Ae9\^tai9^  a 

UDd  ß  so  be^tiriinien  lassend  4^sfi  das  Rt^sultat.  identisch  Null 
Wird.  Fühfeu  wif  die  angedeutete  Operation  aus,  so  geiangeo 
wir  za.fa%Qi(4^.£8l^<^n^i*;   -   ^    ;*i  <,'-•-  — ^-  i'/j       I 

bi  +a6a+iJ63=0, 

Be^tiWt^en  wir  nun  aus  zwei  dieser- Gleichungen  intiitii  ß  atad 
fuhren  die  betreffenden  Werthe  In  die  dritte^^j^lelcbmig  eiii,^,  |(0, 
erhalten  wir  die  Bedingungsgleichung 

0361   —  ^1^3^    I    Ol^a  —  «2^1  J    -^Q 

<h(*»<^-"*8<^)  +  Ot(Mi  — *1^8)+<»8(^lrf»— Mi)=^0-    (6) 
Substitulren  wir  jetzt  in  die  Ausdrücke. 

fta^a  —  63«^ ,    63dl  —  61  c^,    6irfa — ^a^i 

T<>^»  1^!;'*%5  ^%-*A'  ^8.  di^  j)etreffeiid^a.\^^the,  /sq  geht  i^pp^ 
te^'Uerböksi^btigüngy'däss  nach  unserer  früheren  Bezeichnung 

14» 


S^   Spitn:   üeÖ€r  die  Bestimmung  der  vier  gemeinecMafUicAen 

und  nach  EinfObrang  der  betreffendeD  Weithe  yon  ot«  <*•>  ''s 
die  Gleichnng  (6)  fiber  in : . 

+Jt^Vt[p»9i  —Pi9a  +e(Btgi—DaPi)Vfi-MDiP,  -  Biq,)Vi 

+ae(iii-H)  (BJy-B'D)ViTM 
^^^AteVt[plqi-psql+b(b^l-B^q^)^ßt+aiBlq^-DlP^Vl 

oder  anch 

a(p9qi-jH9%>^iPt  +*(i'»?i  -Piqt)  ^%^c(ptq»  -p^qi)  4iP» 

+  6c[(i«»I>a-i*«A)Pi  +  (^^»— ^8Äa)^ilPtV8=0. 
^Bemerken  wir  nun,  dass 

iJ,Di-ili/>«=(fh-f*2)(^tO'-^'^)  =  (f*i-f%)w* 

wö  der  Kfirze  halber 

AD'  —  A'D:=zm   und    AB'--A'B=n 

gesetzt  ist,  so  wird  derCoefficient  von  oöPiPs  =^(f»i-f%)(^ft--88^* 
Weil  feraer 

80  ist  der  Coefficient  von   acTßiVz  =  (l»s— fhXwWt— «?«)>    und 
ebenso  findet  man  den  Coefficienten  von  bejßjßz  =^(f*a-f^)(««Pi--n  j|). 

Unter  Berflclcstchtigang^   dass 
verwandelt  sich  also  jetzt  unsere  Bedingnngsgleichong  (6)  in 


• 


» 
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+a6(fit— fi^(m/ii--jiy8)PiPa+««(f%--f*i)(wÄ--»»ft)PiV»    , 

Nan  ist  aber 

HC  SS  «60.69 
6esso6c.a^ 

w^  TermSge  unserer  ADnähme  a*s=&*=i^=:4-l  ist    Folglich 
kSnoen  wir  der  Torstehenden  Gleichung«  wenn  wir  der  Kfirze  halbelr 

ahe:=iK 

setzen,  auch  folgende  bessere  Form  geben : 

+c[(Piffa— ft^O-^sVs  +*Öh— f«a)  (»V»— «?»)  ViVJ=0, 
oder  auch 

«-  [(P«7»— A5'«)4pi+if  (f4-|%)(«»Pi  — "?i)PiPJI'»] 

Es  ist  aber 

dso«  wie  man  auch  19|,  Ifi^y  Ps  gewählt  haben  mag,  l^iPiPs  eitiet 

der  zwei  Werthe  Ton  VpiPiPs-    Bezeichnen  wir  diesen  Werth 
lurch  Uf  so  nimmt  die  Gleichung  (7)  die  Form  an: 

f-  [(Pa?B  —JPaya)  ^iPt + ^{h—h)  (^Pi  — «?i)^] 
b 


^jß^    8pit%:    fM€f  dh  BfMtfmmiin»  ^r  9i^r  §em§niC(iaftlichen 

r~ 

im  nächsten  Paragraphen  nachweisen ,  dass  die  drei  klammeraQS- 
dracke'^^er«ii*^ii^U8)>  nlftitdK  '.'    .         /    v   .     ^  i^^ '^^  1 

(Pa?3  — /'s^aT^iPi  +  Ä  Cf*a  —  ^3)  Wi  —  wyO  H,     j 

entweder  alle  fär  A:  =  + l'bd^f  ffll«>for  £:  =  — 1  Null  sind,  und 

«^! 

Ausdrücke 

so  9  dass  jetzt  ^  -^^J 


d.  h.  gle^ji}en^  anderen /^erth.e^p  Sf^PiP^P^  is*^  wasidadorcb 
geschehen  kann,  dass  man  in  äen  Gfielchungen  (5)  statt 

f.  ■         -       .      ■  *  I    •       t  .  I. ,  -»»    »  ■      i\  -*- 

setzt;  entweder      ""  *^  ^ "-'   -■ . '  "  i  ".^  **  ^     . .  ^  m  •    '.  —  .  j :  >v  t  '•  t 

—  Pi»    — Pa>    — Ps.  <- «' 

oder 


..•MC  ir 


ode^ 
odef 


f 


\       •      -  1  *     . 


I     ]       > 


80  ersieht  man  unmittelbar  aus  der  Form  der  Ausdrücke  (9),'d^ss 
dieselben  jetzt  alle  für  jK=:  — 1  Null  werden. 

Den  erwähnten  Nadvweis  etn^t^dten  bei  Seite  gesetzt,  koii. 
Aeii.,wfi^ 'pun  (9»  b,.C'SQ  bestimmen*,  duss-die  drei  Geraden  (p) 
dprch,  einen  und  denselben  Punkt  sehen.  ,   . 

Finden  närolitth  £e  drdi' Glewhuhgen  ■  '•  .\.  l)'  . 


'     ,        (;>i^^^2Vty^8Ä+*<fH-^iQ(i»Ä'^«%>B^^    rl 

i 
zugleich  für  ^ 


'.«..' 


man  mag  a,  b,  c  wählen  wie  man  will^  wenq^^ur,  de|r„B^€|mffuqe 

Geofige  geschieht.-   Mao-.^^  4Q9U|ac^  för    a,  b,  c  der  Reihe 
nach  setzen:  - 

+1  +1+1,        , ^ 


« 


-1  -l  +1 

Dieses  gibt  die  vier '  j^y^teme 'von  Je'^rei  Ödry^nV  diV'dtirch 
eioen  und  denselben  det-  rier)  Dpticbs'diDittepunkte  gehen.  Fin- 
den aber  die  drei  Gleichungen  (10)  liSr  nonmuo'  '"      ■> 

Ä=aÄc  =  — 1   « 

sfaft«  80  ist  die  Gleichung  (8)  erfüllt ,  wenb  man  nur  a,  b,  c  der 
Bedingung  a6c=-^l  entsprechend  wählt.  Dkttiri^f.^ir^t^ni^  v§9 
je  drei  Geraden ,  die  durch  einen  und  denselben  IXurchschnitts- 
pnokt  der  zwei  (Kegelschnitte  gfiften?A'Arhä(f,i)rlan  alsdann^  wenn 
in  den  Gleichungen  (5)  der  R^ihe  nach  fär 

''"•'    ■        .^."'^    !  ^   /)'  .•':.-^  ^::  h^'i    ..'  .1'^, :•.•:•.:::'' .!.; 

ab  c  , 

1  M         '"T.l  I    '  v'^   "" 

,      +1        +1        -i 
•  ■  ■■'■  ^.''i     •■'  j^i  ■   '''-^-'t '  •.'■••'   ^   '■ 

—  ^  +*  +1  '         i    »  . 

gea^tzt  wird.  .  , 


>  •  * 


§.  s. 


;  ir  ■'  ;.;--,.'   •, 


Machen  wir  nun  In  diesem  Paragraphen  d^if  oben  erwähnte;! 
Nachweis»  dass  nämlich  die  drei  Gleichungen. (10)  entweder  ältö 
hir  die  Annahme  von  jK=  +  l'iHler  alle  für  iff=:^l  bestehen, 
<DiD  Gegenstande  unserer  Betrachtung  *),      '    ' 

1  *^Dii;ncIiHiiiitert4)er  Sdbliar  der  :vorgdte^B^iliw»i'  K^9\n^nHt(9 

*)  Wir.siod  ?wp  im  Qesitze  eines^ direkten  Nachweises,  der  sich 
QnmitteWan  die  Gleichim^  iV^  BOtfiÄßcjsdi;'*  allein  d^r^^^  U't  'selif 
^«itlänfig  and  warde  dämm .  hief:' d^^c^  ^V^n  einfacheren  ersetzt. 


SOS   8pit% :   üeber  die  Bestimmung  der  Her  gemetmehafOichen 

drei  geradlinige  befinden«  so  bestehen  oflTenbar  die  swei  iden- 
tischen Gleichungen 

wo  o  und  ß  irgend  zwei  der  drei  Wurseln  IH»  H»  H  bedeutea 
und  P,  Q,  R,  S  lineare  Functionen  von  x  und  y  sind. 

Aus  vorstehenden  Gleichungen  erhält  man: 

Nehmen  wir  nun  statt  der  Kegeli^chnittsgleichungen 

t7«0,    ü'äO 
die  Gleichungen 

80  erhalten  wir  auch 

PQ-gÄ5«0,    PQ^RS^O 

als  Gleichungen  der  zwei  Kegelschnitte.    Jede  derselben  ist  von 
der  Form 

PQ  +  yRS=zO. 

Da  P,  Q,  R,  S  lineare  Functionen  Ton  x  und  y  bedeuten,  so 
kann  man  bekanntlich  vier  Grössen  n,  %,  q^  o  finden «  so  dass 
die  Gleichung  besteht: 

(«P)  +  (»Q)+(^fi)  +  (<jS)sO.  ....    (11) 

Schreibt  man  nun  statt  der  Gleichung 

PQ-^jRS^O 

des  ersten  Kegelschnittes  17 : 

und  Sndert  jetzt  die  Bezeichnung  in  der  Weise,  dass  man  #>  (b 
(9SJP)/  Q  för  (zQ),  1  (&r  ^/,  R  ffir  {qR)  und  8  (&r  (tf5)  setzt, 
so  Terwandelt  sich  die  Gleichung  des  Kegelschnittes  Ü  in 
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and  die  Bedingmigsgleidiiiiig  (11)  tn 

Man  kann  demnach,  anstatt  die  Gleicbnn^n 

C7=0,    I7'  =  0 

unmittelbar  anzuwenden ,  dieselben  dadnreb«  dass  man  sie  Torher 
noch  mit  passenden  Coeffidenten  mnftiplicirt»  auf  die  Fonn  bringen : 

PQ^yRS^Q,    PQ+yRS=zdi  (12) 

wo  swischen  P,  Q,  R,  S  die  identische  Gleicbong  besteht: 

/*+Q+i2+S=0. (13) 

# 

Mnltipliciren  wir  die  erstere  der  Gleichungen  (12)  mit  i,  ßo 
nimmt  sie  liie  Form  an: 

(P+  Qy-  (P"  Q)*+y[(Ä+S)«-(Ä-5)«l=:0, 
lud  wenn  man  berficksichtigt,  dass  TeroiSge  der  Gleicbong  (13) 

(P+^«=(Ä+5)«, 
M  geht  sie  fiber  in 

a+tHP+ Ö)*  -  (P-  Q)*-r(R  -  S)*= 0, 

I 

worin  P+  Q»  P'-Q»  R-^  S  wiederum  lineare  Functionen  Ton 
X  und  y  sind.  / 

"Wir  ziehen  hieraus  den  Schlnss: 

Anstatt  die  Gleichungen  (12)  der  zwei  Kegelschnitte  in  An- 
wendung zu  bringen«  kann  man  dieselben  vor  Beginn  der  Opera- 
tion mit  4  multipDciren  «nd  dann,  indem  man 

P^Q=zq, 
R—S^t; 


femer  in  der  ersteren 


und  in  der  letzteren 


-l  =  At, 

—  ycsA,; 

l  +  Z^V, 


setet.  unter  die  Form  bringei^f  ^j,,  ^„.,rf. ..,  ,„„^„ii,,a  ..ü,  1,,,,. 

Um  jedoch  nicht  zi|^  yieJ€|  un[j(eatii|inite  CoeflicienteD  in  die 
Rechnung  einzufuhren ,  wollen  wir  unter 

dM jlleihe  nach^rei^te^eii^  .\  •      ;    -y.w-  j  i./\ 

»  :; *    •     "■   ,    *i   i    ,     ^     - 

und  erhalten  dann  die  Gleichungen  der  zwei  Kegelschnitte  uDter 
WO  1^9  q,  r  als  lineare  Functionen  von  x  und  y  von  der  Form  sind: 


.  .  .   .    (ft) 

*4 


a  =  M  +  M  +  ^55» 

t=a^y  +  is^  +  C9. 
Bildet  man  jetzt  die  Gleichung  :^\\  \  ,: 

liny  tTinftint  för  >o  ^^r  Helhö  nacW  dte  WöfÄe-^   '       M  )     ,. 

(16) 

^  —  —  A^^ 

;•;  .-:  /*,  —  j. 

SO  wird  jedesmal  der  Kegelschnitt 

zu  einem  geradlinigen.         ,  Jv  -    l    - 
Entwickelt  man  die  Glei^blMig  -  - 

indem  man  für  <|  und  r  aus  (15)~dle -betreffenden  Werthe  einfiibrt, 
und  ordnet  nach  Potenzen  vif^  :^  i^nd  x,  so  erhält  man : 


also  iist:        .''-'^-r'.-       '  ^     T'''»    -i^J^-— A» 

Ci  =  (ia  -  Ai)  l*a^,  +  (^  -  ii)  «^s'". 
Eii=  (Aa — ^i)  ftaCo  -f  (4  —  K)  hh  n 


(17) 


;ii    •••  'i;. 


Nach  J.i'X^pistiäfcir  ,  ■        )    -  ,=\ 

■od  man  erbSIt  demnach  noter  :B)irä(ik«tehtiguiig  4ier  RebtloWiÄI  (17): 
and  analog:  •  ( •>"*'^-  "  '''''^^)  '•  •'"^''"ä''"'''  \  —  lO  **\  —  i  ^.*A 

ferner:  .      *.    ,    v  ^  \ v.  n- 

qi  =  (^— 4)  (V—  W.Ö^«i.-T^«3<«B)  («3*2  —  i^h) , 

und  analog:  f     vn^       x     t 

Biese  QM^bwi^tpi  gehen  afm^  xeii^maxi       ^  v.  .^      > .  ^^^ 

^-^  =  ^'''        (ko 

«etzt,  wo  swischen,l'4''^i<|?  l^teJt^aktionj^^teht: 
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und  Etir  weiteren  ABkCkzong  foIgepdel3ezc3cliBtmgA'ete(Uirt; 

«i^i— «iJa=c*,     I     (19)  «,%— aiCa=*^,   J     (W 

wo  zwischen  c',  €f,  cF,  6',  6^,  ft^,  Jne  man^sicb  Idcht 
seipgt«  die  vier  Relationen  bestehen: 

WC  +  *sC'  +  l^>'=0.  j  ,^,. 

y     .    •    •    •    (21) 

fiber  in: 

;i^=frc^«,  (     (22)  j|^=fr6V,^     (23) 

Hierans  orgibt  sich  nop  leicht: 

Ml  -piv.  ==  rr^rc'd^  (b'eF  ^iFe). 

oder  wenn  man  der  Kürze  halber  setyt: 

b'd'  --b^d  —a'^i  I    .    .    .    i    .   (M) 

6V  -6'c*  =  «^;  ) 

wo  TermSge  der  kelationen  (21)   zwischen   «*,  et*,  «^  die  Be- 
ziehungen stattfinden : 

«|l/'=«j«',  «t«^=<%«^»  0,«^=«^, 

aach: 
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Um  die  noch  übrigen  Tbelle  der^  Gleichungen  (10)  zu  ent- 
iriekein,  ersehen  wir  aogleich  aaa  den  Relationen  (22),  dass 

Da  es  uns  ab«r  frei  steht,  tär  J7  einen  beliebigen  der  iwei  Wertbe 
TOB  VpiPtpt  zu  fAUen»  io  wollen  wie  setsen: 

Zar  Beetimmnng  von  A^ ,.  A^,  At  entwickeln  wir  in  den  Glel- 
chmigen  der  drei  geradlinigen  K^elscbnitte : 

il  CpelBdeDten  ven  jf*  und  finden  i 

«     Ana  (16)   folgt  unter  Berficksichtigung  der  Relationen  (IQ 

aogleich: 

Ffihren  wir  femer  noch  in  die  zwei  Gleichangen~(I4)  ii3r  p,  n,  t 
die  linearen  Faritsttoilte  (IS)  ein  und  entvttiöketD  die  Coefficientea 
*<>■>  Jf"«  Sie  and. jf,  ,8p  ergeben  sich  leicht  folgende  ^eiiehnngen: 

A  =Äi«i«  +ify*  +*,«,«, 

.  '..".^ :' '' ..',     . :  <?■  =;*»fi,f» •+*»««*«  t-^v»;-  •  ■  , 

.•'iysmi^ri-(-«a^-f<4V'  "  ■ 

Bildet ;  nian  <  hfiirans  tfe '  Atasdräeke : 

m^Aiy-A'D, 

■-^  n s Aß' —  A^Bi  -  ' 

•0  wird 


X 


oder  wenn  man  von  den  AbkQrzuDgen  (IS),    (10)   i^d  (17)  Ge- 
brauch macht:  "  t     ;     * 

Berficksichtigt  man  nun  die  t^aH(MefK\(94y  iMd<äBf,' iftt)  ^ 


Substituirt  man  nun  endttSh  icl'  dtd^^lSleichungen  (10)  die  be- 
treffenden Wertbe  aus  y)(Hrfttehe^deii  JBntwickiungen,  so  geben 
dieselben  über  in  ,y^ 


•   1 


- 1", 


und  finden  somit  zugf^itti  für  a==:-|-'1'  statt 

Hätte  man  für  V ftjt?a/?3 , «^o  ™?'!"rr""4  angenommen,  so 
würde  man  auf  di^#^roe^  W^Wä*  gbfMifl^ii  liaben,  dass  jede  der 
drei  Gleichungen  (10)  übei%ilglm^9li  Wrär^  4ii  L 

und  obige  Behauptung  ist^d^iincAdl  ^efMiife^gt. 

Cm  das  Vorgetragene  :?»0q|i  :diiri^oi<»a  tg^WinJitfifpfeltltm  er- 
läutern,  seien 

t7  =  7y«  -  ?|^+ &«?„  8fc-^> +3  =  0. 
C7'=8y>-fyar+&e>-lly— 7«-|-6=0  ''i'"  "" 


AjJaijjui^  W  irV'  ''■  '  ■'  ''  '^'')  ii'Ji;'!-'  •'    >!')  -t'»'  :'•  '••■  ■   '  ■'••''  :"■  •••1 

1  ^  3 

I?        Hin        1 

ferner  f  —  *  !  I  — 

Pi=Äi«— i<iCi=l,  gi=:BiDi-i^iäiß^h^m^ni  r^jil 


289-      ^'     «  -  119 


demnach 

*   ,  «-1 

Pa?8— P8fe=     612'  »»/^i— »^1=     4» 

51  9 
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Ffiliren  wir  Dun  die  hier  entiriclcelten  Werthe  jfSr  die.  betref- 
fenden. Ausdrücke  in  den  Gleicliungen  (10)  ein  and  wählen  hierbei  ßir 

17 
n  den  Werth  +ö$»   so  ergibt  sich  darch  einfache  Rechonog» 


dass  jene  Gleichungen  in  diesem  Falle  Rhr  ir=-|-]  besytehen. 
Setzen  wir  In  den  Crleichungen  (5)  fSr 

o  6  c 

der  Reihe  nach 

+1  +1  +1 

+  1  -1  -1' 

-l  +1  ^1 

-1  -1  +1 

80  erhalten  wir  folgende  vier  Systeme  von  je  drei  Geradmi,  die 
durch  die  vier  Dorchschnittspankte  der  zirei  K^elschnitte  geheot 

y+ar— 1=0,  /    y-h  «— IssOl 

1.   {  2y-«-l=0,  2.    I  3|y— 2»— 1=:0, 

4y.f«-3=a  (    y-4r-|-]=a 

y4-3ir-2=0.  /   y+är— 2=% 

Z.   {  2y—  *— 1=0,  4.  j  3y~2«— 1=0, 

y— 4«-M  =  0.  (4y+«-3sa 

Die  vier  Dorchschnittspankte  der  »rei  Kegelschnitte  selbst 
bestimmen  si<^  «ns:  ,    . 

-,  2  1 

1)    y  =  3,     x=^. 

*>)  y=5»  *=g"' 


» 


■ 


{.6. 


Da  wir  jetzt  wissen,  unter  welchen  Bedibgungen  die  Geraden 
der  Gleichungen  (5)  durch  einen  und  denselben  Punfo  gehen',  ^  so 
wollen  wir  nun  die  allgjMneine  Bestimmung  der  Werthe  der  (Koor- 
dinaten der  Durchschnittspunkto  .▼.Qrpehmek* 


«       " 
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Diese  BeHtimmang  kann  dadurch  gesdKihlehy  däss  imiti''niir 
je  zwei  Gleichungen  des  Systems  benützt.  Aber  die  Ansdrilcke» 
welche  man  auf  diese  Weise  fiir  x  und  y  erhält,  sind  keine  sym- 
metrischen'Ffinctionen  der  drei  ^Wurzeln;  erdndern  hätigett  bloisii 
von  je  zwei  Wurzeln  der  cubischen  Gleichung  ab.  Wjr  wollen 
desshalb  immer  die  drei  entsprechenden  Gleichungen  benützen« 
wodurch  wir  a:  und  y  ausgedrückt  erbalten  AmAi  -  «yiometrisohe 
Functionen  aller  drei  Wurzela  der  cubischen  Gleichung.  Zu  dem 
Zwecke  müssen  wir  aber  vorerst  die  Gleichungen  (5)  der  Reihe 
nach  durch  aPi,  bl^^,  c^s  dividiren  unÜ  erhalten: 

Aiy  +  (ßP,  +  fii)«+«  J'-  +  A =0, 

t 

* 

Afoltipliciren   wir  nun  diese  Gleichungen  der  Reihe. nAcb  mit 

f*a"^f«3»    f*8r-fH>    f*x  — f*2 

ond  bemerken  zugleich ,  dass  nach  unserer  Bezeichnungsart.  fol- 
gende drei  Gleichungen  stattfinden : 

-       *       *        '         . 

1 

(H-lh)Bi  +  (iH-H)Bt  +  (ih-'H)^^=0,    \     (28) 

(f*2— f*«)  A  +(f*«-f4)fi»+(f*i  -f*2)Ä=0; 
80  erhalten  wir: 

( (f%  —  f^)  «Pi  +  (f»8 — f»»)  *Pa  +  (W- f«a)  cP»]  a? 

Auf  gleiche  Weise  wie  eben  för  x  lässt  sich  auch  aus  den 
drei  Gleichuiigen  (27)  eine  Gleichung  zur  Bestimmung  von  y  ent* 
wickeln.  Man  .k«innte  nämlich  jede  derselben  mit  einem  unbe- 
stimmten Coeflfictenten  multipliciren,  dann  alle  drei  addiren  und 
nun  die  drei  Coeffipientea  so  bestimmen 5  däss  der  CoefBcient' von 
X  verschwindet.  Wir  ziehen  jedoch  folgenden  einfachjf reu  Weg 
zur  Auffiildiing  von  .V  vor:  • 

Anstatt  die  Gleichung  des' Ke^elschMttes 

Tkcil  XXXIL  15 


>  .  '•. 


V 


Hol    '\.  t;  n    n  ri  1 1--' 


>    "» 


gesetzt  ist«    Pieße  GLeichi^Bg  wird  aber  das  System  zweier  Gera- 
den,  wenn  i    '        '      '  i  ^  «   i-i      . 

\  «0*— ;?o<o=^0,     ......    (30) 

welclies  dieselbe' Bedingungsgleiehung  zwischen  <]en  fSnf  CoeOi- 
cienten  des  Kegelschnittes  ergibt,  wie  früher^die  Gleichung  (3). 

Die  Gleichungen  d^r  ^tvi^bi  Geradei)i'w^r<lh%  den  einen  gerad- 
linigen Kegelschnitt  bilden  und  sich  oben  (§.  3.)  unter  der  Form 

stellen  sich  jetzt  unter  der  Forn^  d^r:  ,  . 

wo  Os'  wiederum  +1  oder  -pi.bjedeutet,  , 

Wir  %aben  nun  zunächst  die  Beziehungen  aufzusuchen,  welche 
zwischen  a*  imd  h^'  stattfiAclea  A«36senV  ^aiiiit''dT&  v^orstehendeo 
zwei  Gleichungen  identisch  sind.  Eine  einfaeha;yi^t^rsucfviV 
führt  zu  dem  Resultate,  dass  dieses  der  Fall  ist,  wenn 

a'  =  —  a. 

E^'^fosc^  ^ict^^semit  die  drei  bleicfaudgefa  ß7)  auch  ittuf  folgende 
Weise  schreiben: 

I'        ■      '  TT  r>      j        '  '.    ^      ,      '  •  •  ■'.-■>  '••.••    tr»       J. 

Dividirt  man  diese  Gleichungen  derJRei{tiC).|;^cht,4finffl4.y.  iu> 
80  nehmen  sie  folgende  .  Formen  ap  2 «, 


(6Pa-Äa)y-Ci»+6^-£BC3ft,  A  •    •    (31)... 


^2 


(cJ>,-B,)3r— q,»  +C^— fij  aaO. 


i<^7 


Mciltiplicirt  man  nun  diese  Gleichungen  der  Reibe  nacli  ilii^ 

addirt  d|e  erhaltenen  Resultate  und  berficksichtigt»    dass  ausser 
den  Relationen  (28)  auch  noch  die  Bfziehuog  stattfindet  f- 

so  gelangt  man  zu  der  Gleichung: 

+  (*««-tt.)o^+(»»»-»«i)*g  +  (fH-t««)cg*=0:    (32) 
Aus  den  Gleichungen  (3)  und  (30)  ergibt  sich: 


Bezeichnen  wir  nun  die  Werthe  TondbV'*o  und  ±V^o>  n^ch 
dem  deren  Zeichen  so  gewählt  sind;   dass  dteGletchubgen  (27) 
ond  (31)  bestehen»   beziehungsweise  durch  üo  und  3^,    so  gehen 
die  Gleichungen  (29)  und  (32)  zur  Bestimmung  von  x  und  y  über 
in  folgende: 

[  (f*2— f*8)  «Pi  +  (f*tf  —  f*2)  *Pa  +  (f*i  —  f*2)  cPa]  ^ 
-f  (fia— 1*3)  öBi  +  (f*8  —  fi«)  6»2  +  (f*i  —  f*a)  cBa  =  0 

und  ■    '.    !  •    '-.  ,* 

+  (^— f*8)  «8^1  +  (f*8 — f*2)  *^  +  (f*i  —  f*a)  cffa  =  0, 
iroraus  wir  endlich  für  x  und  y  die, Werthe  erhalten: 


11= 


15» 


Es  sind  dieses  die  allgemeinsten  Ansdr&cke  der  Coordinaten 
der  Durchscbnittspunkte  zweier  Kegelschnitte,  wenn  f»i,  it%,  m 
die  drei  Wurzeln  der  cnbischen  Gleichung  sind,  welche  den  zwei 
Kegelschnitten  zolMmmt. 

Wenden  wir  diese  Ausdrucke  auf  die  Berechnung  der  Coor- 
dinaten der  Durchsehnittspunkle  der  zw^l  Kegieitirhnitte  des  im 
vorhergehenden  Paragraphen  angefahrten  Beispiele  an,  so  haben 
vir  zunächst;  •  , 


•  '     1 


.1 


'»-~2'      J  l     •~Pi-~2 

I  '   '      '     J  *    ' 

J'    187     I  f  ^  l.Ä_     1S7 


>^  ^it/ 


nnd  hierdurch  erhalten  wir  för  abe  = -|- 1  oder 

1)    ftjr  a:?5+l.'6=+i,  c=+l:  i, 


'».»' 


2)  för  ii=+l,  6=— 1,  c=— 1: 

2  3 

3)  för  a=^l,  6  =  +  l.  c=  — 1: 

3  6 

4)  fflra=— 1,   6  =  — 1,  c-  +  l: 

was  genau  mit  den  oben  gefundenen  Resultaten  fibereinstimmt 

Man  fiberzeugt  sich  leicht,  dass  flir  die  Annahme  von  a6c=— 1 
dieselben  Werthe  für  x  und  y  wSren  erzielt  worden. 


I 

% 


ßaeJki':  tfaie  ntr  qu^inues  /brmttl^s  gni peuteni StreMiBi^tc.  221' 


•  v    : 


..    ,     ^  :* 


•-,.., 


>     . 


Note  8ur  quelques  formales  qui  peüTent   etre  utiles 
dans  la  Üi^orie  des  surfiiees  cpurbes. 

Monsieur  C  F.  f^.  Baehr 

k  Groningue. 


L 


i.    Angle  sous  lequel  se  coupent,   au  point  j?»  ^,  z, 
deux  courbes  douDÖes  sur  une  surface  jP(ar>y,  z)=0.    Soii 

une  des  ^quations  de  la  taogfente  k  l'une  des  courbes;    celle  du 
plan  tangent  ätant 

,      J— 2;=p(|— ar)  +  ^(i?— y), 

OD  aura,   en  älimioant  fi^y»   pour  l'autre  equation: 

Ainsi  les  öquations  de  cette  tangente  seront: 

Im        p  +  Tog 
et  par  cons^qaent  onaucai  en  faisant 

pour  les  Cosinus  de  aes  angles  directeurs: 

1        m       p-j-mq 

Pareillement  ces  cosinus  pour  la  tangente  ä  l'afitre  courbe,  doot 
uue  des  öquations  est  i}-7-^=:ii>'(ir-^),  seront 


922      B€k9kri  Hote  iur  guei^e$  f&rmuie$  qui  peu^ent  Ate 

oü  Ton  a  fait 

ilf'  =  VI  1  +  iw'*  +  {/>  +  i»V)*|. 

On  anra  donc  ponr  le  cosinus  de  l'angle  q>  entre  ces  deax  tan- 
gentes,  c*est-ä-diTe>  de  l'angle  sons  lequel  se  coupent  leg  dem 
courbes  donnees, 

1  +  mm'  -f  (p+mq)  (p  +  m'q) 
Cos9  = . jg^ 

OUi         .  .  .       - 

Applications.    L'^qnation  dlflf^rentielle  des  lignes  de  com- 
bure  est 

doDC,  d'apris  les  prctpri^t^s  des  raciiies  de  l'^quation  da  secood 
^egrö:',._    ''''.'.',  "     . 

„  .     ._     (l-fy')»-(l+P'>< 

.-•...•■  » 

mm  =  —  Tf--; — ö^ i  f 

il  +  q^)s—pgt 

substltuant  ces  ?i^lenrs  dans  (1)  on  trouve: 


1  I    -' 


:    » 


.     i«"     • 


et  par  consöquent  q>r=l7Cj  c'est-ä-dire«  les  lignes  decourbare 
se  coupent  k  angle  droit,  pr^prtet^  ^m  rön'd^montre  ordinaire- 
ment  en  rapportant  Ti^quation  de^hi  surface  au  plan  tangent,  et 
faisant  h  cet  eff^t  dans  Täquatiön  difförenlielle>dfi»«iig»e»4eeap»* 
bure  p=0,  y=0. 

L'äquation  diffärentielle  des  lignes  de  niveau  est,    en  soppo- 
sant  que  le  plan  wy  solt  horizontal, 

pdx  +  gdy  =  0, 

e^j^lie.^d^  lignes  4©  plas  grande ; pente :     ^  :     ,  ; 


I  '  >i 


on  a  dooc  dans  ce  easf:  •  -  ^  :  ^ 


r  ^". 


m=  — ^,     m'  =  ^; 
et  Ton  trouve,  en  saba^itiiAntxes  valeiirs  dan»  (1)» 

doDc  aassi  ces  lignes  se  cbnpent  k  angle  droit. . 

Avec  les  ^aleurs  des  cosinus  des  angles  directeurs  des  denx 

'  tangentes  on  trouvera  facilement :  i   -    ^ 

«tp»  consrfquent:.  iioilau.'r)!  eI  >-.'>icir.  1-. 

b  derniM'e  formale  donnera : 

^-  A-a{(l  +  7«)m'+;?y}  '•    .    .    .    i    W 

qai  )iinrhr  sehrir  Ji  obttmr^tQiraJdiattoeot  l'^q^a^on^i^MM^foticIle 
d'one  courbe>  qui  doit  coaper  suivant  une  certaine  loi  un  systdme 
de  coDfbes  donn^  sur  une  i^rfad^i   ,  Vr    .   .J    >     ri!)   •.  p   rj 

Sopposons  qae  Ton  veoiUe  avoir  Ja.  ligne   loxodromique  sur 
QD  ellipsoi'de«  dout 


ß«  ^  p  ^  C*  , 

«pi»j;^quatiq9,;et  que  l^^pJaiis  pajssan^  parTj^xe  des  i  ,^p)i^t{,l#s^ 


1    « 


L'^^ation-  de  ta  surmce  Aokn^.:'  ! 

«♦«ritttltttllnt'icttsVteuri»  dito«  <2)j  'Oft  IroWe^:  ^^^  li  >i    "  '      ^'^» 


-f^"      Baehrs    NoU  9ur  gueigues  fonauin  gttf  pmveai  itre 


.,     i 


oft  Tod  a  fait: 

81  Ton  iotrodait  des  coordoofi^eA  polatrcs^  .te  faUant 
la  dernitee  öquation  se  cbange  dana: 

/i     ..rf^        e.   ^  ^  iit  CoaB  -  ao«CSin  0 ' 

^  > 

et  apröa  la  r^ductioo: 

Cette  ^qaation  n'est  int^grable  que  dans  le  cas  oü  l'on  a  a^b, 
ce  qui  donne  en  tn^me  teraps  i?SE  C»*  ilors  ^Re  devient:   . 


taodi|i-qa6  Tod  a: 
e 


^^^^^0='*^'' 


ce  qui  chaoge  la  derni^re  äquation  dans:  .<  .t.  « 


tv 


^qoation  coanoe  de  la  loKodrome  ^m  ^n  (ällipsoide  de  r^volution. 

2.  Pour  passer  d'an  Systeme  d'axes  rectangnlatres 
ä  an  äatre  systdme  d'axes  aussi.reetangalaires»  qai  a 
la  in^me  origine  que  le  premierren  fait  datosi^^qoatlöKd'uile 
surface  courbe: 

V  -    fc  ^  •  _   _ 

oft  «,  y  et  2  sont  les  coordona^es  du  premier  et  ^,  y'  et  z'  Cel- 
le« da  nea?eaa  syst^ime»  tandU^que  «»  a-  «t  o*^  aont  leajoow"^ 


im^ff^^i^  jJArai^teiirii  da  nouf^au  ^e.de«  4^»  ^tp.  .  U  ipeat^^i^rff) 
ver  qiij9^  r]r)gi'v^il^  faire  cette  substitqtioP  ^^^ß  un^^^^q^ion, 
diffär^tieile,  QU^ei^^nt  lej»  co<^fficiept3  4^ffäreiiti(^ls« 

•'    &■■--'''  tfx'"J^  ^     dp         '  dp       dq    '■  '-'^'^df'-   ''■'  ' 

il  i$*${^.  d«[  sAToif  oe  que-'FcNi.doit  alor^s  euilHStUiieP'ik  ces  8ylpbQ«^ 
•  le»i-€»t{MsaDt  d0  iii^il^,dafif(  Je  nouvean  ayst^^e; 


,     d^         •     dl'         ,     dp'      ".      ^       dq'      ',      d^    ' 

et  a  cel  iSAt,  U'lfaat  >e3^Hner  -^p,  ^,  r»  etc.  cr'  fonetions  d^ 
p'i  9'»  1^9  etc.  <Si  dans  les  lanfnules  (3)  od  chanf^ei  les'^ahtitto 
de  Tone  dto  deux  ilignies  snivahles  d^ns  leurs  eerr«8peiidänte9> 
(le  favtre; 


!'•         i 


»j   2       a    6    c       a'    6'    c'        a*^    6''    c"       p    9    r   /"( 


•f:':- 


«'y  »'     a    o'  a"     6     h'    k"       c    .  c'     c"       p'  q'  r»  $*  e 
on  obtient  leurs  inverses : 

tandis-que  Tod  a  entre  les  quarfiit^s  aVft»  c»  etc.  les  sixrölations: 


'H.^ 


w 


«■>       1 


'  I 


'  6« + 6« + 6"» = 1  ac + oJ'c/+  a*c"  =0  ('         («) 


dont  on  däduit  de  Ia  mdme  maT^'^er^  Ips  toFersesr;, 
HtimfÜdLÜkim  %ftt  cin^ö^p^Hi«'  coiiä^qttebcWP  ' 


T 


\   ,v.    II •>    ;.   ,'}   j..» 


^MP      BaeAr:   ß^dtä  tur  ^eignes  fimmiet  guf  penpiM  itre 

qtaf  tebfMt  \^n  ^iSme^  qimtid  od>^  fttt  le  ehai^g^üiM^  ifiApS  tl^^ 

suivante.    Suippö^bbk  qnii  fes  deut^^'i^t^mi^  &teM*rectkti^hilre8 
soient  ,pria\^ans  le  v^iifie  ordre»  de,,i|pr(e  qa'^  &bant.^oaraer 
an  ^j^'sy^t^meb  aatour^  d^  rorigloetconHiian&  i^^ 'twpui^'Mre 
coYiicider  Tes  directions  des  x,  ^,  z  respectiviemeot  avec  celles 
ied^,;  y  et  2^  pei^HM^r  »^)  d^sow^^reud/'ä  partir  dei»l^iglii^< 
o,  8ur  les  diret^tMn  pöi^f^g'^^k  xr'  et  ^  ^ >•' des  -  lebgoeimii   * 
oa:'  et  o^'^  ägales  h  Tunit^,.  et  qu'ou.j^igne  les  extr^mit^s  x!  ein', 
QU  tMira  un  iriänglf)\rectangle  ä^^y^. ,  ^aat^is^  sn^tacd^si  ,{,et  h\ 
aurface  de  sa  projection'sur  le  plan  ay  sera    c'^;  si  l'angle  qai  a 
ef?  poarieoMiiua-'estaigiK  .  Dans  ce-^joa^  änisllleü  ptöfvctioBSrdft 
(Mb^  et:«»gf'ysür  le.  plan  i^rif  seroht  enlre^i^lles  däMs  ia  m^Ane.todx^ 
qm^Aämi^ap^m^^m  Mo^l'tek^,»  reaiacqnaot^iliteiileaiddOfdönniäesliUj 
la  projection  du  point  ac^  parallele  k  ces  axes  sont  resp^eti^wnieil 
a  et  a'f  tandis-que  Celles  du  poin^ty  sont  6  et  b\  on  aura  dai» 
tous  les  cas  pour  \^  suffae^  de   la   projqction  du  triangle  or'oy 
sÄriyi^    \      \         -^      '^  •>     ''^      ■'       •>    ^^    ^'       '    l  -- 

^    '     '    '            4IW'  +  (a-6)(a'V«0-aa'r  ."  .'' .    :  (*) 
ce  qui  se  rödolt  ä:  ^"    '       '    ' 

ägiitabt  -dotic  ies  deuz  ezp^eisiotis  i  die  la- sörface  de  la  projection 
on  obtient  f   ;:"-  ;      -   ,      >  —  ^- 


quäntitö  pösrnre»  '  serait' -^s er ,  mais  datis  ce  cäs  aitssr  les  pro 
jections  de;  o^^- cH  oy\dvä  a^y  lieraient  eiitce^^cfs^a^i^  un  ordre 
inverse  de  celle  des  axes  ox  et  ^oy,  de  sorte  qu'il  faudrait  en 
nidme  tenips  changer  fe  si^ni  de  (9).'  "'        ^     ^''         '  '*     ^    ' '  *' 

.     De  la  pfeini^re^  faes  ^etatiori^  (8)  on  d^d^it  les  iaufi^^s :    pre- 
mi^l^ment/  ^ttf^Me^qudQt.qac^' les  quanftU^i»  o,;  b;  ic  is^  succMeut 
dans  l'ordr^  ^^  c^a  .et^<;,  ^^  ^^  de  s(}rte.que.  V.q^  p^uj^  changer 
dans  cette  premi^fe  relatioii  a  en  £,  b  en  c,*c  en'a  et  aussi  a 
en  c,  6  en  a,  c  qiv/A»  ji^%'j]pl.^oi»^jla;  d^i¥p^#  ^  ii».  ta^^isito^. 
relation  de  la  premi^re  colonne;  secondenient,  en  remarqnant  qae 
les   groupes    (a,  6,  c),    (o',  6',u0*    («''»  &''»  c")    se  succ^dent 
daiÄirordfeVÄ'cO,  (a'^ftV); (vö*«>  et  (a"6'V0,  (rffc^^t^ft^» 
d^  aof^c^  qiie^J'on  peut  au^mepter^cliaq^e  lettre  d'm|  .tpc9nt^v.a^ 
conditibn  d'effacer  tous  les  äccents  lorsque  lenr  nombfe  ^evien- 
^Hnf  WMff-/ cd  qui  donne''les'^ehcttoii^  "de  la  deuxi^'iÄ^^^fa'hl* 


•  ■%■ 


wM$$'tüm9  10  Mmie  lin  wrfäeet  tourön.  iXt 


/Taieurs  (3).   alors  ^b  abra  par  la  differentiation  de  fipnc;tioQS  de 
foncnoDs:  ':U        ' 


<  'I 


dF_  dq>  ^dx'   4w  e^^  d(p  M     d^^d^^^^dF  dy^    dF  dz^ 

dF_^dtp    dx'    dq>  dy'  dtp  dt'    dtp dF  dx    dF  dy    dF   dt 

a^^W?'''l^'^d^'' %'^dt''dy  '  dy' "^Si'd^'+rfy^ * 3y^*äi '. ^ 

dF___rf9   da?^    dtp  dy'   d(p  dz'    d(p dF  dx  .  dF  dy    dF  dx 

dl,  ~€te'TK*^«i'*^&'*     W^dS'äi'^dy^z'^dz  'SP' 

Dans  ees  diff^rentiations  x,  y,  z  sont  consider^es  comrae  des 
▼ariaUeiindi^^niR^Mrto'  enUeheÜes)  ^t  d^'  "itk^e  leH^i  We  ^üpp^^^' 
•fo^auci^n^  liaison  entre  x',  y^et  3^^.de  sorte  qae  les  valeurs  (5) 
ii^w^M  vonf  la-^enii^^e  coloone::      ;  v,^^*  . 

5i"="'  ■^="'  rfr="  '  5J =*"•••**'•' 

^t  les  valeurs  (3)  pour  la  secon^e  colonnei 

dx^_        dir  ^.      dx^^        dy  ^ 

et  par  consöquent  Ton  aura«  .   .■:    in      ^.  y  ..4  i:j  ,ii 


\  \  \, 


-  -'  '\ 


-.V    '.  -^   -  '    V.  ^^^^> 


fix 


'    dq>'     •,  «^i.iv.^  dfp.^x    dfp.x   .    rfF      » df        y, dF 

57^f*"W7  *>  ^  ^"^  ^^    t[?^^>'^dx  +^^'+  *  ^;S' 

dF       Jä(p  ,  .,'dip  \    ,,äip      .dtp        dF  ,    .dF'       ..  dF 


^^dz^^^dF^dF         _^££.^     ) 

^^  da/  ___      djp^  /dq>         ^  _      dq^  ,  d^      l 
P  "^dx'^^      da:''  S?^  'j-^:.^Tr1;d|^  TJy '    -J^jv  ul  H*ßiii 


ie  «orte  qa'tn  divisant  U  preaii^  et  la  ppoöndT^tfuSoB  de<la 
prämiere  coloBoe  (10)  par  la  troisiMe«  et^^riaaiii  ka  -deastei^ 

'  *  *     tut    ^  \i    *  i'  '  I  '4  ' 

mes  de  la  fraction  du  aecond  membre  par  ^^  od  trouvera^   ea 
ayant  ^gard  aax  relatioos  (11): 


dt  Optant,  d^  la  lii^ma  manföre  avec  les^quatioa^^de  h»  aiecmide^ 
colonne  (10) «  ayänt  ^gard  au^  relationa  (11) ,  on  troave  \es  inTersea : 

r^      ap-ira^g-af'      ^.^_bp±}!S±^:      aZY 
P  "^       cp^  dq-^c"  •    *  —     cp  +  c'y  -  c"         ^^^^ 

Diff^rentiapt  la  preiiu^e.,(br^ule  (12)  par^r^pporf  h,  x,  pl^At  i-..  - 

00 

et,  en  vertu  des  relations  (3):  '  .  •-  '■•  ->  '  "i   '  > 

Mais  on  a:  , 

d«  ""  dx^'  dx    '  ^p'das  '     dx,       JÜe  '^dx       dy''  dx 

oü  II  faat'  eongiderer  .^  et  2':oomnie  des '  variables  dtfpöhdaates^ 
de  Sorte  que  maintenant  los  ^quations  (5)  donnent: 

ce  qui  chaoge  les  pr^c^dentes  dap^,: 

nsais  la  Taleur  (12)  At^  p  donne : 


1.      >  *    \      ** 


.<?  +  o  />  :^         o"^^-»;  6"«'  r-^'     .  ,\  ^ — '■  a'y+b"q'-&' ' 

fr  +  6  p  —         ^„^,  ^  6«9'_  c"         ~     a"j»' + 6"9'-  c" ' 
de  Sorte  qoe  les  derDi^re^.öqa^tMDs  dAviennent; ;..  , 

et  eofio  en  portant  ces  yaleprn  daos  (14)  on  troavera  la  premiere 
desfrois  fcrrmules  suivaiites: 


•\ 


(15) 
•■•^  (a'y+6'V—O' 

._      (cp^+&)V-2(cy>  +  6)(cp^  +  a)^^  +  (cy?^+fl)«rl 

\'"  (a'y  +  6'V^^)^      '""^      ^^V.;.     .  ;        %, 


doot  les  deux'derni^r^s  se  tr<mvent  de.la  inline  inafii^re^  en  dif* 
f^rentiant  p  oik-ij  pat  /appört  l  y  oü  m  eiq  par  Tapport  ä  y. 

.,u.>i;c^attgeaQt,ervtr0T(el|e^  la^  q^aatit^  .d^,4eia  Jignftft,j[4^,  o^ 
trouve  les  inVerses;      ;..    ..,  ^     .  ,;,/        ,.  ..^  ^.n/,;'i,  s,/,i.-/,  p., :, 

>  H  iMtiHipHaiit  les  m^mbra»  ebrrespoodaiito  de  <cfelle»  i^es  öqaä^^ 
tieft«  (}0)I  ^1«  sont  ^erit^s  dans  bm  m^nte 'ligne^fcorikcdtaie;  ei 

f'.'- r  '•       '  'iW'doo'-  •'  '  '-'"•-        -T/r':',''  , -'i^'j  '»  • 

divisant  les  produits  par  -j^.  ^,  (j^Jr^qy^^encore  iQft  jrelationf^|^ 


228:       Baehr^   Jioie  snr  4Utiqms  fnrmuiu  fmip$M0tU  itre 

Je  «orte  qu'^n  divisant  ia.  preiai^re  «t  la  fBpcOnd«n<$qliatioD.  deJa 
prämi^rc^  qoloiuie  (10)  par  la  trofsiMe«  et^vlsani  las  danK-iei^ 

mes  de  lä  fraction   du  second  roeihbre  par  -7^,  ori  trbuvera.   iea 
ayant  ^gard  aux  relatioas  (11): 


et;  opdraiit.  d^' la  monier  manföre  avee  les  e(]^uatiQi^s^de;te^c<ra4e 
colonne  (10),  ayänt  ^gard  au^  relations  (11),  on  trouve  las  inTerses : 

''"       ep  +  c'q  —  c"'    *—     ep+e'q-c"        ^    ' 
Diflf^rentiaiitja.preiiuire..^^^  (jl2),par^r^p|M>|i(t  4  x,;,pii-.a«. ;  j  . 


r=r=5. 


v.-^ 


• . »        .   .    ~     ■  .   - 


et,  en  Tertu  des  relations  (3);  ...  ,  .  ..:•  j  i.i.j    i> 


*     \ 


\\ 


Mais  on  a: 

da?       da?'  *  dx       dy' ' da:  '     da;       dx*^dx       dy' *  dx  ^  ^ 

oü  U  faut'  eon^idefrer  >2;  et  2^:Qomme  des '  variables  d^p^'iiSaatßs, 
de  Sorte  que  maintenant  les  äquations  (5)  donnent: 

ce  qui  change  les  pr^cädentes  dan^^: 


niais  la  Tafeur  (12)  4(^  p  doiine :   .  .^    s,,^  ~     '  ^  ^  .^ 


frt»p-  a"p'-\-tf"q'—c"         ~     a"p'  +  b"g'-c"' 

de  Sorte  qne  les  derni^re^.^uMMns  diB^vienneiit:  ;,■ 


St  eofio  en  portant  ces  valeurs  daos  (14)  on  trouvera  la  preini^re 
les  trois  farinules  suivantes: 


;.     :;<   -^ 


(15) 


;^v V W4  &y r^ r^"it:<^y.^ + <K)  i^^p^-» «a^^ 4^  (e>- ^a^n  ;     / . 

(a'y  +  6'V— O' 

\  1-/ ;  '/i'''\\'f''^ /'%'\^'  '^  ''••"'  -'■•  '"^^  *r 

(cp^  +  6)^r^  -  2  (cq'  +  b)  (cp'  +  a)>  +  (cy^^  +  q)« ^  \ 


doDt  les  deux'M^ni^r^s^  se  troiivent  de  la  m^me  inafii^re.  en  dif* 
ttrentiant  p  oü-^  pat  /appört  k  y  oVL  sß  etg  par  Tapport  ä  y. 

:.u.<G;c^ai»geapt.^rvtr0*(el|e^  M  «aoöt^  ,defii,4eu^  Jignft^j[4^,  9^ 
troave  les  inverses;      ;.;  ...;  ;     .  üt,  .,•    .=  -n  <m/,V1>  s,.-.^/..  p:jI, 

{6"y+60(«"9+«')r-t(o'V+oO(*"P+*)+(6"y+6')(o"/»+o)l«  j 

•<^Vv-i--',;  i)' :'.  :-(<?^+«^^*rvct)»r■v.v  -l^— .  ■->!  ;>■;_.,— ^,a  . 

'  >'|iiMillH«iit  les  n^bra*  ebmspoiMlant»  de'i<|fell«W!)4es  iqai^- 
ttMM''(}0)!  tfä'  $ant  ietiti»  dm«  «o« ^  roMie  "ligna : fcorikonttale;  et- 

diTwant  les  produits  par  -^-  ^,,qai.|r9aye,eDcore  Jfl«  jelat"»"^^, 


1-= 


228:       Baehr:    Note  mr  .^utlgues  fimumiu  fmipeMmi  itre 

de  «orte'qu'en  divisant  ia  prettii^re  «tJa  fBpcOnd«*^qiiatioD. deh 
präint^re  qoloiuie  (10)  par  la  troisiMe«  et^yjsani  les  deoK^iei^ 

mes  de  lä  fraction  du  second  löeihbre  par  -t^/od  tröavera.  en 
ayant  ^gard  aux  relations  (11): 

'     •  •  ti  3h  —  "  ■/,    ,  "'V   ?'V ^ ♦♦     Äa±  ■^^'  ,Av'   V^V  4  '    ■  i»  ^-  ' tl2) 

.li         :'.»       \,S        1  .  .  -A        \\\  ^     ,         '    ■         '•■       ^;   ..         ,-    ^*\     ,      V"/ 

6l^  Optant,  d^' la  m^me  inanföre  avee  les^quatioi^s'de;!»  g^cmid«, 
eölonne  (10) «  ayänt  ^gard  au^  relations  (II) ^  on  trouve  les  inverses: 

^~       ep  +  c'q  —  c"'    *—     cp+c'y  — c"         ^   ' 
Diflf^rentiai)tJa,prejmj^e..for^ule  (l^par^rj^pfu^f.^  ;r^  .pBi,^;, : , 

(a'y+A"9'-c'0(«£-+4|>-'(«'l»'+V'^Xa'/gr-l>4'^^ 


oa 

^.•:^i.n',      -.    fjj    ■  .:0(j    '.   )     ■  •'   '    '    J  ( 


et,  en  vertu  des  relations  (3):  . .    •     .     ,        ;.,  . ..:'  j  j,.| 


1, 


^'^V+ÄO^-ccyi«')^ 


Mais  on  a:  , 

dp'  _  dp'  ,dx*       dp^  dy^^      ^^Il*Z!  ^^  a.'^^^    * 
dx       daP '  dx        dy'  *  dx  *     dx^       dx  \dx       dy[ '  dx  , 

oü  II,  faut'  eonsiderer  .2;  et  s^/oomme  des '  variables  d^pöiiaaatßs, 
de  Sorte  que  maintenant  les  äquations  (5)  donnent: 


•    #  * 


ce  qui  change  Ißs  pr^c^dentes  dan^,: 

niais  la  Taleur  ^)  4;^  p  donne :  \  .\    ' .  - .       '  Vn  .^  ~ 


dev^oot  etre  egales^  on.en  conplüt  que.Ies  <;oelncients  correspoii- 
danis  Sans  les  'deux  equatiönW  rie  ^ditt^rVont  «nfre-eW  que.  par 
UD  facteur  conimun  iv;   cesf-a-dire  queloD  aurar 


<r  —  -\   'A  'I    .V     -     <  w  -  ^  -V. 

(21) 


-••-  ••  •.        .    '     oi  '. ..  '    }    ','-.    '  :    '      ..!0  /.    i-  )    'S*  ;  ,   ♦  •'  I»    n.Kif  'i-'i'!    i.ft-'. 


•  1  « 


:'•''.<     » 


«ä-foii-a;''*nifi!ttü'de'(20)j  •■•••"    '■       -/  ■   ■•  ;-  '"  ■'  •','  '  '; 

TS_(d^  dF\* 

to'^ns  ^iltI«/ÄbI  «M'la  derfaldte  ligtltt  Kotizontäte'  (10)  idobae^f 


•.*  '7t> 


Vrf*' '  di/^  a"p' + 6"^'— c" 
et  par  la  derniöre  relation  (17)  on  aura 

donc 

__    ;  ■  ;  [■■-  \  0  I  •  .-11 


<     ■ 


(OdxT^ficva  ra^ämentilesifotinulefli  (31)  ipan  des«4iübfi|tMtii 
et  des  rdductions  c6DY«iia1iles#  *  i')  t'.>;  ^  ,.,  i,l     i,  'i>.;     :> 


'  •%:  On  f  ait  que  sinr  elmqa'ö^  surface  U  exiat«  de^  ayst^mes 
da  cpupbes^  teliea  que  des  rayonsy.  Tenant  .d!uD  seui  point  iumi*' 
neux  et  räflächis  sur  chacune  d'ell^s»  forroent  une  surfaivs  d^e^ 
loppable  dont  Tarrdf^  de  r^birovis&eraei^t  e^t  une  courbe*  caustique. 
fi^neralement  par  cbaque  point  de  la  surface  passent  deux  de 
iM  toiiibe^;' ^«l^tö'  ligö'ös' d^  '^öfl^xBoüV  qüi  se  öoäpäföilt^'ft' 
äi^le'dlröif'l^eAi'erit^'bi  'IS^  f^^  Ihcid^nt  ci»t'  dänb  iiiJä  d^ 
s^cUbhrf'tJtihdtiUläs  ä«  la^i^üHi^diD/  paä^e&t  pari  fo^  peyhd  dlUt»^ 
dence.  -v.^-  "*''*[ 

Aiosi  ii^jr^iDlilisite^lifiidrAi)ci),\^  se 

eoopenli  jb  fl0gU;^f«it^ .  |^^9pntv!^>^<|ermM^  4^^      jcanditioo 


neux 
en 


2S&       Raehr:   Note  iur  queignes  formuieB  ^  pemetki  iire 

qü^  (*aD^  deksectSons  prindpalifeiit  ^rces  pointe'cdiitteiiittriWpoittt 
lumineux.  .        {  i      <        « 

Soient  k  cet  effet  (»•  ß  ftt  y  les  coordonn^es  du  point  lomi- 
ax;   Xy  y  ei  z  cclles  d'un!  point  d  lacidence  QuelcoDCJae.'  alors, 
desrgnant  par  L  v,  c  des  coprdoi\nee^  courantes: 

|-a:=^(i^-y)+Ä(f-*) 

t 

sera  i*^quation  d'un  plan  quelconque  passant  par  le  point  d'inci- 
denc^;  pour  qti€  ce  phih  contienbe'äüsäile* point  lumineat,  et 
par  cöti8(^qaeiit  le  rayon  incid^nt^  II  faudra  aVoir  entrö  A  et  S  la 
relation:  v  .  • 

et  pour  qoe  ce  plan  contienne  aussl  lanormale^aa  point^  ^mJ*^ 
dont  les  ^quations  sont 

et  qu^iP^«oD»^i|en»  i|  puissft  *^r^  un  jl».  prji^icjpal^^  '^^^^ 
avoir 

ees  deux  conditions  donnent: 


.V't     o    SfiT«.       ij 


et  par  cons^qaent: 

[(p-y)  +  »(y-«)](l-«) 
=  [(a-i)+j»<y-t)3  (ij^y)  +  [^(«-i)-^(iJ-y)[(J-«) 

sani ' l'itfqaatioB-  Ü'nn  ;plaD  sotmal  '^ai  passe  par  .ob  paint-.^ael 
conqae  de  la  surface  et  par  le  -poiiit-rajMiBa^;>  - 


^  .  Peofv  qae  ce  'pIsD  isnit  e^lai  d'wie  sedion  prinbipali^,  if :faat 
qiie  sa  cemtevae  intörsectifoa  arec  le.  plaq  taagent  'aic  <poial 
Jf^i^,  2f'  dont    .      ■      .      •    ^    •:'■•      •■.!}.  .  :'•  .    .>  z.'- u 

.^     ..'  -'    ■•'   t-zt=pß^ä:)  +  9U—^        ■'•"'      '■'/.' 

^t  i;rfq»atipn,  soit  tangentfi  a  nn«  ^««  '>gves  ,;^^>  con^hRfe«  «f^ 
pa^sent  pi^r  le  m^me,  point  E}n  ^lifbin^t,{;  ou  pl|it6t  J:;^-!^  .^ 
tjtouy^^  poi^^  r.^ijiatio|i  de,  la  projectiepdq  :cc;tfe  intensjectipq.^rjA 
plan  a^i 

c     h.  i/..li(p(l'r-.^-^P»0?-traf).+a+f*)(«ft-*)l<i?p|f)  i.mA 


ttMes  daiu  la  tkiorte  äet  surftttt»  courbea.  S33 

et  la  tangente  6  de  l'angle  qu'eM«  fait  avec  l'axe  des  .r  est  ainsi 

g(y  -»)  +  (!  +  pg)  iß-y)  —pq(a—  x) . 
/»(y-;*)  -P9(ß-y)  +  (r  +  *'^(«-a:)  * 

il  faot  doDc  que  I'^quation  diff^rentielle  des  lignes  de  courbure 

^l(l+9«)»-p*<}+^l(J+9«)r-(l+/»«)«l-t(l+p«).-/»9rl=0 

^  du 

soit  satisfaite  si  l'on  y  porte  pour   -f^  la  valeur  de  6. 

Faisant  cette   Substitution  on  a: 

[?(/-*)  +  (I  +;»'') (/?-2^)-p?(«-a:)J»  [ä+g^t-pqt] 

X[p{Y-z)-pq{ß~y)  +  (1  +  9«)  («_ar)]  [(1 +f*)f-(l  +J»«)«]' 

ce  qui  se  reduit  ä : 

(22) 

[(9«-p>  +  P9(r-0]  (y-*)' 
+  ft29(l +j»«)s-p(l +p«)«+p-(l-7»))  (jJ-y) 

-  {2p (1+92),-  g(X-\.q*)r-\-q{\-^)t\{a-x)1(i-ii 
+  [a+p")»^^-p9r3(^-y)«+  [r(l  +9«)-t(l  +p«)]  (/J-J^X«-«) 

$i  dans  cette  ^quation  on  porte  les  valeurs  de  p,  ^^  r^  «,  t, 
tir^  de  r^qoation  d*une  surfacQ  JF(^9^>  2)^=09  eile  döterminera, 
conjoioteraent  avec.  cette  derni^re,  ua«  ou  plusieurs  courbes 
«w  la  surface,  qui  satisfoiit  ä  la  conditioo  po€f^<  On  n's^ra 
9i*i:  älimid^T  une  des  coordonn^es  entre  les  deux  ^quations^ 
FOQf  avoir  la  projection  d^  ces' courbes  sur  le  plan' qui  est  per- 
p^pilieulair^  ä  cette  courdonnäe. 

Pour  la  Sphäre  F^quation  (22)  devient  identique«  ce  qu'on 
pouvait  prävoir,  et  on  peut  encore  v^rifier  qu'en  g^n^ral  les  dour- 
1^  qu'elle»  id^termitie  passent  par  les  ombilics  de  la  surface. 
Ed  eff^t  pouf  ces  points^  s'ils  existent,  oq  a  Jes  coDditi^es:       ' 

Theil  XXXII.  16 


S^  Zehfui9:  8urle tem  g^mitriquß  de» ^nantUes  fmaginairet. 

avec  les-qu^lles  (ous  les  coäfScients  entre  les  crocbets  devienoent 
4gaux  ä  z^ro. 


Sur  le  seng  geomdtrique  d^s  quantites  imaginaire». 

Fat 
Monsieur    G.  Zehfuss, 

Dr.  pliiL  ä  Darm  Stadt. 


II  y  a  plusieurs  g^omötres  qui  ont  proposäa  de  räpr^ntet 
d*uDe  mani^re  symbolique  la  quantit^  ^+y  V  — 1  par  la  distance 
dfoite  entre  l'origioe  des  coordonn^^is  et  le  point,  doot  fes  coor- 
doimeds  rectangolaires  sont  x  et  y.  U  est  vrai^  que  cette  tMo- 
rie»  qui  ä  re^ue  ün  grand  d^grö  de  perreetioDDement  le  premier 
par  M.  Argand  (voyez  le  6.  Vol.  des  Ann.  de  Gergonne)  en 
1806 5  donne  beaucoup  de  r^sultats  justes^  et  quelqoefois  meme 
«ue  voie  pout  faire  de  nonvelles  d^courertes.  Mais  n^anmoins  il 
est  faclle  de  se  couvaincre,  que  cette  th^orie  est  en  d^faot  dmi0 
quelques  eas,  et  ueus  nous  born^rens  de  n*en  citer  que  ittOf 
peur  •d^m0Dtr6r  que  le  principe  foDdamentat  de  cette  th^rie  n'Wt 
pair  iii^edsalreiiieiit  vrai«  k  moins  qu'on  pr^tende«  qu'eNe  de?^ 
cotlduire  toujours  ä  des  r^sult&ts  justes;  et  que  la  mdtbaphjfi^ 
que  de  cette  m^thode  s'appuie  en  quelque  Sorte  sur  uiie  ft^ 
ffi^ii  de  l'espace»  qui  n'a  pas  lieu  n^cessairement,  mais  poot 
ainsi  dire  par  accideot 

>))  6i  la  dir^ion  lat^ale  de  Taxe  deä  F  par  rappoM  h  edle 
des  Xptödult  les  quantHös  slmplement  imagioaires  et  de  \k  fonae 


Zehfuss:  Sur  iesensy^omüriqued^s  quüntites  imaginaires.  23J^ 

^\f—\y  H  se  prös«|it6  la  question:  ,» Quelle  sorte  de  qnapHtäc 
aont  represeuti^es  par  la  troisidme  direction  latärale  Z,  reetangu^ 
iaire  aox  deux  directlons  des  ^  et  des  Y%^^  On  sali«  qne  J!|B* 
qa'ici  on  n'a  invente  que  des  quantitäs  Tolles  et  des  quantitds 
ima^inaires.  Les  lignes  dirig^es  parallelenieDt  a  Taxe  des  Z  de- 
Taient  done  repräsenter  an  nouveau  genre  de  quantit^s»  dont  jus-, 
qu1ci  on  ne  peut  point  du  tout  se  faire  une  idee.  Mais  nous 
croyons,  qu'il  n'y  a  pas  une  teile  espdce,  et  nous  allons  dämon- 
trer^  que  la  thäorie  ordinaire  des  quantitäs  geometriquement  inia- 
giDaires»  appliquäe  consäquemnient  sur  ce  cas  donnä,  präsente 
une  contradiction  reniarquable. 

Car  la  ligne   z  ==  1  est  rectangulaire  aux  deux  lignes  a?  =  1 
et  är  =  —  \y    et   par  suite    sa    i^aleur   göomätrique    devait    ätre 

VI.  — 1=  V  —  1,   niais  de  la   mäme   roaniäre  on  tronve,  parce- 

qo^elle  est  aussi  rectangulaire    aux    deux    lignes   y-^ziSf—X    et 

21=- V^,  qu'elle  devait  ätre  ägale  ä  V  V^ZTl .  —  V'^^tl. 
—  Mais  si  mäme  nous  ignoroos  cette  contradiction,  nous  pouvons 
frouver  une  autre  raison,  que  les  räsultats  precädents  sont  inad- 
missibles  tous  les  deux.  Car  si  p.  E.  nous  adoptons  Thypoth^se, 
qoe  les  lignes  dirigäes  parall^lement  ä  Taxe  des  Z  soient  reelles, 
coronie  celles  qui  se  trouvent  sur  Taxe  des  Xy  chaque  construc- 
tion  gäoniätriqoe  devait  donnef  le  niäme  resultat*  si  nous  portions 
la  qnantitä  reelle,  labscisse  x  d'un  ou  de  plusieurs  points,  arbi- 
trairement  sur  Taxe  des  K  ou  sur  celle  des  Z.  Mais  il  est  evi- 
dent, que  chaque  figure  gäometrique  changera  beaucoup  de  fornrie, 
en  transportant  un  ou  plusieurs  de  &e^  points  intägrants  de  Taxe 
des  ^  sur  celle  des  Z. 

2)  Le  principe,    de  designer  chaque   quantite  gepmätrique  ^'a 
orthogonale   ä  deux   autres  directenient   opposäes,    -f  a  et  — a, 

par  aV^ — 1,  est  susceptible  aussi  d'une  application  aux  arcs 
de  cercle.  Concevons  un  arc  de  c^rcle  cf,  decrit  d'un  rayon 
^gal  ä  Tunite,  et  qui  aie  pour  centre  Forigine  O  des  coor* 
donnäes.  A  partir  du  bout  A  du  rayon  1,  nous  decrivons  de 
n^me  un  arc  de  cercle  oppose  ä  Tarc  a,  et  qui  est  pour  ainsl 
lire  la  Prolongation  en  sens  contraire  de  Tarc  a,  et  designd  par 
— a.  — ^  Maintenant  nous  ferons  faire  le  Systeme  de  ces  deu^ 
VC6  une  revolution  autour  de  leur  rayon  commun,  ou  antoor  de 
Taxe  des  X,  de  sorte  que  le  plan  renfermaut  le  rayon  1  et  ra^q 
a,  ou  le  plan  des  (-h  A',  \  F),  parcourt  dans  ses  diverses  pos^; 
tions  tout  Tespace.  Mais  entre  ces  positions  il  y  en  aura  une 
orthogonale  au  plan  primitif  XY^  c'est-ä-dire  celle  du  plan  XZ. 
et  dans  cette  position  nous  aurons  un  arc  a  orthogonal  aux  deux 


236  üebwtgiaitfgalfm  für  Schüler, 

arcs  prlnitib  *f  a  et  —  a,  et  :qiii  d'apr^s  le  principe  fondamentai 
des  qaaotit^s  g^ometriqueroent  imagioaires  serait  a  designer  par 

üV^ — 1.  Malntenaiit  il  est  clair,  que  quoiqae  le  ainus  prend 
diverses  positions  dans  l'espace,  le  cosinus  de  Tarc  a^  pendaot 
la  rotatfon  de  cet  arc,  conserve  toujours  la  m^me  position  sur 
Taxe  des  X,    Si  dooc  noüs   ri^gardons  la  position   intermediaire 

ci-dessus  inentionn^e  de  larc  tu,  nous  avons  cos o = cos (a V  — I), 
•([uation  <^videmment  fausse. 


Uebongsaufgaben  für  Schüler. 


Von   Herrn  Doctor  Voller   ia  Saalfeld, 

1)  Durch  einen  Punkt  in  einem  Kreise  lassen  sich  unendlicli 
viele  Sehnen  legen.  Unter  allen  diesen  Chorden  ist  —  wie  die 
Planimetrie  lehrt  —  der  Durchmesser  die  grOsste,  diejenige^  welche 
in  diesem  Punkte  halbirt  wird,  die  kleinste,  und  alle  andern  sind 
kleiner,  als  die  erstere,  aber  grösser,  als  die  letztere. 

Wenn  nun  die  Grösse  des  Durchmessers  mit  a,  die  der  klein- 
sten Sehne  mit  b  bezeichnet  wird,  so  ist  der  Neigungswinkel  zu 
bestimmen,  welchen  diejenige  Ghorde  mit  dem  Durchmesser  bil- 
det,  die,  durch  den  angenommenen  Punkt  gehend,  gleich  — ^* 

2)  Ist  der  Neigungswinkel  einer  durch  den  gegebenen  Punkt 
gehenden  Chorde  gleich  45^,  wie  gross  ist  -dann  die  absolute 
Länge  dieser  Linie? 

*  3)  Unter  welchem  Winkel  schneidet  ferner  diejenige  Sehne  dit 
Durehmesser  in  dem  angenommenen  Punkte,  deren  absolute  Länge 
a  —  bt  und  wann  ist  Überhaupt  diese  Aufgabe  noch  möglich? 

Es  versteht  sich  von  selbst,  dass  in  allen  diesen  Aufgaben  för 
*  die  Grossen  a  und  6  bestimmte  Zahlenwerthe  beigefügt  werden. 
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XXIII. 

M  i  8  c  e  1  I  e  n. 


Von   dem   Herausgeber. 

Der  allgemeiner  vorzQglich  durch  seine  Berechnung  von  it 
bekannte  englische  Mathematiker  Abraham  Sharp  war  In  TieJen 
Beziehungen  ein  so  wunderlicher  Mann^  dass  die  folgenden  No- 
tizen fiber  denselben  wohl  von  einigem  Interesse  sein  dCirften : 

Abraham  Scharp,  1651  zu  Little-Horton  in  Yorkshire  von 
angeseheneik  Eltern  geboren  ^  kam  zu  einem  Kaufmann  in  Man- 
chester in  die  Lehre»  zeigte  aber  schon  frfihzeitig  einen  so  ent- 
schiedenen Hang  fSr  exakte  Wissenschaften,  dass  er  den  Kauf« 
mannsstand  bald  aufgab  und  in  Liverpool  eine  Schule  errichtete^ 
wo  er  sich  einzig  mit  Mathematik  und  Astronomie  beschäftigte. 
ZnKlIig  lernte  er  hier  einen  Ijondoner  Kaufmann  kennen,  rn  des-* 
«en  Hause  der  damals  schon  als  Astronom  bekannte  Fl  am  stee<f 
wohnte;  um  in  die  Nähe  dieses  Mannes  zu  kommen,  engagirte 
sich  Scharp  bei  dem  Kaufmann  als  Buchhalter,  und  bo  entstand 
wohne  Bekanntscbafl;  mit  Flamsteed,  mit  dem  er  dann  bis  ao 
dessen  Tod   in   freundschaftlichen   Verhältnissen   blieb. 

Er  kam  im  Jahre  1688  als  Gehiilfe  auf  die  foerfihnite 
Greenwicher  Sternwarte,  wo  er  im  Beobachten,  Rechnen,  Ver-' 
fertigung  von  Instrumenten  und  Construction  des  Himmels -Atlas 
die  wesentlichsten  Dienste  leistete.  Allein  die  angestrengte  Thä« 
tigkeit  untergrub  seine  Gesundheit,  so  dass  ersieh  genuthigt  sah, 
in  seine  väterliche  Wohnung  nach  Horton  zurückzugeben,  wo  er 
bald  selbst  eine  Sternwarte  errichtete  und  mit  zahlreichen,  durch* 
aas  selbst  verfertigten  Instrumenten  versah.  Seipe  1717  heraus* 
gegebene  „Treatise  of  Geometry  improved*'  hat  noch  jetzt  för 
den  Mathematiker  Werth,  einiiial  durch  die  darinnen  befindlichen 
sehr  genauen  Tafeln  fOr  Kreisbogen  und  für  die  Logarithmen  bis 
1100  auf  61  Decimalen,  und  dann  durch  seine  eigenthümliche  Be^ 
handiungsart  körperlicher  Vielecke.    Alle  dabei  befindlichen  Figu*. 
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reo,  die  er  selbst  zeichnete  ond  in  Kopfer  stteii,  bentiea  ewe 
angemeioe  Nettigkeit  und  ScboofaeiL  Auch  Aäs  VerhältDiss  dei 
Kreisnmfanges  zai»  Durehmesi^er  berechnete  er  im  Jahre  1699  n 
•  seioem  Vergnfigen  auf  72  Decimaleo,  mid  fand  im  Läufe  seiner 
zahlreichen  oiamerischen  Rechnungen  für  die  (^onstructios  von 
logarithmischen  and  trigonometrischen  Tafeln  manche  weseotliche 
Verbesserungen.  Seine  Berechnung  der  Sinus,  Tangenten  und 
Secanten  für  jede  Secunde  Her  ersten  Minute,  befinden  sich  noch 
in  den  Archiven  der  königlichen  Societät,  und  sind  besonders 
auch  wegen  der  grossen  Eleganz  seiner  Handschrift  merkwürdig. 

Mit  Flarosteed,  Newton,  Halley,  Wallis,  HodgsoD, 
Sherwin  und  mehreren  anderen  Gelehrten)  der  damaligen  Zeit 
stand  Scharp  im  Briefwechsel,  wie  die  bei  seinen  Verwandten 
vorhandenen  Briefe  zeigen,  die  darum  noch  merkwürdiger  sini 
weil  Scharp  meistens  auf  die  leeren  Stellen  der  erhaHeDCD 
Briefe  seioe  Antwort  im  Concept  schrieb*.  Er  war  als  gescbiek« 
i^t  umt  unermüdlicher  Kechner  so  allgemein  bekannt«  dass  Fi  am* 
steed,  Halley,  Moore  und  mehrere  der  damaligen  englischen 
Mathematiker  sich  jederzeit  an  Scharp  wandten,  um  schwierige 
Rechnungen  vollendet  zu  haben. 

In  seinem  häuslichen  Leben  hatte  er  manches  £igenthumKei«i 
was  wohK  einer  Erwähnung  verdient.  Scharp  blieb  unrerbeV 
rathet  und  ffihrte  ein  ganz  abgesondertes,  fast  einsiedlerisches 
Leben.  Vier  oder  ftinf  Stuben,  die  er  in  seinem  Hause  zu  Little- 
Uorton  zu  verschiedenen  wissenschaftlichen  Zwecken  bestimmt 
^tte,  durften  ohne  seine  ausdriicklicbe  Erlaubniss  von  keinem 
seiner  Verwandten  betreten  werden;  die  einzigen  Fremden,  die 
ei  zuweilen  sah,  waren  zwei  Einwohner  von  Bradford,  ein  Ma- 
thematiker und  ein  unterrichteter  Apotheker,  denen  er  seinen 
Wunsch,  sie  zu  sehen,  Verabredetermassen  dadurch  zu  erkennen 
gab^  dass  er  einen  Stein  gegen  einen  bestimmten  Platz  derManer 
seines  Hauses  rieb.  (In  Hutton's  mathemat.  Dict  T.  U.  p.  387. 
faeisst  es:  „tbese  were  admitted,  when  he  chose.to  be  seen  by 
thero ,  by  the  signal  of  rubbing  a  stone  against  a  certain  pari  of 
the  outside  wa|i  of  bis  house*'.)  Sonntags  besuchte  er  jederaeii 
die  Kirche  (the  disseuting  chapel)  zu  Hradford,  und  war  daß» 
allemal  mit  einer  Menge  half  pence  versehen,  die  er  sich  einzeln 
ohne  Rückblick  und  ohne  Frage  aus  den  auf  den  Rä'cken  gelegten 
Händen  nehmen  iiess.  In  seinen  Mahlzeiten  herrschte  keine  be* 
stimmte  Ordnung;  In  dem  Zimmer,  wo  er  gewöhnlich  arbeitete, 
war  eine  kleine  Oeffnung  mit  einem  Schieber  angebracht,  auf  den 
sein  Bedienter,  ohne  ein  Wort  zu  sagen,  die  Speisen  setzte,  die 
aber  oft  am  Abend  unberührt  wieder  weggetragen  wurden,  wenn 
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irgend  eine  interessaote  Arbeit  ibdi  keine  Unterbrechung  gestattet 
hatte.  Merkwürdig  ist  es»  dass  das  ausgezeichnete  ihechanische 
Genie  unsers  Abraham  Schar p  sich,  io  seiger  Familie  weiter 
fortpflanzte 9  indem  er  ein  Grossonkel  des  berühmten  Rams- 
den  war.  Er  starb  am  18,  Juli  1742  und  erreichte  trotz  einer 
lichwächlichen  Gesundheit  das  hohe  Alter  von  91  Jahren. 


Schreiben  des  Herru  Professor  Dr.  Wolfers  in  Berlin  an 

den  Herausgeber. 

Am  Schlüsse  des  dritten  Theiles  von  Euler's  Integral - 
Rechnung  befindet  sich  die  Abhandlung:  Evolutio  casuum 
prorsus  singularium  circa  integrationem  aequationum 
differentialium.  In  §.  3.  behandelt  der  Verfasser  einige  Diffe- 
teotial- Gleichungen»  worunter  die  Gleichung 

aa  +  a:«  ^  a«+^«     " 

AiAi  befindet.    Aus  deren  gewohnlichem  Integrale 

arc.tg.a?  +  arc.tg.^  =  Gonst. 

findet  man,  trotz  Euler's  ^ynon  tam  facile'%  leicht  die  algebraische 
Form  des  Integrales 

Im  §•  6.  sagt  er  aber^»    dass  man  dieses  Integral  ohne  Zweifel 

/dx 
I  ,  ^=arc.tg.;g 

sei.   Seine  Worte  lauten :   ,,  eademque  integratio  sine  dubio  inve- 

dx 
niri  potuisset,  antequam  constaret  formulae  ■        ^  integrale  esse 

arcum  circuU  tangenti  x  respondentem.*'  Hierdurch  wurde  ich  dar- 
auf hinge^wieseD,  den  integrabel  machenden  MultipHcator  der 
Gleichung 

I+a;«+l+y«-" 

SQ  suchen,  ohne  vorher  durch  Kreisbogen  zu  gehen.  Es  wird 
aber  In  der  That,  wenn  ich  die  Eiinction  kurz  durch  #2F bezeichne: 

_d.{x^^y'^\{x^^^)d,xy--xy{dx^:dji) 


i4ö  aH$eeii€tu 

.p__(t-^y)rf>(;g-fy)— (ar+y)rf>(l— jy) 

Aus  ilf««er  Form  sieht  man  sogleicb,   dass   dieselbe  integrabel 
wird,  wenn  man  sie  in 

multlplicfrt,  worauf  dann 

•^  1—  ^y 

wird. 

Pa  dies«  so  gut  gelungen  war,  versuchte  ich  es,   auch  die 
lihnliclie  Form 

ohne  nach  der  gewtthnlichen  Weise  durch  Logarithmen  zu  geheo, 
SU  integriren,    Es  wird  in  der  That 

-  (l-x«)(l-,«) 

«t.(jp-fy)— (x+y)rf.jy+ary(ttr4-d^) 
(l^*«)(l-y«) 

a-t-3cy)«l.(jr+y)— (y+y)«i.(H-jy) 
Hier  wird  daher  4er  integrabel  machende  lialtiplieah>r 

sei«.    l>i#ae  For»  stittint  nut  derjeaigeft  überen»,   wcMe  «an 
erhalten  würde»  weaai  man  aus  der  gegehenea  Cileiekang 

ahMteW  wd  diest  dekkni^  auf  etae  algebraiseke  Fem  hridte. 


Eeriektig«tt|^ 
Ml  dem  Aufcatae  la  TU  X\\.  NiwXXk  d«^  Jürc^s  0U»  /^^^* 

Sw  161.  obea  «ad  $.  188:  <AeA  statt  £e  gMonderten  late- 
liea  die  geforderte«  btegrationeiie 
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:  'J^\ 


. ^'   ' \     '  .    J     .    .    . i . •  /     : ■      i  ■    .11      i  üi     I ' 


'     •   f  .<  :  , 


»      1    .     *      1      • 


-»' 


•ih 


'     -ü  f  ^-t 


lieber  die  Inhaltsberechaung  der  Korper. 

Von 

■  s  Herrn  Y^ociov  Ligowskiy     _         .     .  „^ 

Itehnt  an  der  vereinigten  Artillerie-  and  Ingenienr-Schule  pnd  am  See- 

Kadetten-Inttilat^sa  Btrlin.         . 


*'      i 


Die  folgenden  Entwickelangen  sollen  eine  Fortsetznng  des, 
im  26sten  Bande  deä^  Archivs  gegebenen  Beitrags  zur  Inhaltsbe* 
recbnuDg  der  Korper  sein« 

Es  wird  zunächst  das  Volumen  eines  Körpers  gesucht,  -  de>. 
sen  Dorchschnittsfläche  in  der  Höhe  x  in  Bezug  attf  ^  vom  nten 
Grade  ist;  alsdann  werden  mit  Hülfe  des  gefundenen  Resultats 
Formeln  für  das  Volumen  isolcfaer  Körper  entwickelt»  in  welchen 
nur  die  'Höhe  und  eine  Anzahl  Durchschnittsfläch'^n  vorkommen. 
Die  sich  ergebenden  Ausdrücke  stimmen  mit  den  Formeln  für  die 
mecbanische  Quadratur,  sowohl  der  gewöl^nlichen,  als  auch  ddr 
vönCraas^  gefnedeDeit»  nbereia. 

Es  sei  die  Durchschnittsfläche  einei^  Körpers  in  der  Höhe  x 
gMeb^n.  durch  /  \  .        .. 

^     '• '.  V.      f{x):=ia^aiX'{-a^'^-\'a^x^.,,\anX*. 

VoD  07=0  bis  xz=:x  sei  die  grösste  aller  Durchschnittsflächeii  G 
und  die  kleinste  ^,  dann  ist,  wenn  V  das  Volumen  des  Körper- 
stücks von  der  Höhe  :i:  bezeichnete 

G.x'>V'>K.x. 

.  <.        .         . 

Da  f\x)  eine  stetige  Function  ist,  '  so  wird  auf  der  Strecke  x 
eine  Durchschnittsfläche  ilf  liegen,  welche  so  beschaffen  ist,  dass 

TheüXlCXn.  '  17 


2^       Liff0WMkir   ü$b€r  die  InhalUtenfkmmg  der  iCih'per. 

ist    Diese  Fläche  M  ist  eine  Functioo  tod  a:,    und  zwar  von 
der  Form: 

Aq  +  AiX  +  A^^^^■A^ap^ ....  Anx^y 

«daher 

-F = Af^  +  Aio:^  +  A^a:^ ....  AnSt^.^K 

Um  die  CoeiBzienten  Aq,  Ai,  •..*,  An  zu  bestimmen»  betrach- 
ten wir  ein  zweites  Stück  des  Korpers  von  der  Höhe  y'^x,  und 
bezeichnen  das  Volumen  desselben  durch   V ,  dann  ist: 

F  =  ^0» + -^i»' + Ay*  •  •  •  • -4»»"+* 

und 

P-F=^Cv-*)+^i(3'*— *')  +  A(»»-«»)....^«(y^»-«-H). 

Es  sei  f\y)  >  /(x)»   dann  lässt  sich  y-^ x  immer  so  klein  wäh- 
len,  dass 

{y-^)m  >r-y>  {y-a^)f{x) 

V 

oder  '' 

isi    Wäre  fiy).'^f(x),   dann  erhielte  man: 

d.  h.  der  Quotient  — ,  liegt  stets  zwischen  den  Werthen  von 


1  ,  ' 


f(y)  und  f{x),  und  föllt  mit  diesen  zusammen >  wenn  jfcsj?  wird« 
Da  nun  .  ^ 

so  ist  auch  x 

f{x)  =  Ao-t-'iAiX  +  ZA^x*  +  ..,.  (n  +  l)AnXl*. 
Dieser  Ausdruck  fOr  f{x)  b^usisf  ^^be^  ideptisch  mit 

sein^  daher  Ist 


Z4#Af9.fMv^  fW^  tHe  JnhafMireel^iiutHf  der  Kfrper,       243 

-  ■  »  f 


.  I  !  ■  I 


•         •   *     • 


1,1- 


A=    "- 


n+r 


uDd  sentit  das  VolumeD 

< 

F-ao^  +  -2-+-X-+-r+-"MT- 

Um  kürzere  Fol^/joeln  fiir  das  Tolumen  der  betrachteten  K5rp^t 
ni  erhalteo ,  setzen  wir : 

Sitzt  maofilr  A/M^)»  /tfh^)—«  'd'^  Ausdrücke 

ein,  and  vergleicht  den  für  V  angenommenen  Ausdruck  mit  d^m 
▼orstehend  eDtwick^lteiv^  dann  ergeben  sich  zur  Bestimmung  der 
K^t  K^  K^,».»,,  Kr  und  (loi  ih,  f4>***'>f'r  die  folgenden  Glei- 
choDgen : 

MkQ        +  Ä 1         +Ä2       +i»8        ••••Ar       ^=1» 
^f«0    +-*lih    +*2f*2   +Ä3/M9  ..,,Jfr4lr  ,=?ri, 


.(  Die  Anzahl, der  U^bekanDten  ist  2(r-f  I),  nnd  da  die  Anzahl 
der  Gleichungen  n-|-l  ist,  so  muss,  damit  die  Unbekannten  be- 
Bümmte  Wertbejerhak^n,  2(r-f  I)=£n4^1  sein. 

Subtrahirt  man  bei  den  Glei^hpngen  (a)  jede  von  der  vorher 
geheniden,  uiöd-  Verföbrf  mit  det(  n^ü  erhaltenen  fi!|eichungen  eben 
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80,  und  mit  den  gefuodenen  Differenzen  in  denellien  Weise,  nnd 
80  weiter,  so  lange  sicli  subtrabiren  lässt,  dann  erhält  man: 

iP«  +  ir,  +  J!fa  +  iSr,.. ...... ......AT,.  =1, 

«"oa-Ho)    +if|(l-rt)  +Ä,(l-H«)  ....#fr(l-f«r)   =i, 
*o(l-(H))"  +  *r,(i-M,)«+Ä;(l-|H)*....iPr(l-».r)*=i. 

*o(l-fH))"+ *fi(l-/h)"+ Ä'»(l-(«,)»~..  *V{l-/tr)-=;i|i  • 

Aus  der  'Vergleichung;  dieser  neuen  Gleichungen  mit  den  zn- 
^8^  aufgestellten  ergiebtsicb»  dass  je  zw^i  der  unbekannten  ^Zah- 
len fi  zur  Summe  1  geben,  und  dass,  wenn^ip  und  ft^  zwei  solche 
Unbekannte  sind,  fiir  welche  fip-f-fi^^l  ist,  die  Coeffizienfen  Kf 
und  iFfeini^i^er. gleich,  sind.  '  Fefn^w  fo^  auch  hieraus ,  dass 
bei  ungerader  Anzahl  der  fi  ein  Werth  von  fi  gleich  \  ist.  Durch 
diese  Eigenschaften  der  Unbekannten  itird  dvie  Auflösung  der 
Gleichungen  ungemein,  erleichtert. 

Setzt  man  in  den  Gleichungen  (a)  n  =  1,   dann  ergiebt  sicfc: 

iro  =  l    und  ft()  =  i;  ■ 
Hr  '«=3  Ist:      ' 

!Ki=Äi  =  Vnn(i  >o  =  i(i-Vi),         '" 

sowie  .  . 

fii  =  i(l  +  Vl); 

f  ör  « s=  5 :    •  ■  •' i        L  ■  *  "  I      ! 

Die  Formeln  fir  V  sind  demnäcbaiiter  diQr^ämacbteii>Annahroe: 

2)    /(a:)=Oo  +  o,a;+tfaa!»  +  aa**-       "'■    '  '  '    •     •' 

-•,  .   ,,  ■■,i::i  ..  .  .     r-  ■  .  "^     ,r   I   ;    ;-  i.   in  ,:if;.!-ii  .'■'  Ti'' 

f'  .•r=jg(5/'(Mo*)+.8/(jJ+,V(^))^  ,(^pi(l-V{>,,, 
.1  .^=i(l+VI). 
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Vorstehendä  Forttieb  stimmen  t  mit  .den  von  Qftu^s  fär  die 
mechanische  Quadratur  gegebenen  uberein. 

Mimmt  man  fi!r  ^  den  Wefth  0  und  für  {i^  den*  Werth  1  an, 
dann  ergeben  sich 

für  n  =  l:    KQ=Kit:^'J\  .  ^     / 

„    n=.3:    iro=Jrar=J,    Äi=5|Nund   fi^ss,«; 

und  daher: 


1)    für  /Xs)=ao  +  ata:, 


•  ..        -  .y  '  .        ,     -  '  t\ 

V    =f  (/•(0)  +  4//|)+/l:^)); 


F  ^  ==g(/'(0)+6/(^j:)+6Af*2^)+/'(a:))r  fh  =i(l- V4), 

Die  Formel  2)  Ist  di^bekaante  Simlnson'ache  Rltgeliifeldie 
also  auch  gilt,  wenn  die  Durchschnittsfläche  f{x)  vom  dritten 
Grade  ist  Setzt  man  fi^  =  0^  fi^  =:  ^^  ft^  si:  f  und  ^4 ss  I^  dann 
muss  fit  =  i  sein,  und  för  die  Coefßzienten  Ä^,  iTi,....  ergeben 
sich :  \ 

£0— A4— 432»    ^1  — -'^*  — ^^""s^  -?^*"^3S2' 
und  mithin  ftir  /(ar)  =  ao.+ fl|t»?,+  ^2^*  +  ^a^' +«4^*+.«5^*s 

F=  ^  (27/i:0)  + 125/(0 + 128/;(|)  ^j- 125/'(^) + 27/"(x)). 

Unter  den  uneodKch Vielen  Annah^ien,  ivelche.sich  fdr  die 

fiQ,  fh***'  machen  lassen/  betradit^if  wir  noch'  den  Fall,  in  wel 

1     2      -r    . 
chem  för  fi^,  fi|,  fi^«.».  der ^Reibe  nabh  0,  — ,  —  ...^.V....   und^  1 

fi    it       II 

gesetzt, i^lrd^t  DannT  e^ge^^f^  sich  zur  Bestimmung  d^r  Unbekann- 
ten ko»  ^1*  is4/***  <l^o  Gleichungen: 
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Ko-i-    K^       +    Üi      +    Äi        .-..1:11  =  1, 
12  3  _ 


Setzt  man  der  Reihe  nach  für  n:    1^  2,  3»  4  und  5,  so  folgt: 

2)     KqZ=iKi=:^,         ^=g' 

^.     ^__,_7  32       V—!? 

9)    A0— ^5-^200»    -^i— — ^4 — 288'    ^ —      — 288* 
Mim  bat  dah#r  fifr    V  folgende  AfMdrÜck^:' 

F    =|(AO)+/(a:)); 
2)       ,,     /X*) = ab +«1» +«««•. 

r  =|(/i[(»+4r(f)+n^)); 

r  =|(A0)+3/(|)+3/(|?)+A^)); 


T    r 


•  • 


-  ^(7A0)  +  32/(f )  + 1 2/(f ) +32/{^+7ä^)); 
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r»  &(»  W;+75/(|)  +  50/-^) + 50/^)+7ö/(^)+ 19/(*)). 

Diesp  Foinnelo  entuprecben  d^no  der  gewöhnlicheD  mechani- 
schen "Q^ratur. 

Nimmt  man  ßir  eltiige  der  ft  o^er  für  alle  bestimmte  Werthe 
an,  dann  vergrvssert  sieb  die  Arafat  de?  4n  den  Formeln  vor- 
kommenden  Durebs^btoittsflächen  (li^enn  n  dasselbe  bleibt),  wel- 
ches fiir  die  Berechnung  des  Volumens  unbequemer  wird ;  in  dieser 
Beiiefanng  tat  ^IsO  dfe  zuerst  gemachte  Annahme  die  TOrtheilhafleste. 

Der  bessern  Uebersicht  wegen  stellen  wir  die  fttr  V  gefun- 
detieik 'F<»itieln  zösiammen: 


I)  F. =|(/(0) +/•(«»; 

1)  F  =  f(/-(0)+4/'(|)+A*)); 
III.    f{x)  =  Oq  +  aiS  +  0»«*+  äs«' , 

1)  F=|(/'(f.o^)  +  /'(fti;r)),   ^  =  i(l-Vi).    »h  =  ia  +  Vi); 

2)  F=|(/?:0)  +  4/'(|)  +  /Ka:));. 

3)  r=f(A0)+3/'(f)  +  3/(^) +  /(*)); 

1)  F«§(7Ae)+3?/'(f)+12/(f)+32f(?f)  +  7/lar)); 

•  ■      ' 

*  » 


Ugo»tkt<f   Ikbtr  die  InktOtMöereektniHg  iär  Ktrptf. 
3)     F=^(27A0)  +  l25/(f)+12Ö/(f)+125/(^)t.^n-f|)5 

•  *  *  l  '  .  t  ■  ' 

Wendet  man  die  verstehenden  Formeln  anf  Fnncti^nieii.Too 
höheren  Graden  an^  als  fär  welche  sie  gelten,  so  erhält  maa, 
wenn  x  sehr  klein  ist,  angenäherte  Werthe  fißrAas  gesnel^te  Volo* 
men.  Diese  AnnSbemngen  haben  aber  keinen  Wertb,  sobald 
man  nicht  im  Stande  ist,  Ihre  Genaoigkeit  anzngeben.  -  Berechnet 
man  nach  den  Formeln  I)  und  2)  in  No.  III.  und  No.  V.  das  Volnmea 
eines  KOrpers,  dessen  Durchschnittsflächq  vom  Uten  ,Grade  ist 
und  vergleicht  die  erhaltenen  Ausdrücke  mlt-^ 

so  erglebt  sich,  dass,  wenn  von  den  Formeln  1)  und  2)  in  No.ilL 
und  No.  V*  die  eine  das  Volume^  V  zu  gross  giebt,  ^an^  die 
andere  ein  zu  kleines  Resultat  liefert/  so  d^ä  also  der  gebaae 
Werth  von  F  sowohl  zwischen 

f(/((«o*)  +  /Oh*))  "•"«  |(/tP)+4/'(|)+A*)). 

als  auch  zwischen 

* 

liegt. 

Wenn  j:  nicht  so  Uein  ist,  d^^s  eine  ftinreiclten^  jlmShe- 
mng  erwartet  werden  kann,  dann  muss  man  den  Korper  ia  meb* 
i«ff«  Stücke  zerlegen  nn^  auf  jedes  der  Stucke  lüe  ofa|gen.  f  er 
wtl«  anwenden.    Theilt  man  den  KOrper  in  zwei  Stücke  von  der 

^^M  |,  80  erhUt  man  ans  Umid  2)  in  No.  IIL  >und  No.  V.  die 
Nlfcanmi^sfarmeln; 
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(d) 


2)  f2<A0)  +  4/(f)+2/'(|)+4/^)+/(*)). 

3)  S(*^'^f>  +  Hf)+*^f>+^^«'+'^>f>+*^) 


X. 


+5Aa+»««)j)). 


4)  'liW^ + SAB  f )  +  SAp» J)  +  2/S)  +  '^f^^  +  f*«)  f) 


■i:     ».ri;».' 


+  8Ä(I'+f^f»A^))- 


"t 

D«r  genaue  Wertb  des  gesuchten  Volumens  liegt  dann  wieder 
zmschen  den  Resultate»;  welche^  abs  l)'und  2)^  so  wie  auch 
cwiscben  denen,  welche  aus  3)  und  4)  berechnet  sind. 

Wir  wenden  die  entwickelten  Formeln  zur  Berechnung  von 


/^    dx 
_.=„og„at2 


.  -,'»■ 


an.   Dto  beldibV  Formeih  \)  und  2)  in  No.  HI.  ergelken: 

;.:  ,i  ^  ,    /      fteä2.: und,  0,694;  =  ,1 

da  iikx  g^enäUe  l^erth  zwischen  diesen  beMen  Nä|ierungsi^ei'ihen 
liegi^;  so  siucl  die  beldep  er'sl'eVi  l>ezJniateh  ^enän:  ^ 

.,Föf  daaselpe  .Integral  liefei:n,di,e  ForfpeJUfl)4ipd  2)  19  Wft.  \%i: 

;  '  ^    «,(B»12'una  0,Ö93fl8,  /^       ^' 

Alfiq!lrl<ir.De9un«lst0l|«U!ricj^tig#  ?'    ,  >  : 

'/    Fei^bi'^ÄKfiirinaii  äW'dfeto  Formeln  1)'^und  «i)  (df:  '  '^ 

■•■i.  T.l;..  h'.v-,  -.0..  ,0.6P3Q8..  wd  0.69325,  :     „  .,..  i .    .. ,  .  ,j 

tiüjl"aiiii -JO'uDd' 4) '(fl)*r'' '•"•••••    '    ■'■•    ••:"•■•'••    •••      '■••■''•' 

ii'         :  ..    1  ,  :     i.;Q,Ö93iie  und  0,«9ai48,:>     !  v  u'r  ...     .  t  ,,» 

äWim  ersten  Falle  ärei,  im  zweiten  fiiinf^  Stellen  rjchtifi:.       !      ! 
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'  i> 


>  >t 


( 


•\, 


Neue  analytische  EntwickeluHg  der  Theorie  deis.ste- 

reographischen  Projeeti6n,  mit  neuen  5ä).zen  und  For- 

meln^  und  neuen  Eigenschaften  derselben. 

Von 


'  1 1   I 


}    !'  !        '  -  ',*■•>•',*•-'■'.;;.'*  '»ii;  •    i,     '*.' ' 


:i     .  dem  tteriHiisgebAr*  :         n  •! 


"••■■/  '■     .     ..  Ä^  1/     ' 

;'/-*  •  ■     1     * 

Die  Theorie  der  stereographischen  Projection  ist  wegen  der 
ÜVichtigkeit  idieser  Entwerfungsart , .|]i^<f  vrCjgei^^^^^grpa^a  An- 
zahl merkwürdiger  Eigenschaften ,  welche  dieselbe  hesitzt,  scboo 
häufig  sowohl  mittelst  der  synthetischen,  als  auch  mittelst  der 
analytischen  Gieconetrie  entwickelt  worden.  •  Ipdes^.scbeinjpn.mir 
diese  Entwickelungen,  namentlich  in  Bezug  |iuf  die  mannigfältigeB 
Anwendungen,  welche  sich  von  den  nach  stereographischer  Pro- 
jectidtt  entworfenen  Karten  machen  lassen,  nicht  alten  Anforde- 
rungen zu  genOgen,  und  ilherhaupt  dem  jj^russeren  Theile  nach 
mehr  den  rein  theoretischen,  als  den  praktischen  Gesichtspunkt 
festzuhalten,  indem  sie  hauptsächlic4>'  duniuf  4wsjf^kigfen>  '  dnreh 
.  möglichst  icjtilaohei  Betrachtungsweisea^Un  gr;Ufster|^ä|rze;jp|  den 
bekanntesten  »Sätzen  zu  gelangen»  was  natOrlich  auch  seinen  ei* 
genthiimlichen,  wohlbegrfindeiee  Weflh  ba^  aber  nicht  immer  den 
praktischen  Zwecken  vollkommen  entspricht»  welcl^jB  jnsbesopdPff 
hei  der  analytischen  Entwickelungs weise  verlangen,  dass  den  be- 
treffenden Formeln  durch  AufnalkMe  Aller  ^forderlichen  Elemente 
In  dieselben,  eine  solche  Qestalt  gegeben  werde,.  we|cbe  sie  xvr 
leichten  unmittelbaren  praktischen  Anwendung  giescbickV  mi|ctit 
Insbesondere  haben  bei  Weitem  die  meisten  Schriftsteller  über 


4i6teii^4h^enü»tand'>eifi6n.  Dich  meiner'  Mtinajigfar  die*,  praktisfha 
AihfendoBg  «ehr  ,wklitig6B  Säit  gae«  fil^s«^^*),  w^lclM  "zwak 
8€bon  von  LamiKirtiftfalideni,  jedenfalU  nbeih^ia  ejtitifas.  imhei 
qamer»  «eSiie  pfhMiiäofae  Wiebtigkeit  nic^  auf  der  Skelk  mit 
v«liig«r  Kiar)i«itrber¥ortTeUfi  laasetider  .Wciise  dargesteUl  irordeti 
iit  Nöbeo  Aeinelr - prakti«cheo  WicMigfasit:  scheint, «lir  ^«radci 
toef  ir^oig:  beklm^e.  Sat?  zugleich  die  t>aate  Grundja^e  fSt  di« 
ganze  theoretisehei  Eatwiokeluiig  der  lEif^ewachafte«  .  der.«t0r<9<>i 
graphischen  Projeetion  abzugeben ,  so  dass  man  dabei  von  dem« 
selben  am  zw^ckmässigsten  s^n^^^^lauf  nrmitit  .  Dies  sind«  Hie 
Grunde,  welqhc^  mich  veranlasst  jiabßd,  die  Theorie  der  s^ereo- 
graiilsctien '  jrrojecfiön  nach  den  aus  '^dem  VorKefgcfU^iid^h^  sich 
vop  selbst  ergebenden  Grundsätzen  in'  dieser  Abhandlurig,  i<relch^ 
zoeleich  auch ''eine  grossere  Anzahf  heuer  Formeln  üWd 'Aiisff^ttck'ii 

enthalten,  mr4«   einer  neuen   analytischen  fieKafidli^ng' ^u^iibtef- 
werfen.  •       ■«  '  to 

'    •  •    ''  '  '  '  '  f  ,      .       .       .  .  .  ■ '  '       (    '      '  , 

-  §.2. 

Indem  wir  den  all^emeineü  Begriff  der  stereographischen  Pro- 
jeetion als  bekannt  voraussetzen«  legen  wir  durch  den  Mftt^IpmA^ 
der  Kugel  als  Grundlage  für  unsere  folgenden  Betrachtungen  ein 
rechtwinkliges  Coordinatensysteni' "der  ^jrt/  d^sseh  Anfang  also 
der  Mittelpunkt  der  Kugel  istv* '  Wh  Tafel  ne^hmen  wir«  was  der 
AU^^^neinbeit  der  .Befrachtung  keipeq.  Eintrag  thun  wird«  der 
füj^e  4er  ir^  pär^iiel.  anj^  3ie  üoordinaten'  ifaif es  ,  DurdhiächYlRts- 
pönkts  iQit  der  Ate  der  z  seien  0«  t)«'a./,ba9  Augö  wj^^d'^in  tS6f 
Axe, der' 2j'  angenommen 9  und  sefne  Coöi'dindten  seien  0«  0« 'af 
t)eh  Halbmesser  der  Kugetbezelii^nöA'yi^Vt  durch  t,  und' lienneti 
den  Durchschnittspunkt  der  Tafel  mit  der  Axe  der  !t  im  ^ölgeni^ 
den  den  Mittelpunkt  der  Tafel. 


§.  3. 


r 

Hiernach  woHeti'Vrir  uns  n«ti  ^fettvorderst  mlt'd^r  Bestimmung 
des  Bildes  eines  beliebigen  Punktes  der  Kugelfläche  im  Allgemei- 
m  be|ch8fti^V    Za  d^ih  fe^ibde  de«ke^teati''siö1i  vt^^^^^^^  im^ 


*)  Selbst  in  dem  iioi|«t  s^hr  y0jl]At4nifigeii»i  fon  Mollweide  bear- 
beiteten Artikel:  Stereograpbische  Projeetion  im  Klägel*tchen 
M^örterbache^:T'&tIV.  S.4^.  fekH  dieser ,^is^  toben. %o  in  Astro- 
nomie th^oriqiftB^i«t  pratiq»««  par  Dela^Mb««.  T.  II!.  Chap. 
UXVII.  in  Trait^  de  Topographie  etc.  par  Poiiiant.  Lit.II. 
Chap.  I.  und  in  anderen  gröiieren  Werken«(  'rf  T  ^    ^     ,:'     !*>].'.  >.:fM.>ri 


^S  Grumrtt   iimi  wmiptUehe  BiOwlckMng 

telpiitikto  der  Kbgist'; '  ftb^  vob  '  dem '  Anfange  >d to  itys'^  mMk  dMt 
abtabltderiden  Pimkie  der  KngeMftdvö  eine  Gerade  'j|^gegii>  aUd 
ehiety  HalfonieMei'  der  Koget«  und  -beseichnen  deiien  Bestimmiings« 
wkikel/  nllnilich  die  Von  dieser  Geraden  öder  dic^sem  Halbaiesser 
det* 'Kugel  mit  den  positiven  Theilen  d^rAxed^r  o^iy,  z  einge^ 
fiehloBöeiien,  180^  n^ebt  filkereteigenden  ll^iulcei  vespectiTe  mÜ 
tto»  |?o>  )^09  ^o  sinid'^  CiKMrdinaten  it^y  ^o>  kö'^<^  c^^^'^i^^'.^^ 
Punktes  in  dem  angetteiMhenen  Systeme  offenbare- '     < 


*  » 


!  1 


l^  •  •  •  I  •         .  •        »  .1 

Bezeichnen  wir  nun  die  BestimmungswiDkel  der  von  dem 
Auge  pach  dem  abzubildenden  P4]nkte  gezogenen  Geradenj,  welches 
>¥iedei^.,die  von  diesj^r  geraden  mit  den  positiyen  TjBeilen  der 
Axen.der  x,  jfg  %  eingeschlosseDeD  Winkel  sind|  regpective  durch 
^09  <^o/^o»  ^o  ^^^^  überhaupt  die  Gleichungen  der  durch  das 
Auge  und  den  abzubildenden  Punkt  gelegten  Geraden: 

^    _    y     _»— «1 

COS^O        COSO>o        COSQor  t 

oder  auch:  ■  *'•  •'  '  •'»•  ' "  '    •  -  -•''''  ^'  <-  ■■  <'  ■  J ;  "     ■ '. 

3Wenn  wir  also  die  Coordioaten^  ie&  purchsphni^tspunkts  dieser 
Geraden,  mit  der  Tafel ,  welchen  Punict  wir  äbefhailpt  das  Bild 
des  abzubildeoden  Punktes  (aro^QXo)  ^^^  KugelÄäche.  auf  der  Ta* 
fei  nennein  wolleuj  durch  jrp»  t^,  fo^^zeicbne^;  so  tiaben  wir  m 
deren  Bestimmuog, die  Gleichungen:        '   i  ■ .. 

^0     __     Vo    lo-^gi 

cos  6o      cos  o>o       cos  Qq  * 


yp«— rcosfto__tfa— rcosPo       fp— rcosyp  , 

COS^O  90s  «J^  :    COSQo        ! 

und  folglich,. ; weil  o^efd>ar{»c?=abt,  die,  Gleich!^  ,;  ,nf 

'    cos^b      cosa)p"^cosöp*  • 

.=      jrp-r-rcosab_  yp-r-rcosPp     g^rcosyp, 
!'  eofiidp'  '  coseip      ~~     coscip    s*«     ' '     i 

woraus  sich  durch  Division:  :  .   r     ..       *   .1  . 


der  TMecrie  der  9i€rtiffrmpki9ehen  Ftaiteikm  etc.  2Ö3 


*  •-    •■ 


also«  wie  mfK  Jeijsht^^fipdets,.:        ;  \  ^\     . 

ergiebf.  . 

Offenbar  sind  Xo»  9o  ^'^  Coordinaten  des  Bildes  des  in  Rede 
stehenden  Punktea  ^r  KdgdflSche  In  Bezug  autf  zwei  durch  den 
Hittelpunkt  der  Tafel  ab  Anfang  paraUeJi  mit  den  Axen  der  x,  y 
gelegten,  also  in  der  Tafel  liegenden  Coordinatenazen«  und  kSnnen 
folglich  unmittelbar  zur  Confsiructiori  aes  Bildes  auf  der  Tafel  be* 

Qutst: werden».    .  .»  .  ^  ^  '  .,  :     .  '        .--•/■. 


Wenn  der  abzubildende  Pui^kt  (xq^o^)  '  ursprünglich  durch 
seine  polaren  Cöor'äinaten  'J^o>^o»  die  sich  in  t>ekannter  Weise 
aof  ein  gewiss^  t  diirieh'  den  Mittelpunkt  der  Kugel  als  Anfang 
gelegtes  rechtwinkliges  Coordinatensystem  der  X,  Y^  Z  beziehen, 
bestimmt  ist;  so  wollen  wir  bezeichnen: 

die  Winkel/ ""K^cha' der  positive  Theil  di^  Ax#  ^er  .t  mit  den 
positiven  Theilen  der  Axe  der 


»    j 


l-A.: 


•      ■  '       * 

einsehliefitStyrespective  durch    _  :, 

y  i    '         ,    ^    , .  *■      .     1     .  1  '  " 

die  Winkel,  welche  der  positive  Theil  der  Axe  der  y  mit 
dött  positiveü  Theilen  der- Ake  der   '  ^  ' 

eiÄ<is8t^^tÖ»ii6ttlve  c^^  ^'"'''  '^    '  '  •      '^     ' 

•5-1, »'i/,   K-il»  '-i:'     rl   .'>:!)  i  //   ,-s    \    '*;''„■        '   '     ■    •'      ■'     -   '    •'     ' 

:  dUi  l^ink^l,  wdcM  d«f  pMitired^eili  det  Axe  der  x  iBit>  deä 
p^itlvinlTheileo'dier  Axe  deV  i   .     i;  .  ' 

j    J¥,  Yf  Z 

emschliesst,  respective  durch 


^niem  man  keiiie^i  4i|Bcreri Winkel  girilsser  khi  180^  Dimmt 


SÖ4  Qrunerir  Ikm  nmO^mekä  S^Mckehmp 


Dann  hat,iiMMi  sach  doi^^ibehie-T^o  der,VerwmdlnDg  der  Coor 
dinateo  im  Allgemeinen  die  foigimden  Gieichupgen: 

X  =  Xcos  (xX)  +  Fcos  (x  Y) + Zcob  {aX}^ 
y:±^Xms^X)^X^o^(yrHZtOBis!S),      , 
'  x  =  Xcob(zX)  +  Fcos (z F)  ^f-  :^co'8 (iif) ; 

also  in  Folge  der  eingeführten  Bezeichuaogen : 

11,:    .  ;pr=jrca9i-|-Fico9ii4'Zcpsil^ 

V  ^  -     'yÄ:jrc6Sfi+FeoSfi|+Äcosj*j, 

,  ,  z  =  4Xcosv+ Fcosvi+Zcosv-: 

und  wenn   nun  X^^    Fo,  Zq  die  Coordinaten   des   abziifoildettdeii 
Punktes  im  Systeme  der  XYZ  sind,  so  istt 

070  =  ^  COS  iL 4-  Fq  cosAi  -f  Zo  cos  A^» 
3^0  = -^TqCos  f*  +  I^cos  1*1  +  Zo  cos  f*t , 

iQach  1)  ist  aber     , 

> 
und  offenbar  ist 

^  =  r  cos Lq  cos  So  >    ^o  =  ^^''^  JCoCos  ^o  >    ^o  =  ** ^^^  ^oj 

also  hat  man  zur  Bestimmung  der  Winkel  f*09  ßo,  y^  die  folgen- 
den Formeln:  \    .^ 

.3) 

COSfl^  =  cos  ilCOsZro^OS  ^0  '^  ^^^  ^  SIP  Z^COsAp  4'<^<>S  ^^lO^q« 

cos/Jo  =  cosfiCosXroCos^o  "t  c<'9fh^*in''^oC<>s£o  +  cosfi^sinJ^o» 

cosyo  =cos  vcosXfoCosfio  +  cosV|  sinX^^^os^Q  +  cost^sin^o* . 

Wenn  man  in  der  Polarprojection,  wo  die  Ebene  des  Ad^aa- 
tors  die  Tafel  ist,  den  posithren '  Theil  der  Axe  der  x  nach  dem 
Ailfaaj^  der  'LängeBi  den  pösttiTte  TheU  der  Axe  der  ^  nach  dem 
neunzigsten  Grade  der  Längen,  und  den  positiven  Thiftll.det 
der  z  nach  dem  Auge  hin  gerichtet  sein  lässt;  so  ist  offenbar: 

^  =  900,^=0,     fit  =  90O; 


d^  rkMHe  der  $fer^QprapAi$cMm  PreiftcHan  eU.  a5& 

cosi7=I»  cos  11=0,  eodA2  =  0; 

.  'i'Jil    I    ;         .  ij  .      ,    .  ,         •  .        .    .    ,!',  .  •  '.    fi::« 

CO8fA  =  0^  C08fA^  =  l,  CO8fl9  =  0; 

cosv  =  09  coßvj,=  0,  co8Vj|  =  ±1; 

wenn  man  das  obere  o^er  unferet  Zeichen  nimmt ,  jenachdem  das 
Auge  in  dem  positiven  oder  rtegativen  Theile  der  Axe  der  Z  liegt, 
bei  der  gewuhtilichen  stereographischen  Projectioii  dßQ  Nordp<4 
oder  Südpol  der  Erde  einnimmt  Also  ist  nach  3)  mit  derselben 
Bestimmang  wegen  d^Ä*  Vor^cheil: 

Icos  oq  =    cos  Lq  cos  Bq/ 
COS^o=      COSX<oCOSÄo»'- 
cosyo=db8>nÄo;  I 

(fli^—  g)rcos  l^cos  Bff 

'^"^         «iTrsinJBo         ' 

'1  *  * 

6)    .    .    .    .     <      '  ^  foi  -^  a)r  sin  J^)  cos  gp 


M.  I 


n<,': 


,  Ffii;  die  Aequatorialproj^ction,  wenn  die  Ebene  de^  ersten  Me« 
riiÜa^'Ae  if'afel  ist  der  positive  Theil  der  Axe  der  ;r  durch  deii 
Antäte  cler  LSngen  geht,  der  positive  Theil  der  Axe  der  y  nach 
^^^  ^fdpoj£e  'i^nd  ^V  positive  Theil  der  Axe  d^r  i  nach  den' 
Äuge  lii«  gewichtet  lit,  Ist  offenbar:       *  m^ 

.,     *.=90»,,.vi  =  ]j^.i'.  =  90<>; 

•Iso: 

-M    .;     i!j.:  i.  (?PsA,;=:li4- casAi=;^0,i,;.coj8,Aa.^Q;    .'*  :. 

COSfl=:0,  COSfl|  £=0»        eOSfl9=l^'      ^ 

'  A:osV±i=Ö,  cos>i  UitV  cos^va  =  05  ' 

wenn  man  das  obere  oder  untere  Zeichen  himmt,  jenachdem  das 
Auge  in  dempesitiveo  oder  neijaü^en  Tii^e^^fen -Axb  derFrtiog^/ 


256  ''  ^rnneri:   Neue  malffmeki  EnMeMunff 

bei  der  gewohnlichen  stereographiscben  Prejection  den  90iMa 
oder  270sten  Grad  der;  Langem. eipniinmtv  Folg^idi  ist  nach  3) 
mit  derselben  Bestimniung  wegen  'der  VorzeicVen: 


.-(    ■v 


6) <  c68po=^6inBo» 

,,    .  V  cosyi^.=  4iSJnI>QCOS^o> 

«nd  dabei«  nach  2)r 


t       •  ♦ ' ;      • .        .    '      ,  • '     '  .  I  -^      J  < 


7)    .    .    . 


{üi  — a)reofl  Jn>cos.go 
^®~     iii=prsinLoCosi^o 

(ni  —  o)r  sin  Ä, 


•      .   *  t 


^0  — «• 

T  5 

Ffir  den  Punkt  der  Kugelfläche,  dessen  ßifd  die  lÜitie '^er 
Tafel  ist,  ist  offenbar«  ,  ;    > ,      ^  ■ 


«^  =  900,  ^0=  «f.  ro=   löoo' 

also  i 

\>  * 
€os(Xo=0,  cos/Jo=0,  cosyo=±l; 

^eonjiQan  da§  pbere  oder  untere  Zeichen  nimmtj,  jebaciidfeni  d«r 
in  Re^e^i^teVe/ide  iPui^kt  in  dem  pö^itivep  od^r  neg^tiv^n  Tbeile 
^e^:  Aie  digr  « lO^t;  /olglich  ist  nach  3),  wenn  wir  dje  pUrcii 
Coordinaten  diesesTPunktes  der  Kugeifläclie  dijrct  Z,  B  bbzeichneo: 

..,■     .:.?)...■-' 
COS  iL  COS  li  cos  J?  +  cqsJli8iBJicosÄ  +  ^sX«sinÄ  =  0> 

COSfACOsZrCOSß  -|-  COS  fi|  fi^ll^  Jp COS  £ -|- <^0'9  ^aslnf  =0, 

cosi/cosXfCos  J3  4  cös  V|  siiiXcos  o  +  COS  V2sin£= ±1; 

mit  derselben  Bestimmung  wegen  der  Vorzeichen  wie  vorher. 
Die  beiden  erst^ii  dieser  drei  Oleichnngen!  kann  man  auf  die  fol' 
gende  Form  brip|;en:         ,  ,  ^  .- . . 

cosXcosZf+cQS  A|Sini  =  —  cosX^tfingÄ, 
.  ,    cosfAcpsL.+  costtisini==— CQ>'f*atangÄ;, 


der  Tkearie  der  iUrm^aphiuken  PrqiecUcn  eic.  2&7 

€oa  X  -^r  cos  If  fang  L cogü^ 

co8/A-)-cosfi|tangL      cosfi« 

ergiebt    AUo  ist,  wie  man  leicht  findet: 

9) 

.         ,  cosAcosiis — COSiUcOStt 

taue  ju  es  ■    ■      , = § 

°  cos  i^  cos  f(2  ^  cos  As  cos  flii 

.      -,          cosAcosZr-f-cosX|  sinXr          costtCosZ  +  costtisinZ 
tane  ass^^  . es  — '  • 

°  cos  A^  COS  fl^ 

Well  man  dut  weiss,  dass  L  zwischen  0  und  SÖO^^  liegte  so 
lieCwn  diese  Formeln  jederzeit  zwei  Systeme  von  Werthen  der 
Coordioaten  JL,  B,  won  denen  man  dasjenige  za  wählen  hat,  durch 
welches  die  dritte  der  Gleichungen  8)  erföllt  wird. 

j.  6. 

Bezeichnen  wir  die  Entferaun)^  des  Bildes  (roifolo)  des  Pnnk« 
^  (^oyo^b)  d®'  Kugelfläche  von  dem  Mittelpunkte  der  Tafel  durdb 
£^f  80  ist  offenbar: 

tiso  nach  2): 

£  «  -^  (^1  —  o)V*(cos  «0«  +  cos  ßo^) 
^  («1— rcosyo)* 

und  folglich,  weil 

cos  Oo*  +  cos  /Jo*+ cos  yo*  =s  1 ,  cos  05*  +  cos  /Jo*  =s  sin  /o* 

ist: 

"        X   fli  —  rcosyo  ' 

Wenn  die  Tafel  von  der  von  dem  in  der  Axe  der  Z/ liegenden 
Ange  nach  dem  Punkte  der  Kugelfläche  gezogenen  Geraden  ge« 
troffen  wird ,  so  haben  offenbar  sowohl  Xq  und  Xq  9  als  auch  yo 
nnd  %,  gleiche  Vorzeichen.  Wenn  dagegen  die  Tafel  von  der  von 
<iem  Auge  nach  dem  Punkte  auf  der  Kugelfläche  gezogenen  Ge-  * 
niden  nicht,  folglich  von  der  dieser  Geraden,  von  dem  Auge  an 
gerechnet ,  entgegengesetzten  Geraden  getroffen  wird ,  so  haben  ^ 
sowohl  Xo  und  Tq,  als  auch  yo  ^^^  Vo*  entgegengesetzte  Vor- 
zeichen. Es  haben  folglich  sowohl  So  und  Xo»  &ls  auch  j/q  ^^^  Vo» 
^  nach  1)  und  2)  sowohl 

Thdl  XXXIJL  IS 
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_   (aj— a)rcosflo 
rcoaoo   und  — - — rir^, —  > 

als  auch 

.  ,   (öl  —  a)r  cos /Jq 

rcosAi   und    '  — » 

gleiche  oder  entgegeDg'esetzte  Vorzeichen»  oder  die  Grösse 

Ol  —  a 
a^—r  cos  yo 

Ist  positiv  oder  negativ,  jenachdera  das  Bild  in  der  von  dem  Aage 
nach  dem  Punkte  auf  der  KugelMehe  gezogenen  6eraden,  oder 
fai  der  dieser  Geraden,  von  dem  Au^^e  an  gerechnet«  entgegen* 
gesetzten  Geraden  liegt.    Weil  nun  nach  dem  Obigen 


Ol — a 


linyo}    » 


^        Jfli— rcosyo 

weil  ferner  Eq  seiner  Natur  nach  stets  positiv,  und  weil  auch  we» 
gen 'des  Immer  zwischen  0  und  180<^  liegenden  Winkeb  fo  die 
Grösse  rsinyo  stets  positiv  ist;  so  Ist 

im      *  tP  (ai— o)rsinyo 

10)    .    .    •    .    .      Ao-±  a^^rcosyo    ' 

wenn  man  in  dieser  Formel  das  obere  oder  untere  Zeichen  nimffit, 
jenachdem  das  Bild  in  der  von  dem  Auge  nach  dem  Punkte  aaf 
der  Kugelfläche  gezogenen  Geraden,  oder  in  der  dieser  Geraden, 
von  dem  Auge  an  gerechnet,  entgegengesetzten  Geraden  liegt 
Betrachten  wir  aber  Eq  nicht,  wie  bisher,  immer  als  positiv,  son* 
dern  von  jetzt  an  als  positiv  oder  als  negativ,  jenachdem  das  Bild 
in  der  von  dem  Auge  nach  dem  Punkte  auf  der  Kugelfläche  ge« 
zogenen  Geraden,  oder  in  der  dieser  Geraden,  von  dem  Auge  ao 
gerechnet,  entgegengesetzten  Geraden  liegt;  so  können  wir  all* 
gemein: 

IVS  ^  _(a^-a)r  sin j^ 

"^    ''••••  ^^        Ca— rcosyo 
setzen* 

Für  Ol  :s  r  ist 

_  (r->g)sinyo 
^o-    i^cosyo"' 

also,  wie  man  leicht  findet: 

12) -Eo  =  fr— «)cotJyo. 
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Om  aas  der  Gleichong  II)  den  Winkel  fQ  zu  finden,  setze  man : 

sin y^ SS-,  -  .    °  :    mm    eo8Ya^ss% säSL. 

^®      1+tanglyo*'  '^^       1  +  tang  iyo« 

Dann  ist,  wie  man  leicht  findet, 

E  =       2(fl^— ii)rtangiyft 
0      in-r  +  (a|+r)tangiyo«' 

und  folglich  i 

Dnch  AafldsoDg  dies«  quadratischen  Gleichung  erhält  man : 

Oden 

Das  Prodact  der  beiden  Werthe  von  tangly^  ist 

Ol  -^r  ^  Oi'^ — r^ 

und  dieses  Prodact  ist  also  negativ,  null,  positiv,  Jenachdem 

Ol«  <  r«,    a{^z=iT^,    ai* >  r« 

^  Nehmen  wir,  was  offenbar  verstattet  ist,  der  Kürze  wegen 
h  ab  positiv  «n,  so  ist  das  in  Rede  stehende  Prodact 

negativ,  null,  positiv, 
jeoacbdem 

Oi<r,    ai=r,    ai>r 

ist 

Wenn  Oisr  ist,   so  ist  nach  12): 

iSoÄfr— c)cot4yo, 

18» 


260  ^rum€rtt   ff^ue  anakfäieltB  Eriiwiekekfiiff 

also: 

Et.  ,         T'-^a 

16)     .    .    .     cotiyo=jr:ri»    tangi/^s-^; 

woraus^  weil  4yo  «wischeo  0^  nnd  90^  liegt,  y©  «>•"««  Zweideutige 
keit  geFanden  wird.     Wei) 


1— cotjyo* 
co8yo=-.,^eot4yo* 


ist»  8(f  ist  nach  15)  x 


16)  .  .  .    co8yo=—        7[^jy  ""£;o«  +  (r~a)*' 

Weil  ferner,   da  iyo  zwischeu  0<>  und  90^  liegt, 

cot4yo  .    •  1 

~''''»  =  VT+^y7i'    "'"*''»=  Vl  +  cotiy,.   . 

ist,  S6  ist 

2cotlyo 
sinyo=28miyoCos4yo=  l+cotjyo«* 

also  nach  15): 

2£o 

r— g 2£;,,(r-->g) 

17) g'Pyo  =  ~7"£rY  -  £o*  +  (r— a)»' 

Endlieh  ist  nach  16)  und  17)  auch : 

2^0  fr— a)  ,         JBa«-(r-a)« 

18)         tangyo=£^._(^_^js,    coty^rz:  2E,(r-a)  * 

Wenn  ai  <r  ist,  so  haben  die  beiden  WerÜle  tod  tangif«» 
da  ihr  Product  negativ  ist,  entgegengesetzte  Vorzeicheiii  nno 
man  ninss  also,  da  tangjyo  nur  positiv  sein  kann,  in  der  Fo^ 
mel  14)  das  Zeichen  nehmen,  welches  tangiyo  positiv  Kefo'' 
Wenn  cii>r  ist,  so  hat  tang^y^  zwei  positive  Werthe,  weil<ltf 
Product  beider  Werthe  positiv  ist  und  tangiy^  nur  positiv  m^!^ 
kann.  Weil  ai^r  ist,  so  liegt  das  Auge  ausserhalb  der  S^ogeL 
Wenn  Oi  >  a,  also  (ai  ^a)r  positiv  ist,  so  liefern  in  dem  Aoß- 
drucke  14)  beide  Zeichen  den  Zähler  von  taogiy«  positiv,  oad 
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E^  Ist  also  posfdv.  Das  obere  Zeichen  liefert  fOr  tangif^  elneo 
gr5«sereii  Werth  als  das  aotere.  Also  inass  mao  in  diesem  Falle 
ofenbar  das  obere  oder  nntere  Zeichen  nehmen»  jenachdem  der 
abgebildete  Punkt  der  KogelflSche,  weichem  E^  entspricht»  in 
der  von  dem  Auge  abgewandten  oder  in  der  dem  Ange  zuge* 
wandten  HalbkugelflSche  liegt.  Wenn  a|  <  a,  also  (a^  — d)T  ne- 
gativ  ist,  so  liefern  in  dem  Ausdrucke  14)  beide  Zeichen  dew 
Zähler  von  tang^/o  negativ^  und  E^  ist  also  negativ.  Das  oberQ 
Zeichen  liefert  för  tang«}'^  einen  kleineren  Werth  als  das  untere. 
Also  muss  man  in  diesem  Falle  das  obere  oder  untere  Zeichen 
nehmen,  jenachdem  der  abgebildete  Punkt  der  Kögelfläche,  wel- 
chem E^  entspricht,  in  der  dem  Auge  zugewandten  oder  in  der 
von  dem  Auge  abgewandten  Hälbkugelfläche  liegt. 

Bemerken  wollen  wir  noch»  dass  man  bei  der  Bestimmung 
des  Winkels  y^  sich  auch  auf  folgende  Art  verhalten  kann.  Leicht 
bringt  man  die  Gleichung  11)  auf  folgende  Form  r 

öiö  yo  +  —     cos  Vo  ==  7 —    V> 

Berechnet  miln  nun  ^o  mittelst  der  Formel 

01  —  a 


tang  9>o  «= '_     "  j  * 


80  ist 


oder,  weil 


Ut, 


«in  (n  +  g>o)  =  (q^_fl)yCOfi  9o . 


cos  (po  =  — ^ —  sin  g>o 


«*n(yo  +  9>«)  =  7ß^n9>«; 


und  man  hat  also  cur  Berechnung  von  y^  die  folgenden  Formeln ; 
M)  .  .  .   tang9>a=5;~»    «in(yo  +  9>o)=7slng)o. 

J.  7. 

Wir  betrachten  jetzt  zwei  Punkte  (a?oyo*o)  «»»d  (^i^i^i)  »^f 
der  Kugelfläche  und  bezeichnen  die  diese  beiden  Punkte  mit  ein- 
ander verbindende  Chorde  durch  C^^ ,  so  ist 
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fflod  ouR  aber  « o »  i^o »  Yo  ^^  <^  >  A  >  fi  ^i®  ^^  ^^^^^  fflientei- 
genden  Winkel,  welche  die  nach  den  beiden  in  Rede  stehcideD 
Punkten  gezogenen  Halbmesser  der  Kugel  mit  den  peaitiTeBTIiel- 
km  der  Axen  der  x,  y,  %  einschlieasen;  so  bt: 

:r^=rcosa«,    y^^^fcoBß^^    i<,s=rcosyp 
und 

Xi  =r  r cosai »    yi  =: rcos j3| ,    ^  =sr cosyi ; 

also: 

C<„i*=r*|(cos«^— cosa|)«  +  (cos/Jo— cosft)*  +  (cosy<,— co8yi)*|, 

woraus  sich,  weil 

c^ao*  +  cos^o*  +  cosyo'=^l>    coaai*  +  cosft*  +  cosyi*sl 
Ist,  leicht  ergiebt: 

Co,i*  =  2r*{l  —  (costtocosüfi  -f-cos/JoCosl^i  +  cosy^cosyi)!. 

Bezeichnen  wir  aber  durch  e«,!  den  180^  nicht  libersteigendM 
Winkel,  welchen  die  beiden  von  dem  Mittelpunkte  der  Kugel  oieft 
den  Punkten  (Xo^o^o)  0°^  (^i^i^)  gosogenen  Halbmesser  der 
Kugel  mit  einander  einschliessen ,   so  ist  bekanntlich 

coseo>i=cosa^cosff|  -^cos/}oC08A  4-cos)^oCos)r|, 

also: 

C„.i«  =  &«  (1 — cos  e^,i)  =  4r*  sin  U^a*. 

und  folglich: 

20)    •    •    .    .    .    .      Co,i=2rsinifon» 

wie  sich  auch  aus  ganz  einfachen  geometrischen  Gründen  auf  der 
Stelle  ergiebt 

^  Die  Bilder  der  Punkte  {x^y^^Zo)  und  {xiyiti)  sind  respectire 
(^o9olo)  ond  (rii^ih)»  deren  Entfarnongen  vom  Mittelpunkte  der 
Tafel  wir,  analog  mit  dem  Obigen,  durch  £0  und  E^  bezeicboe^ 
indem  wir  diese  Entfernungen  zugleich  gehurig  als  positiv  oder 
ak  negativ  betrachten.  Wenn  wir  nun  aber  die  immer  als  poff* 
tiv  betrachtete  Entfernung  der  beiden  Bilder  (Tot^olo)  nnd  (jTifih) 
«von  einander  auf  der  Tafel  durch  £^,1  bezeichnen;  so  ist: 

also  nach  9); 
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Ol— rcosyo      öi— rcosyiJ 

.   r     cos/?o cosft      -"l* 

Lfli  —  r  cosyo       ai  —  r  cos  yt  J 

woraus  sieb  feraer«  weil 

cosäq*  +  cos j$o'^=  s^D^o*»    costti*  +  cosft* Ä  sin y^* 
ist,  leicht  ergiebt: 

Bipyo*      I      sinyt^  2cosyoCosyt 

](ai— rcosyo)*    («i-rcosyi)* '  («ri-rc6syo)(ai-rcosyj)j 
=(ai— a)*r*{ 

'  2  (cos  (Xq  cos  gl  +  cos  /?o  cos  ft  +  cos  yo  cos  yi) 

""  K  —rcosyo)  (a| — rcosyj) 

oder 

sinyo*  siny^^  äcosypcosyi 

,^  .  jCöi-rcosyo)*   («i-rcosyi)*    (aj-rcosyo)(ai-rcosyi)j 
(Ol— a)*r*{ 

2cosgo,i 

(Ol  —rcosyo)  («i  — r  cosyi), 
Nun  ist  aber  nach  II) :  . 

_(oi-g)rsinyo  _  (^i— a)r  sinyi , 

"       öt—rcosyo  •        ßi — rcosy^ 

also: 

(ai^a)T    _    Eq  ^       (iri-ii)r    __    Ex  , 
Ol — rcosyo       sinyo*     Hi-— rcosyi       sinyi 

folglich  nach  dem  Vorhergehenden: 

21)..£,.;«=£,.  +  E,^V1E^E^  coty„  coty.  -?^^^^ . 

Zorans  umgekehrt: 

«av                  (JE:o*+£i*-jEo,|^f2£of;iCotyoCotyi)sinyoSlnyi 
«;  «OS  ao„  =  2£;£; ^ 

oder 

> 

«)...ce8io,i=cosyocosyi  +     "     ^g  jg — ^^-^sinyostoyi 
folgt. 
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Fflrii|ssr  tst  nach  17): 

al60! 

sin  yo  sin  yt       4(r  —  o)^ 

Mach  16)  ist  aber: 

,  2(r-^  ,  2(r--a)*     . 


also: 


(1— co8yo)(l— cosyi) 4(r— g)> 


und  folglich 


sinyosinyi  ^^  (1 — cosyp)  (1  — cosyi) 
EoEx      ""  (r— a)« 


also  nach  23) : 

cos f 0,1 «  cosyo  cosyx  + 2(r— q;^  (^  —  cosyo)  (1  -cosyi)- 

Es  Ist  aber  nach  16): 

'-(AT  -(Ä)- 


1  + 


(;5^)-     "-  >+(Ä) 


also; 


1  —  cosyo  = ^   y    va*     1  — cosyi  s= 


folglich : 

24)    co8eo9i  = 

woraus  mittelst  der  Formel 


der  TktorH  äßr  etire^fr^^fMscAim  Pr^fscUm  ete.  90^ 

2  sId  i€ou*  =  1 — cos  «o»l 
Begleich 

.H(;^yi..+(Ä)'l-"-(;f^)"n'-(Är')- 

also  nach  geharig[er  Entwickelung  des  Zählers: 

»  • 

oder 

-Bo»! 


26)  .  .  8iiii«o,|=db 


V'>+(ÄyM'  +  (;^) 


folgt»  wenn  man  das  obere  oder  untere  Zeichen  nhnmt«  jenach- 
dem  r^a  positiv  oder  nef^tiv  ist. 

Wegen  der  Formel 

coS€o9|  =  I  —  Ssin^Son* 
bt  also  anch : 

«7x  ,  ,  \r—aj     ■ 

Bezeichnet  man  die  180^  nicht  übersteigenden  Winkel«  welche 
^ie  nach  den  Punkten  (oro^yo^o)  ^"^  (^i^i^i)  ^^'  Kugelfläche  ge- 
zogenen Halbmesser  der  Ku^  mit  dem  nach  dem  Punkte  der 
Kogelfläche»  dessen  Bild  der  Mittelpunkt  der  Tafel  ist,  gezoge- 
nen Halbmesser  dei^  Kugel  einschliessen ,  indem  man  diese  Win* 
kel  als  positiv  oder  als  nega^v  betrachtet,  Jenaehjem  respective 
die  Grossen  E^  und  £|  positiv  oder  negativ  sind»  durch  i^  und 
'i »  in  ist  nach  26)  offenbar : 
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wenn  man  die  oberen  oder  unteren  Zeichen  nimmt«  jenachdeä 
r-t-'ü  positiv  odeiv negativ  ist;   also«  wie  eogleicb  erhellet: 

29)    .. 

und  folglich : 
30).    .    .   taDgl«,t=±^,    taiigJ«j=J:^; 

mit  derselben  Bestimmung  wegen  der  Torseichen  wie  vorher.  '■ 
Also  ist: 

sin  1{b^  -ir  «i)  =  sin  is^  cos  \ii  -f  cos  l^o  sin  l$i 


r  —  a     r — a 


■  _■■» 


sioi(^ — ^)  S3  sini^coSf£]  —  cosl^  sinjei 

-Co  ^ 


—de 


fo^ich: 

Nach  K)  bt  abwt 
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3IDi«o»i* 


alsoi 


oder: 

oder: 

Nach  26)  ond  29)  ist 


8ID 


und  man  kaiin  alsoeoti  aacb  nach  den  folgenden  Formeln  be- 
rechnen t 

33)        . 

sin  ifoii  =  db  IirS  ^^^  i»o  cos  4«x  • 

Alle  im  Vorhergehenden  entwickelten  ^  in  vielen  Beziehungen 
sehr  merkwürdigen  Formeln  dienen,  aus  den  auf  der  Karte  ge- 
messenen geradlinigen  Entfernungen  £o,  Ei,  £oa  ^d  Winkel 
fofi>  und  demzufolge  auch  die  wirkliche  Entfernung  der  beiden 
Punkte  (xq^oZo)  und  (^i^iZi)  von  einander  auf  der  Kugelfläche  zu^ 
berechnen  >  woraus  die  grosse  prakti9che  Wichtigkeit  dieser  For- 
meln von  selbst  erbellet  Dass  dieselben  aber  auch  zu  weiteren 
theoretischen  Folgerungen  fuhren  ^  werden  wir  sogleich  sehen« 


§.8. 

'    Wir  müssen  zuerst  die  folgende  allgemeine  geometrische  Be- 
trachtung vorausschicken. 

Es  seien  (Sobo)  und  (a|b|)  zwei  durch  dierechtwtnkKgen  Ceor- 
dinaten  &q,  b^  und  ai»  b|  bestimmte  Punkte  in  einer  Ebene,  die 
<ds  fest  und  unveränderlich  betrachtet  werden.  Sind  nun  Uq  und 
^  ^  Entfetnangen  eines  «erftnderlidieBi  Punktes  in .  desielbeti 
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Ebene  voo  dleaen  beiden  festen  Punkten .  und  findet  zwischen 
diesen  Entfernungen,  wenn  r  und  fi  QonstanteXGrclsseit^  bezeich- 
nen, die  Gleichung 


34) 3Xri  =  <»* 


r» 


Statt,   so  soll  man  ermitteln,    ob  und  wtts  für  eine  Cunre  durch 
diese  Gleichung  charakterisirt  wird. 

Bezeichnen  wir  zu  dem  Ende  die  rechtwinkligen  Coordinaten 
des  in  Rede  stehenden  Punktes  in  Bezug  auf  das  angenomn«!!« 
Coordinatensystem  durch  x,  y;  so  ist: 

«,« =(x-  a„)«  +  (y-bj«,    «,«=(« -ai)»+ (y— b,)«, 

und  die  Gleichung  34)  ist  also: 

(j:-ao)«  +  (y-bo)«      _   - 
+  (a;-a,)»  +  (y-b,)«-'* 

oder 

(ar  -  a.)*  +  (y  -  b«)«  s=  ft«  {r»+ (x-ai)*  +  (y ~b,)a|, 

also: 

(1-^«)  iaflfs*i  —  2<ao->i«ai)a:  -  2(b,--<»»bj)y 

=  J*'!»-'-  i(ao«  +  b.«)  +  (a,«+bi»)). 

Für  fi*=I  wird  diese  Gleichung: 

2(ao~aJa:  +  2(b«-bi)y  =  (a««  +  bo«)  -(a»«  +  b,«)-r», 

und  stdit  also,  eine  gerade  Linie  dar. 

Wenn  dagegen  nicht  (i®=l  ist,  so  kann  man  die  obige  Glei- 
chung auf  die  Form 

oder,   wie  sogleich  erhellet,   auf  die  Form 

also»  wi«  man  mittelst  leichter  Redinong  findet,  auf  üe^trit 


der  TAcwrf*  ^4tr  Otnagn^Uttitm  PrtfttUeii  ete.  SeXf 

io-I^H^  b«^-^«b,    _|*«Ka.-a,)H(b.-b,)«-Kl>ti«)ir«) 

bringen,  woraaK  Folgendes  erhellet: 
Wenn 

(ao-at)»  +  (bo-b|)«  +  (l-M?)ra>0 

ist,  stellt  die  .GleichuDg  34)  einen  Kreis,  dar«  /Wenn 

(ao-a,)«  +  (bo-bi)*+(l-fi«)ra<0 

ist,  hat  die  Gleiehong  34)  gar  kerne  geometrische  Bedestong.  Wenn 

(ao-a|)«+ (ho-bi)«  +  (l-^«)ra=0 
ist,  ist 


ao— ft«ai b«— fi«bt , 

imd  die  Gleichung  34)  stellt  also  in  diesem  Falle  einen  Ponlit  4ar* 

Welches  im  ersten  dieser  drei  FäRe  der  Halbmesser  und  «)ie 
Coordlnateo  des  Mittelpunkts  des  betreffenden  Kreises  sind,  er' 
hellet  ans  dem  Vorstehenden  von  selbst. 


5.  9. 

Nehmen  wir  jetzt,  mit  Beziehung  auf  den  vorhergehenden 
Paragraphen,  in  der  Tafel  den  Mittelpunkt  der  Tafel  und  das 
Bild  des  sphärischen  Mittdpu9&ts  eines  beliebigen  Kugelkreises, 
welchem  letzteren  die  Entfernung  Eo  von  dem  Mittelpunkte  der 
Tafel  entsprechen  Hfiag,  al^  feste  Punkte  an;  so  ist  ffir  jeden 
Punkt  dieses  Kugelkreises,  welchem  die  Entfernung  £|  von  dem 
Mittelpunkte  der  Tafel  und  die  Entfernung  £7ofi  von  dem  Bilde 
des  sphftrischen  Mittelpunkts  i^s  Kugelkrqlses  entsprechen  mag, 
offenbar  ^0,1  eine  constante  Grosse.  Zwischen  den  so  eben  ge- 
nannten Grössen  findet  aber'  ffir  a|  =  r  ^ach  26)  die  Gleichung : 

sin  4^0,1  =± 


V'h(^)),h(Ä)''' 

also  dte  Gleichung  . 


^e  «mnttti   ASwe  «M^rOMH«  fMMHMiMNy 


JH(,-§5)'l«ini«..,«= 


..JML 

oder  die  Gleichnngs 

statt. 

Yergleidit  mao  diese  Gleieliiuig  mit  der  Gleichmv  34),  so 
sieht  man»  dass  fiSr 

in  derselben  respectire 

'   EU  setzen  ist. 

Nehmen  wir  aber  den  Mittelpunkt  der  Tafel  als  Anfang  eioM 
reehtwinkligen  Coordinatensystems  der  ay «  und  jdte  von  dem  HÜ* 
telpnnkte  der  Tafel  nach  dem  Bilde  des  sphärischen  Mittelpuilrfi 
des  Kugelkreises  gezogene  Gerade  als  den  positiven  oder  negafr 
Ten  Theil  der  Axe  der  a  In  diesem  Systeme,  jenachdem  Eq  po- 
sitiv oder  negativ  Ist»  an ;  so  ist  in  dem  vorhergehenden  Para* 
gtapben  offenbar 

ao  =  £o»    bosO;    ai=:0,    bi=:0 

zu  Hetzen »  woraus  sich 

(iM-Äi)*  +  (bo-bt)«4(l-fi^)r« 

oder  ^ 

also,  wie  sogleich  erheilet: 

(a,-a,)«  +  (b.-ibi)«  +\l-^«)r«  =  |(r-a)«+  E,*]co»ke,^* 
ergiebt    Hieraus  erhellet,  dass  im  Allgerndnen ' 


der  Theath  4»  ii0M9§fmpäi$cMin  Prt^feeikm  etc.  271 

folglicb  nach  dem  vorhergehenden  Paragraphen  das  Bild  nnsars 
Kogelkreises  ein  Kreis  isl^» 

Nach  dem  Obigen  ist: 

-     (r- «)*-!-£;.*  .  .      - 
1^^      (r--o)«      ""»'««** 

folglidii  ^ 

,       A      (r— a)*co8i«oH*  — JSo*«in4«o,i* 

i-p^= fr^nTö* ^ 

also  nach  36)  t 

fi^t(ao-a^)a+(bo-bt)«+(I-M^r«) 

Oders 

folglich  nach  dem   vorhergehenden  Paragraphen,  wenn   frir  d<iA 
Halbmesser  des  Bildes  unsers  Kugelkreises  darch  Vo  bezeichnen: 

to «  vaL  ans.  (r — a)  sin  i€o»i  cos  48o*i  7r~~i\5r:rrn — i — ».t  ^  »   i — s 
^  (r— a)»cos4ao,j"— jG^"sini«on 

oder 

38) 

r© = val«  abs.  tfr  —  o)  sin  «oji  r: — Z\^^^„  i« — « — ^  •  »   i — s  • 

Femer  ist  nach  döm  vorhergehenden  Paragraphen  und  4mn 
Obigen,  wenn  wir  die  Coordinaten  des  Mittelpanhte  des  Bildes 
naaers  Kogellqreises  durch  po,  qo  bezeichnen: 


4. 


;*)  Die  bekannte  Bigentchaft  der  tte^eographitchen  ^rojection,  de* 
'on  Bigrand ung  aber  durch  da«  Vorhergehende  unler  einer  gans  neaen 
Gestalt  erncheint. 


27S  firmiert:   ll«ue  matglttelu  gatwM^Mff 

09}      •      •      •     « 


»o-     i_^,      —  U, 


woraus  sich  ergiebt,  dass  iier  Mittelpunkt  des  Bildes  J«. 
derzeit  in  der  du^cli  den  Mittelpunkider  Tafel  und  dt* 
Bild  des  sphSrischen  Mittelpunkts  des  KngelkrjBisM 
gehenden  Geraden  liegt 

Leicht  erh&lt  man  mittelst  der  Torhergehenden  Formeint. 

40) 

Eo ■Eo(r--a)« 

*"  "■  cos'*    «-^-^Vsin's    t~  ('-«)'<=«»8i*o.i«-£Äi"4«./ 

und  hteraas  ergiebt  sich  ferner  mittelst  leichter  Rechoiing: 

Aas  37)  und  41)^  wenn  man  diese  beide  Gleichungen  anfffas 
Quadrat  erhebt»  folgt  aber  augenblicklich  durch  Division: 


..I« 


*2>    -•     (£75:^)'=CV)'-»«* 

oder 

43) 

(EVJ'<=i=)*=(Ä)X^)'=»-".-*-"«-'- 

'    Man  kann  die  Formeln  fclr  Vo  und  po  noch  auf  andere  Weise 
ausdrücken. 


Nach  30)  Ist  nSmIich : 

tangj€o  =  ±-3^» 


Eo, 


weAn  .man  das  obere  oder  uatere  Zeichen  nimmt»  jen^hdemr-i 
poäitit  oder  negativ  ist    Nach  37)  jst  aber: 

ro»=(r-fl)«sini«,„«co8j8.,i»'' ^''     "^ 


cosi«,,,»  —  (;—)  «Inji«,,« 
folglich : 
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I  cos  ifo*  cos  ifo.i*—  s5»  a^o^sin  Jaon*  I*  *      , 
ond  folglich 4  weBD  man  den  Nenner  in  Factoren  zerlegt: 

^      4  cos  i(fo  +  foti)*  cos  4(^— «on)*  * 
also : 

44)...  r.  =  val.abs.  ('-«)«n'o., 


2cosJ(ao+foa)cosi(eo— «o>i) 
Ferner  ist  nach  40) : 

'^^    cosi£o>i^— tangi^o^sin^Eoa^     cos  j€o*cosieo,i*—  sin4fo*«"»i^»i** 
also: 

EqCobUq^ 


P^      cosi(ao  +  fo>i)co»J(fo— fo»i)' 
nad  weil  nun 

-Eo  =  db(r*-«)taiig4«o 
ist,  80  ist  auch : 

(r — a)sin€o 


^)  .    .    .    j»o  =  ± 


2  cos  i(eo + «o>x)  cos  U^o — ^on)  ' 


das  obere  oder  untere  Zeichen  genommen»  jenachdem  t — a  posi- 
tiv oder  negativ  ist 

Weil 

^>\  =  4(*ö + ^>\\  "^  1(^0  —  *0>l)  t 
«0     =  U«0  +  «Ort )  +  U^o  —  «Ort) 

Utf  80  ist  auch: 

l*'o=val-«^'^»-  K**— a)ttangK«o +«ort)— tang4(€o-«o»i)l» 
47)...} 

(/>o=F         db  i(r-«)ltangi(€o+«d*x)+t^ögi(«o-«ort)}> 
vi^elche  Gteicbungen  ebenfalls  sehr  elegant  sind. 

5.  10. 
Wenn  ifgh)  ein  beliebiger  Punkt  im  Räume  ist,  so  sind 

f         9  *T-öi 

Thtil  XXXn.  19 
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die  Gfeichungen  der  vom  Auge  ntch  diesem  Punkte  gezogeoen  Ge- 
raden; und  sind  also  /i,  g^y  *o  ^'e  Coordinaten  des  Bildes  des 
Punktes  {fgh),  so  ist: 

f       g        *-röi  * 
Weil  aber  offenbar  K^a  ist,  so  werden  diese  Gleichungen: 

f       g       A  —  Ol 

und  wir  erhalten  also  zur  Bestimmung  der  Coordinaten  des  Bil- 
des die  folgenden  Formeln : 

48).    .    .    fo^k^Z^/'   s^^hH^^a,   *»=«• 

Es  seien  jetzt  V,  V,  W  die  180<>  nicht  übersteigende« 
Winkel,  welche  eine  beliebige,  von  dem  Punkte  {x^ot^)  «w- 
gehende  Gerade  mit  den  positiven  Theiien  der  Axen  der  .r,  /,  x 
einschliesst ;  die  Entfernung  eines  beliebigen  Punktes  (aro»o»o^ 
in  dieser  Geraden  von  dem  Punkte  {x^^z^)  sei  qJ.  Dann  Wl 
offenbar : 

Ist  nun  (ro'Vo'Jo')  <!»»  ^'^  «l«s  Punktes  (aroV»o').  so  ist  nach  48): 

Sind  jetzt  tto'.  t»o',tt»o'    d"'e    180«   nicht  äbersteigenden  Winkel, 
welche  die  Ton  dem  Bilde  (ToWoIo)  «»es  Punktes  (aroj^o^o)  •»»<:•»  ^•'» 

Bilde  (ro'<?o')  «»««  P""''*«^  (^o'»o%')  ge^o««»«  «"«"1«  «».'  ''«^ 
positiven  Theiien  der  Axen  der  x,  y,  *  einschliesst,  und  wt  f» 
die  Entfernung  der  beiden  Bilder  von  einander,  so  ist: 

]ro'=yo+fo'co8ttb'.    «)o'  =  «>o+Vco8»o'.    5o'=»?o+»o'co8»o'; 
wo 

ist. 

Nach  den  vorhergehenden  Formeln  ist  nun: 


der  Tkeorig  tkr  uereogrmf^^eken.  PmfmUm  etc.  23& 


also: 


"»    '^-lv^::s^~i^^>«+V^*»'^''•• 
Jo'— Jo=0; 

oder : 

^      }<»'-fo=0; 
folglich  nach  dem  Obigen  offenbar: 

'o'-»o= ^E^  «o'(coa«o'  _  j-5-co8Wo'), 

/ 

^        t^O  =  rT—r  ^o'  (cos  Vo'  —  —^  COfl  WoO  , 

und  daher  nach  dem  Obigen: 

^«"o  =p— ^  '77  (cos  V  ^—SL^eoBWoOf 

.  '  '■  ,     .     '  •    •  '        . 

Weil 

COS  tlo'«  +  cos  i»0'«  +  cos  Wo'*  ==T  1 
itft»  So  ist 
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und  folglich  5    weil  offenbar 


co»tro«^25i^2i!5!le«g«,„'+('.3-yco«<«==f-^-)'cos«.o'« 
»  *»  — «1  "      \»ü— «1/     '  \So— «1/ 


tet: 


,OsV«-2f^4oS<+(;^^)*COS«o'»] 


costr^,'^ 


_f-£L_y 


COSfPo'*^ 


al«o: 


»'*-«i* ,, 


g^  ^tTp  cos  tfp^ + yo  eo8  gp^  +  2o  cos  tOp^  ^ 

2o-^«i  ^^^^^ 

Steht  nun  aber  die  von  dem  Punkte  (^o^o'o)  ausgehende  Ge- 
rade auf  dem  nach  dem  Punkte  (^oyo^o)  gezogenen  Halbmesser 
der  Kugel  senkrecht,  so  ist 

cos  ap  cos  u,/ 4*  cos  j?p  cosop^-l- cos  )^p  cosfTp' =0» 

also  nach  1) : 

•  -     -  •    . 

^Tpcostio'  +  ypcostp'  +  2pcosfrp's=0, 
folglich  nach'  dem  Vpirhergeh enden : 

Wir  wollen  uns  jetzt  von  dem  Punkte  (stoffoz  )  eine  zweite 
Gerade  ausgehend  denken»  niid  die  180^  nicht'  fibersteigendea 
Winkel,  welche  diese  Gerade  mit  den  positiven  Thellen  der  Ax^* 
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der  X,  fjf,  %  einschHessfj  durch  Uf^",  v^" ,  Wf^"  bezeichnen«  fiber- 
baupt  aber  für  diese  zweite  Gerade  uns  ganz  äbniieher  Bezeich- 
Dongeo  bedienen 5  wie  für  die  vorher  betrachtete  Gerade^  indem 
wir  statt  eines  oberen  Accents  liberall  zwei  obere  )kdeente 
setzen;    so  ist  nach  49): 

cos  V  =  ^«F-^-  Pf(C0S  V  ^--5r 
*ü    —  "1    »0  *0 ""  *•! 

undy  wenn  auch  diese  zweite  Gerade  auf  dem, nach  dem  Punkte 
(^oyo^)  gezogenen  Halbn^esser  der  Kugel  senkrecht  steht  ^  nach  SO) : 

62)  .  .  .  l  =  ^-jj--.^^  .{l+___o08tto  »r-  .  . 

Bezeichnen  wir  den  180^  nicht  übersteigenden  Winkel ^  wel- 
chen die.  beiden  von  dem  Punkte  (oto^o^)  ausgehenden  Linien 
mit  einander  einschliessen,  durch  W^,  den  von  ihren  Bildern 
oder  Projectionen  «auf  der  Tafel  eingescUossenen»  180^  niefat  Ver- 
steigenden Winkel. durch  TßQ\  40  ist  .nach  «iner  bekannten  For^. 
mel  der  analytischen  Geometrie: 

cos  Wo  ^  cos  t«o'  cos  Uq"  +  cos  »o'  cos  Vq"  +  cos  Wq  cos  Wo*'  9 

cos  JUo  =  cos  tio'  cos  n^"  +  co»  t>0'  cos  i^o*' + cos  t»o'  cos  Wo". 

Naeh  49)  und  51)  ist  aber: 


cos  Mo'  cos  %^  +  cos  »0'  cos  ^0   +  cos  tiVi'  cos  U^o* 

■^  «0'— «1  '  «o"— «i  *  ^0%" 
cos  Uo'  cos  ttio*'  +  cos  v^  cos  Do" 

^  £o£?^eos«;o''~2^'-^cos<' 
Xo— Ol  *^  «0— Ol 

JToCOStlo'^                  ,        y<>COSt?o''  , 

_^_0 ::ü_  ^j^g^  #  _<5M» rJi-COSWo 

+  (rz^)  co*Wcosiro''+(i^^7^)  cosieo'cosw^'' 
und  folglich,   weil  offenbar 
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cos  Wo' cos  «Co" —^^^^^  cos  W  -^^;H25^-  cotf  V 

•f  r  ^    J  cos  Wo'  cos  Wo"  =  (   \Li[J    «®» W  cos  Wo" 
ist: 


t^  tt 


^^' 


41 


cos M>o  » rrirr  •  r^^«  '  r^T 

COSlIö'  cos  tfo"  +  COSUo'  cos  Vq*  +  cos  Wo'COSflV) 

.Tu  cos  Wo'          ,,     Vo^^osro'  ,,     2o90*^o' 
2-coswo"— ^^2 %;oswo''— -^        ^coswq 

^oCosMp''           i     ^ocos  V           #    a^coswo"  J 

—  -^ — -*^  cos  Wo'— ^-^^ ^  COSWb'— -^^ ^  COSWo'  l 

«6-fll  2^0  — «1  «O— •«!  r 

+1 — - — I  co8Wo'coswo"+i~~  )  cos  Wo' cos  Wo' 
\«o  •"  «i/  \*o — "i/ 

* 

I         I 

+ 1  —^2 —  y  cos  Wo'  cos  Wo"  —  ( :: — Sr  l  coswo'coiswo' 

'     &ke1i«ii  aber  beid«  Linien  aaf  dem  nach  dem  Punkte  {x^) 
gesogenen  HaUMnesser  der  Kiigel  senkrecht,  so  ist 

arocostto'+^ocosro'+«oco8«^'=0»    arocostio"+yoco8ro"+3:ocoswo"=0; 

also  o^enbar: 

• '  •••  ^    "      ^        ^  «S)  • 

COSlüo  =  r7— r  •  1  ^1^^    •  7-^777 (cos  Wo  +  .—3~^OSWo  COSM^o  I» 

welche  Formet  ich'  Wr  sehr  mörTcwördig  halte. 

Nimmt  man  den  Durchschnittspunkt  der  Tafel  mit  der  Axe 
der  %  als  Anfang  der  Coordinfiten  an,  so- sind  die  dritten  Coordi- 
naten  des  Punktes  (Vyo'^O  ""^  ^«^  Auges  respective  2o'  — « 
und  «1  —  a,  uqd  diese  Coordinaten  haben  offenbar  gleiche  oder 
ungleiche  Vorzeichen,  jenachdem  der  Punkt  (a?o'yo%0  w«*  ^^ 
Auge  ^uf  derselben  Seite  oder  auf  versebiedenen  Seiten  der 
Tafel  Regen.    Also  ist  der  Bruch 

gl  —  a 
positiT  oder  negativ,  folglicb  iag  Bruch 
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negativ  oder  positiv^  jenachdem  der  Paakt  (are'jfo'^O  wid  das 
Auge  auf  derselben  Seite  oder  auf  yersehiedenen  Seiten  der 
Tafel  liegen.    Folglich  iät  nach  60)  offenbar.: 

wenn  man  das  obere  oder  untere  Zeichen  nimmt «  jenachdem  der 
Punlct  (^o'^o'^oO  und  das  Auge  auf  verschiedenen  Seiten  oder 
aaf  derselben  Seite  der  Tafel  liegen ;  und  gan^  eben  so  bt  nach  52) : 

freon  man  das  obere  oder  untere  Zeichen  nimmt,  jenachdem  der 
Punkt  (^o^^o'^^o'O  und  das  Auge  auf  rerschiedenen  Seiten  oder 
auf  derselben  Seite  der  Tafel  liegen. 

Denkt  man  sich  nun,  was  offenbar  immer  ^erstattet  ist,  die 
Entfernungen  qq'  und  po"  ^^r  beiden  Punkte  (a^o'^o'^oO  ""^ 
(^0*^90*^^0'*)  von  dem  Punkte  (aro^o^o)  ®®  klein,  dass  diese  bei- 
den Punkte  auf  derselben  Seite  der  Tafel  liegen ;  so  ist  nach  54) 
und  55)  mit  Beziehung  der  oberen  und  unteren  Zeichen  auf  ein* 
ander : 


a—oi     Po 


#/ 


± 


1 


folglicli  durch  Multiplication : 


77 


I 


V 


I'  +  ^^^•'°"'o"'<'*^^y'°""~'^ 


was  in  Verbindung  mit  53)  zu  der   folgenden  sehr  werkwÜrdigen 
Formel  flfhrt: 

cos  Wo  +  T -prjCOSlCo'cOSWo" 

57)  cosM)o="-r-  g„     2  2^    a 


280  Grüner i:    Neue  analytische  EnMcheUmg 

,  Pflr  01  =  +  *•  «st  also 

coslOo  =  co8Wo, 

folglich  70 Q  =  Wq  y    welches    eine  längst  bekannte   Eigeoschaft 
der  stereographischen  Projection  ist. 


§.  11. 

Wir  wollen  ans  eine  KegelflSche  beschrieben  denken »  welche 
die  KngelflSche  in  dem  vorher  betrachteten  Kagelkreise,  dessen 
sphärischer  Mittelpunkt  der  Punkt  (^o^o^o)  ^^'^^  ^^9  berfihrt. 
Die  Entfernung  der  Spitze  dieser  KegeMäche  Ton  dem  Mittel- 
punkte der  Kugel  ist  augenscheinlich  rseeco^i,  und  die  Coordi- 
naten  der  Spitze  siud  folglich  offenbar : 

rsec^o,!  costfo  >    TBtfi  ^o>i  cos/?o  9    r  sec  ^,|  cos  yo* 

Wenn  wir,  wie  von  jetzt  an  geschehen  soll,  ai=r  setzen,  so 
sind  die  Coordinaten  des  Auges  0,  0,  r.  Legen  wir  aber  wie- 
der das  in  §.  9.  gebrauchte  Coordinatensystem  zu  Grunde,  so  sind 
die  Coordinaten  des  Mittelpunkts  des  Bildes  unsers  Kugelkreises 
Po»  9o*  ^*  I^'®  Gleichungen  der  durch  die  beiden  ersten  der 
drei  so  eben  genannten  Punkte  gelegten  Geraden  sind : 


y 


s — r 


rsecsQyi  cosoq       rsee^,i  cos/?o       rsece©,!  cosj^o  —  r 

oder 

—  (*  ^  y)  «•c  ^o>i  cos  ^         _  (z  -^r)  sec  gpn  cos  ßp . 
8ecco»iCosyo — 1    '  sec«o.icosyo  —  1 

und  soll  nun  der  dritte  der  drei  oben  genannten  Punkte  in  die- 
ser  Geraden  liegen,  so  mfissen  die  beiden  Gleichungen 

(r — o)sec^|C08ao  (r — njsecgp,!  cos/gp 

'^        1 — seci^icosyo    *     ^^         1 — sec^icos/o 

erßlllt  sein.  Weil  offenbar  /3^  =  90^,  also  cosA>  =  0,  und  nach 
(.9.  auch  9o  =  0  ist»  so  Ist  die  sweite  der  beiden  vorstehenden 
Gleichungen  jedenfalls  erfiillt,  so  dass  sich  also  nur  Arägt,  ob 
auch  die  erste  erfüllt  ist,  was  wir  also  jetzt  untersuchen  müssen. 

Nun  erhellet  aber  mittelst  einer  ganz  einfachen  Befrachtung» 
dass  Immer  entweder  c^s/o  —  ^^  ^^^  ii^=:90^  —  y^,  folglidi 
jederaelt  cosctj  =  sin/o>  und  daher  die  zu  erfisllende  Gleichung 

'^        1 — 8ecC||,|Ce87^ 
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Isi    Nacb  1«)  und  17)  ist: 


also: 


(r*— fl)secgo,isinyo 
.   1 — seccö^icosyo 


.  I 


^ 2£;o(r  — Q)gsecgo,t 

"^  (r  —  a)«  (sec  fo,i  + 1)  - -^0*  (sec  fo>i  —  1) 

^^ 2£o(r-a)^  

(r— a)«  (1  +  cosfo,i)  —  -Eo^C*  T"  cos fo>i ) 

__  '  Eo(r-fl> ^ 

(r— a)*cos4fon*  —  -Eo*»'»«  ä«o>i*' 

folglich  nach  40)  wirklich 

(t-*-a)se^Ctf,i  sinyt»_ 
'1 — secr5,iCos7o  ~''^®' 

Die  drei  oben  genannten  Punkte  liegen  also  in  einer  und  der- 
selben Geraden,  vra«  zu  dem  folgenden,  von  Cbasles  geftinde- 
nen  Satze  führt,  dem  nach  dem  Obigen  natürlich  die  Voraus- 
setzung iix=r  zu  Grunde  liegt: 

Bei  der  gewöhnlichen  stereographischen  Projec* 
tion,  wo  das  Auge  sich  in  de^r  Oberfläche 'der  Kugel 
befindet,  ist  das  Bild  der  Spitze  d^er  die  Kugel  in  einem 
gewissen  Kugelkreise  berührenden  Kegelfläche  der 
Mittelpunkt  des  Bildes  dieses  Kugelkreises. 


.     .§-12;  ■ 

Von  den  in  §.  7.  entwid^elten  Formeln  lässt  sich  noch  eine 
praktisch  wichtige  Anwendung  machen. 

Wir  wollen  uns  auf  einer  nach  stereographischer  Projection 
entworfenen  Karte  drei  Punkte  denken,  die  also  die  Bilder  ge- 
wisser Punkte  auf  der  Kugelfläche  sind.  Die  Entfernungen  die- 
ser Bilder  vom  Mittelpunkte  der  Tafel  seien  jEJq,  E^^  E^\  und 
ihre  Entfernungen  unter  einander  seien  i^O'i»  -^i^a»  E^h^*  Alle 
diese  Entfernungen  können  auf  der  Karte  gemessen  werden,    und 
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man  kann  sich  nun  die  Anfgabe  stellen,  aus  diesen  auf  der  Karte 
gemessenen  Entfernungen  den  Flächeninhalt  /i  des  sphärischen 
Dreiecks  auf  der  Kugelfläche  zu  berechnen,  dessen  Spitzen  die 
drei  in  Rede  stehenden  Punkte  auf  der  Karte  als  Bilder  ent- 
sprechen. 

Nehmen  wir  den  sphärischen  Octaaten  als  Flächeneinheit, 
den  rechten  Winkel  als  Winkeleinheit  an,  so  wird  bekanntlich 
der  Flächeninhalt  eines  sphärischen  Dreiecks  durch  seinen  soge- 
nannten sphärischen  Excess  ausgedrückt,  weshalb  von' jetzt  an 
J  den  sphärischen  Excess  bezeichnen  mag.  Nach  §.  7.  sind  die 
drei  Seiten  unsers  sphärischen  Dreiecks  durch  €o»i>  «i»«»  «an)  «« 
bezeichnen,  und  nach  einer  sehr  bekannten  Formel  haben  wir 
für  den  sphärischen  Excess  den  folgenden  Ausdrucke 

,  j  _  i  +  cos  go>i  4  ^^^  g|  »a  "f  <^Q»  ^2»Q 
68).    .    .    cos»^-    4cosi€o.icos4fi„cos4fa,o    * 

Nach  27)  ist: 


i=l- 


fe)' 


also,  wie  sich  hieraus  auf  der  Stelle  ergiebt: 

/iSo.i  y 

cos 4«0'1^^  *■  ~ 7~F^~:n  X  f    \«    » 


'H(^jliu(;äi)' 

co8j«aK>'=*"" 


'H(ÄyUHC^J 
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Setzen  wir  aber  der  EflfEe  wegen : 
K€x\  „  ^       „  -^        „  —  JSl. 

«nd 
60  ist: 

also: 

1  +  e08£o»i  +  C08£i^  +  COSCsH) 

"■^""^ .         (l+llü*)(l+«l»)  (»+««*) 

oder: 

4 


Ferner  ist: 


"oa*  _«,.    «_i  «!»«• 


also: 

_<a+iio«)(H.Mi«)^iio.,«IKH-«i^r-ni,«)-m^«}ia+u,«)(H«,>VB^«> 

Setzen  wir  aber  der  Kürze  wegen : 

61)   ..   Vo«  =  l  +  no«.    V|«=l  +  Ot«,    V4«  =  l+ü»«; 

so  ist: 

1  -fcoeip,!  -f  cosei^-f  coata^  _  ,     «o>i^t*  4-  "i  >«%*  4-  n»io*V|* 

4  -^"*  2yo*ViS* 
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und  '    .  •  »  ^    ' 


* 


_      (»o>i^.  -  Vq^Vi')  (ui >a^  -  vi%^)  ("2,»*- vt'^o^) 


Vq*V,**^«* 


Also  ist  nach  58) : 


oder: 


-•'"\ 


Oo)     cos  'i^  =  , /-     ^--=—  '• 


t      < 


Setzt  man  noch  der  f^urze  n^egen :  .  , 

04; w„„_^^^,    wi«_^^^^,    wj^—^^^^, 

80  ist: 

65)  .  .  .  co8W=  — J^lfe^i^l^±^^L=. 

^^(1  -  wii«)  (1  - *.„a2)  Ol ^ »r*tt»)   , 

Also  ist: 

.   ■  ^     (I-w..,')(l-«^t.a'')(l-'Va.o')-ll-Uw.>t«+n^'»*>..*)l* 
sin  44-  (l-Wo.x«)(l-Wj^«)(l-WaH,*) 

Der  Zähler  ist,   wie  man  nach  leichter  Entfilokelung  findete 

i  (2iv„iVi^« + 2i^i,a«wj,ö« + 2wa,„  V^,i«  -  w^,*-  Wj  V-  ^«»o*) 

und  folglich  nach  einer  bukaDOten  Zerlegung»  ii^enn  man  der  Kfirie 
X  O'^o»!  -  ^1  »a +^^«»0)  *(^tr»i  +  wi*,a  -  w,.o) 


setzt: 
Also  ist: 


.  w 


67)  .  .  .I..^=,,V  (n:woa»)(l-w.^-)(l-«;,o«)' 


J 


Ott  ThtorU  der  lUnotropkttelKit  Fniteäm  ttc, 
Nich  fA)  und  67)  ist  ancb: 


■     '"«■''  =  l-i(wo.."+««Hw;,')' 
,  69),  60)  ist  Bucb: 

"""*'=*  VtH-Äl  +  V)' 

tl«  nach  61) : 

11)  .»i,.„=d:7!^.    .i.i.,-=±!f .     .i.!H.  =  ±=^! 
'o'j  ^i^a  't'o 

wenn  man  in  diesen  Formeln  die  oberen   oder  unteren  Zeichen 

^mint,  jenachdem  respectlre  die  Griissen  u,^,t,  v^^,  n^M)  poeitir 

•der  Dfßativ  sind.      Natürlich  kann  man,    wen 

diesen  Formeln  die  Winkel  t^'i  •  hi%>  ^zio  oder 

iphlriBchen  Dreiecks  berechnet  bat,    natärlicl 

Elctig  J  nach  allen  den  Formeln  berechnen ,  w 

^hsD  Trigoriometrie  zu'diesem  Zweck  entwickeJl 

Berechnet    man   die   zwischen    —yO**   ond 

BElbiriDkel  tp^,  Vit  V%  piitlelst  der  Formell^: 

l'Si  .-.  .  tangT4=-'Wo-    iangVi  =«i.    taBgya  =  B,; 
»ist  nach  61) i 

T3)  .  .  .  .  V^s=8ecyo,    v,=8ecq)i,    Tj  =  sec9>a; 
>lio  Dach  68)  nit  d«rseUien  Be«tiiainuvg  wegen  der  Torteiebttu : 
•i«  oben:  ;■  '  ■,       i      ■        . .   ■  '  ■'■ 

!.  sin  iJQu  "=  ±  "o'i  <=»8  V»c<w  9>i » 
»in  1*1  j»  —  i  Üi  «a  C08  fPi  <=»■  Vi  • 
siniet^  =  ±  Uiw«off  Vftcos  ^ 
Oh  dieser  Geg^nstaifd  noch  elnec  weiteren  AuHnbnWg.pnd 
^l*iidwli^g.(ä^ig,ipt,,iQfWf  jcbiär  jetzt  daMnge^tsUf  fein  )»s«««W' 
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Eine  Bemerkang  über   die   besondereii   AoflosoilgeB 
einer   Differentialgleichung  der  zweiten  Ckrdnoiig  m 

zwei  Veränderlichen. 

Voo 

Herrn  Doctör  4t  /Weiler y 

Lehrer  der  MiilheiiiatilK  ao  der  höheren  Bärgerechole  sa  MmmuhtiB, 


Es  ist  bekannnt«  das«  die  IntegratioD  einer  Differentialgk^ 
chuDg  mit  zwei  Veränderlichen  x  und  g  darauf  binzieltf  alle 
möglichen  Funktionen  von  y  anzugeben,  welche  der  Differential* 
gleichung  genügen,  wenn  man  dieselben  an  die  Stelle  top  i 
einsetzt.  Dieses  Ziel  erreicht  die  Integralrechnung  jedesmal  dardi 
die  Bestimmung  des  allgemeinen  Integrals  oder  der  allgemeinsteo 
endlichen  Gleichung,  woraus  die  vorliegende  Düfferentialgleicboog 
abgeleitet  werden  kann.  Die  fraglichen  Funktionen  ergel^P  ^^ 
alsdann  nach  einfachen  Regeln.  Doch  zerfallen  dieselben  io  zwei 
verschiedene  Klassen.  Alle  diejenigen  Funktionen «  welche  aem 
allgemeinen  Integrale  genflgen,  nachdem  man  die  darin  vorkoü' 
menden  willkfihrlichen  Grossen  irgend  wie  spezialisirt  hat,  g^"^ 
ren  in  die  erste  Klasse;  und  heissen  besondere  Integrale,  b  ^^ 
andere  Klasse  rechnet  man  alle  diejenigen  Funktionen,  welcba 
zwar  der  Differentialgleichung »  nicht  aber  dem  allgemeioen  W^ 
grale  genögen,  wie  man  auch  immer  die  willkübrlichen  B^bw 
digen  darin  angeben  mag.  Man  hat  diese  letzteren  tonktiosi* 
besondere  Auflösungen  der  Diflere'ntialgleiehnng  genannt 

In  den  vorliegenden  ZeHen  beabsichtige  ich ,   auf  einen  W* 
eteafd  aufmerksam  zu  machen,  welcher  bei  dör  Bestimmung  ^ 


j 
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besonderen  Auflösungen  einer  Differentialgleichung  der  zweiten 
Ordnung  nicht  fibersehen  werden  darf.  Es  sei  desshalb  tt  =  c 
das  zweite  Integral  einer  Differentialgleichung  der  zweiten  Ord- 
nung mit  zwei  VerSnderlichen ;  c  sei  die  willkfihrliche  Beständige 
and  u  eine  Funktion  der  beiden  Veränderlichen  z  und  y  und  der 
zweiten  willkfihrlicben  Beständigen  b.  Wenn  dies  zweite  Integral 
io  der  Form* 

«i(«— p)~  +  «ji  =  c 

auftritt«  worin  cr|  «nd  t^  wieder  Funktionen  von  t,  y  u«d  b  sind^ 
pmhm  eine  Funktion  vom  y  und  b,  und  m  eine  zwischen  0  und  1 
liegende  Zahl  vorstellt,  so  genOgt  man  bekanntlich  durch  »osp 
der  entsprechenden  Differentialgleichung  der  ersten  Ordnung» 
Man  weiss  auch ,  dass  diese  Eigenschaft  niemals  verloren  geMf 
wenn  irgend  ein  Faktor  aus  der  Differentialgleichutig    ^ 

fvegßUlt»  Da  aber  die  Gleii^ung  x  =  p  \n  keiner  Weise  der  in" 
tegralform  a=s€  Genüge  leistet,  so  ist  dieselbe  eine  besondefia 
Auflösung  der  vorliegenden  Diffierentlalgleichung. 

Um  die  Differentialgleichung  der  zweiten  Ordnung  darzustel- 
len, deren  allgemeines  Integral  in  der  Form  a  =  c  angeschrieben 
worden  ist,  so  hat  man  die  obige  Differentialgleichung  der  ersten 
Ordnung  in  der  Weise  zu  differentiiren»  dass  dadurch  auch  die 
andere  willkfihrliche  Beständige  b  zum  Verschwinden  kommt. 
Setzt  man  abkürzend  z  —  p^=^s,  so  schreibt  man  jene  Gleichung 
in  der  Form: 

Durch  die  Differentiation  entsteht: 

2. 


tlW  fda.. 


»»+»  V  dt 


Mao    er|]|ält  aber   die   erwähnte  Di^<erentialgleicbung  der  z^eir 

ten  Ordnung, auch  dadurch,  dass  man  aus  den  bjsiden  Gleichunr 

gen  1.  und  %  djie  willkührliche  Beständige  eliminirt    Wenn  mm 

s*  $" 

die  Grosse  s  nur  in  den  Quotienten  —  und  ~-  vorkäme,  so  Würde 
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in. allen  Fällen  saO  der  ao  entslebenden  Dilereiitialgleichiuig 
der  zweiten  Ordnung  Genüge  leisten  Da  aber  s  auch  in  solcher 
^e|8e  yorkommty  dass  (ur  i  =  0  gewisse  Glieder  der  Gleichnih 
gen  1.  und  2,  den  Werth  oo  annehmen«  se  kann  es  yorkommeDi 
^ass  durch  diq  Elimination  von  ö  in  der  p^en  Gleichung  Glieder 
entstehen,  weiche  für  5=:0  einen  endlichen  Werth  erhalten,  wäh- 
rend alle  übrigen  Glieder  für  s  =  0  verschwinden.  Daraus  folgt, 
dass  es  Fälle  giebt,  wo  die  Gleichung  i  =  0  oder  z  =  p  der  Dif- 
ferentialgleichung der  zweiten  Ordnung  nicht  mehr  geniigt,  wSh- 
rbnd  doch  diese  Gleichung  als  beisohdere  Aanosung  der  Diie- 
fentialgietcbnng  der  ersten  Ordnung  betrachtet  werden  nuu». 
Biesen  Umstand  also  hat  man  zu  beachten ,  wenn  es  auf  die  Be* 
Kimmung  der  besonderen  AuflSstingen  einer  Differentialgleiohoog 
der  zweiten  Ordnung  ankommt. 

Es  sei  z.  B^ 

das  allgemeine  Integral  einer  Differentialgleichung  der  zweites 
Oüdnmig,  B0  dass  6  und  c  die  wiWciihrlichen  Bestihidige^  ro^ 
Sjtellen»    Dur(5h  die  Differentiation  entsteht  die  Gleichung: 

föjT  welche  die  besondere  Auflösung  i^z=y^ — b  besteht,  wn 
durch  die  zweite  Differentiation  die  Beständige  6  wegzuschaffeo> 
80  schreibe  man  diese  Gleichung  in  der  Form : 

Oi^  Differentiation  führt  auf: 

oder  auchy  wenn  man  den  gemeinsamen  Faktor  %%'  —  y  streicht, 
auf  die  Differentialgleichung  der  zweiten  Ordnung : 

xz"  +  x*«  =  1  +  a«, 

der  man  offenbar  nicht  mehr  durch  z^z^y^  —  b  genügt. 

Das  Vorstehende  enthält  zugleich  die  Berichtigung  einer  Steih 
in  meiner  Abhandlung  über  Integration  der  Differentialgieicbafig^o 
ersteig  und  zweiter  Ordnung  mit  zwei  Veränderlichen,  wf Ich«  "* 
dtm  29st^n  Theile  dieses  Archivs  erschienen  ist  ^^^^ 
nämlich  (S.  50.  Zeile  4—8)  der  hier  auseinandergesetzte  Vmstm 
übersehen  und  ats  aasgemacht  angenommen,  dass  jede  Funktion  ffl^ 
y,  welche  an  der  Stelle  von  z  einer  Differentialgleichung  der  erste» 
OMnung  genügt,  auch  die  daraus  abgeleitete  Differenttalgl^ichm^ 
der  zweiten  Ordnung  befriedige. 


Sommer:  Dielktmmidme'imk.viHdie^r^fiihPäl^ed.^tidktffed.jrupeln. 

■'*'■*     '•  ^;i';i;  1.'  '      '<i     ^..        ••    *      T '.  ,     •■  .;>     ^  ,'  ■;     •,,!,.        ;     1*-,' 

••■'^'•''  «  '»"  '   1   ■-    TjUiiXJtl^JH«','    ,11',;   ,       -A   n»f   'i.iu'ivJ./l 

Di0i)  Bindie A  .  def  Ja  .lind  um  die  »regaläfea  Polyeder 

beschriebenen  Kübeln.    '     '"      '  ^^  ^'' 

Ich  gebe  hier  eine  Methode  der  Auffindung  dieser  Radien» 
dieiQiir  die  einfachste  £u  sein  .^cb^t    Sie  beruht  auf  dem  Satze; 

,9 Wenn  man  die  Mittelpunkte  der  anstossenden  Flächen 
eines  regulären  Polyeders  mit  F  Flächen  und  £  Ecken 
durch  Kanten  verbindet/,  so  erhält  man  ein  reguläres 
Polyeder  mit  £  Flächen  und  F  Ecken/' 

I^  Ff#^pioiie.  (ubers., )ifpn  Kaufmaon)  fSl^'t.djei^eii  Sat^  ti| 
•einer  ^SAi|[|ii|liii»g  jYqAXiQlir»ftt^j3Mund  A'Ufga.b>ln'^4P<:l^ll9t 

'  '0^Ker^t^re''ai^i«r>^etilät«n  KO^pW '^|i  det^^rlmMlb;^««! 
tndere  der  ^bffeleite^;  .beti^achtet  maA  diesen,  letzteren  wled^ 
als  priroitifen  tüo^per  und  leitei  einen  arltten  &urp^?  ab,  so  lasiii 
•ich  }^\  ^^en^,.4^idW9fi4eJ*terQ,.j|pii^,^eareii  |i^il)9|i  viiftf 
hierauf  stfitzt  sich  die  Herleitung.  ,,    .  i^;  ^  j    ^ 

Die  Kante  4^^^ftßn^K5^(»4i^  n^«  jlie  ifis  zweiten  b,  die 
des  dritten  c;   K^seT  der  ^Radius  dir  u^tfeiehnebenen  Kugel,  r 

||fMj^l^tefti^,ep.di||il^ante.ua<|ju^ep.d^  4»z^h(  de^  flfff^e^ 

•)  Den  HAÄiyjM^^*w'!*GT*Mff^J^nA^        *^^    •*  ,\;r::VV^.O  ^ 
Tktil  XXXIL  SO 
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r(?afc{iVÄ*-.J*«  ^er  4r«^ns/»(ÄÄ^j*t)/  t  >  '        f, 


Beirtchiei  map  nun  anitrst  deki  «rslM  K5rp«r  ab  ^riiiititiail  und 
nachher  den  zvreiten  als  primitifen«  sq  ergeben  sich  diet  awei 
fiWäcÄuligen:  *  


' .  *» 


f.  i 


4(r)«.(,,)«=6«(Ä»-.^), 


»     '   I 


(3) 


(4) 


»  t  -  -  '  *   .    '  » 


idncirt  man  nun  alle  diese  Radien  anf  die  Läiig#  jdi«  Ktele  4. 

kiiiidet   man,    wenn  JT   der  allgemeine    Repräsentant   dieser 
if^  9  ist»  vermöge  der  Preportionep : 


.'i-'-' 


-3f«iJ»=a:*,    .|:«:JI:«tSo:c 


'»   *"  -t     {  *      . 


'  "   ':): 


•  r 


V:    ;  '»     1  ' ",»    ♦  • 


|l  man  diese  Reduetionen  ein  In  die  Gleichungen  (1)  bis  (4), 
btsteht»  wenn  man  nun  die  Buchstaben  a  ganz  weglässt,  wo 
r«ie  Ober  den  Radien  angebracht  hat,  da  diese  Radien  sieb' 
^afl^;^  die  Länge  der ^ Kante«  (jfeziebea: 


j, 


• 

1. 


{). 


bR  z=zar  ,    cR  ^nbr  . 

■;'.•■.  ' 

F     m  F       ^ 


■»'» 


.       #    i 


1    'M'  l 


♦  ■    ^  i«  • 


«» 


4ÄVV  =  c*«»(Ä«-^). 


.  -I 


—  V»v«) 


len  ersten  beiden  dies^  Gleichungen  ergibt  sich: 


die  letzten  beiden  Gleichungen  geatzt»  gibt; 


i-i  .'.'i-'  ;f,    /;' 


*•     ,'l. 


4l!*««stt'ö«(Jl«-^^); 
^  n  JP         4 


iiiMch: ieifgibt:    I 


;    ^         .1   ■     %'.     T      I;;    l-     '<     V 


'  i  *  '  •, 


L 


MD-*"  '\''^^.' summet:  \mitiB0di^ ä»  im-Mmi  wtk\-4i$ 


r  den  Radial  der  in  den  zweiten  Korper  beschriebenen 
Kngel 

anzeigt  Ferner  sei  9  die  LAnge  des  Radius  des  KrelseSi  den 
man  in  eine  der  SeitenflScben  dieser  Körper^  beschreiben  kann. 
Ich  nehme  an,  der  erste  Körper  habe  als  Seitenflächen  lanter 
Polygone  von  m  Seiten »  del -kWeita- 4anter  solche  von  n  Seiten, 
dann  bat  der  dritte  wieder  solche  von  m  Seiten;  diese  Anzahl 
d^  S^^keW  hfinge  ich  dem  *f*  aar,  wlUirend  oben'^ie.KiaitlJaiigt^ 
deutet  ist;  so  ist  alfijo. z,  B.    .  .,  ..  .,.'*, 


Q  .der  Radius  des  Kreises,  den  man  in  die  Seiteofläclie 

fi 

des  zu'eiten.KSrpers^|>esdbfeib!eni|cfip|i|. 

Als  erste  Relation  ergibt  sich  mib  direct«  weil  die  in  deapriai* 
tifen  Körper  beschriebene  Kugel  gleichzeitig  (är  den  abgeleitetefl 
Körper  umbeschrieben  ist: 

«■f  r  .1  .,,|. 

:'»>/.''  I!.'  i»  ii  .;  f  ':'..  r,     .t.|,  al  Jg        -.  r  x   '.'''..!.;   'hI»  in^^I' 

''■'>',  '  '        '•      Ä  o 


,,  '     *  .,..  fii 

Eine  zweite  Beziehung  findet  sich  auT  folgende  Art :  Es  *^^ 
O  der  MtltäihiAkt  d^r  beiden  Kugeln,  Ü  md'CM^  dIelHit* 
tUpdnkfe'  is#eie^  ^  einstoßende  fieitenflfieben  4e«iprimlHreD'S)t^ 
pers,  57  sei  die  Kante  dieser  Seitenflächen,  D  dei'SiWf^^^ 
ffil»kt,<dffmrif^a^;:4ier{4Mige  der  Ka4»lte^««i  gleic^b;^;,  45W^* 

Ö^.p'ci)^Uo,    SD^TD^li^    OC^Oi^'^r,  m^OtM 

ith^'^iäi  i^n  die  Kante'  d^s  abgeleiteten- K9^^re^;A)f<^  Lk^'<^ 
t    Es  ist  ferner  ''■'•''    •-  •'  «'"''^  '^''■'*''  '*'^''*' 

liAJr  dc^Adftij  Inhalt  A^k 'i^\it^\Mii^'Xhi\i^^^ 
ietciit  auf  zwei  AHell' ausäHtcbär:  er  iät  1)' grei^^^C^;^^^^ 
oder  gleich  r^  und  2)  gleich  OD  mat  d^  P^Wdillbt;  VWC^ 
auf  qO  geföllt.  Dieses  letztere  Perpendikel  ist  aber  «leicb  i0^ 
ftiiA^tti,  welches  man  Von'CWO£^fkilf;'^dä^%a)ie  sQ«*^ 
men  die  Linie  CC*  bilden,  so  hat  man  jedes  df^^.fy^V^^ 
=  iCC^   d.b.  \l     Man  hat  daher  so  den  doppelten  Uib«lt  ^^ 

^OCDssJ^Vä»-!**^  iin4  daher  dl9  4ileicl|«i»g4..<    .  «(' 
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Beirtchiet  map  nun  anitrst  deki  «rsAaii  K8rp«r  ab  ^riiiltitiail  und 


nachher  den  zvreiten  als  primitifen«  sq  ergeben  ,8ich  diet  awei 
Gldchuiigen:  '  ^ 

4(r)».(^J«s=6«(Ä«-.^).  (3) 

4(rV(;)«^<:«(ß**--?)-.  .      (4) 

Redncirt  man  nun  alle  diese  Radien  anf  die  LSiig#  4m  Ktete-ot. 
6«  findet  man,  wenn  X  der  allgemeine  Repräsentant  dieser 
Rpf,  Q  ist»  vermöge  der  Prepartionen : 

Fttrt  man  diese  Rednctionen  ein  in  die  Gleichungen  (1)  bis  (4), 
M  entsteht,  wenn  man  nun  die  Buchstaben  a  ganz  wegläset,  wo 
nan  sie  fiber  den  Radien  angebraeht  hat,  da  dieae  Radien  sich' 
jebt  a)le  4uf  die  Länge  der, Kante  a  (jf^ziebeot 

bR  ^at  ,    cR  =br  , 

B'  tf,  F     .:!>  JP 


4r*.p*  =  A«(Ä;-^), 

F     m  F       ^ 

4ft«r»^*  =  t^a^(R^  -  ?). 


1.-: 


.  4 


r-  to) 


Aus  den  ersten  beiden  dies^  Gleichungen  ergibt  sich : 

:  bRs     .._  c^ 

in  die  letzten  beiden  Gleichungen  geatzt,  gibt; 

4Ä«^«  =  a«(Ä«  — ?), 

S  m  F         4 


.a«  » 


^mnialMchieifgibt: 


t    -o;    r      -.     ♦  ' 


II   1       I.»     I' 


*•      4[a*i-(4pi,wJN]' 


M 


der  Werth^vw  J^/iWtiM^^ftteli  diiyfeli  V^rlaSiJib^^  ^F^H^m  und  n. 

E  ' 

eine  Seitenfläche  beschreiben  kann,   so  ist  P^^Q  {\'.^f^;j^^, 
4/^=:4o*  +  o*>   folgltch  ist  dann:      r  % 

('€m  rza  finden/ Vniit^t;tAäA  die  Bezifebü^^  l?«=r«+/»,  die 
allen  regulären  Korpern  eigenthumlicfi  ist»  und  findet  mit  Hülfe 
de8*)g«liifa(Metf :ß>iiutt^'  *•'  .-^Uü  n>'.'f.  ^.;:I;  .mm  Mrüi  W.  rw^ 
NT-oil»    )itn)iit»';iiii '»i     ^'' ■  •'•VftJ'tt  *%  '    ^^    li-i:)"    ,i:t;^*t    JM*'..it    «- 

Für  den  Fall  defs  Tetraedeit^  erguif  sioh^etne* Vereinfachung  fSt 
Rf  da  dies  ein  regulärer  Korper  ist^  und  zvtar  der  einzige,  h^ 
welqbem  der  abgeleitet^  Korper  direct  Achon^dem  primitifen  ähn- 
lich ist;   es  ist  fiir  dasselbe  m^^n;  abber^aftn 

',(1)  pitf  (f)  ii  ■     ■  '' '  •'■  jb  ^'JL*'-   '''^  '■  »-^'V''^  l  i  *■•     '^»   *  ""I  ^'' 


i^tnan  .aatt^eMachsfen-lMw  dem*  Weitb^  (ISi)  Ersieht:! 'hIO  •.  -  n'^.t 

Man  kann  aucV^^diö  t^^dthltngen  <t)  und  ^ly  beiHit^^,  W 
zu  zeigen,  dass  nur  fiinj^^regu^e  Kj^fier  ^f^lich  sind.  Da  näm* 
lieh  r  das  Perpendikei  'von  O  auf  die  Seitenfläche  ist»  so  hat  man 
r  kleiner  als  R;  dadurch  entsteht  die  Bedingung  der  Möglichkeit 
ßr  Polyeder»  vermöge  (I)  un4,  Oi)\ 


a*  >  l^Om^Qn^   oder   c*  >  ^Qmm 

oder  da^rsöcptg— -  und  o.s?äC»t^-ti7.'^5     ,  .       . 

,  w      »180"     .  i^O»     .  .  «       /ISO»  .  I80»\     ^ 
l>cotg— .cotg?^.- jL  h.  co8(^  +-ir;<0- 

Mithin,  weil  und  beide  positive  Werthe  haben  und  «inti« 


«•»  ^      <■ 


Winkel  sind:  -    , —    '       ' -- 

h"-'^- >9W  wet-TMfi— >!•  (6) 

m    '     n»  "^  v^^  '  n^,^  n     '  ^' 

Nun  sind  aber  m  und  n  positive  ganze  Zahlen  idnik  >ijd:»MiBiaii*' 
gleich  3 »  wodurch  sich  dtt,  JÜnf  i^v^s^inmenst^eilungen  Cfir  m  und  ii 
er^en:    3»  3;  3,  4;  ^/ß[j.  .4^ai,^V^V 


i 


Zwischen   fn^ji'^J^.J^  bestehen  :vet^90n des  Ealer'scheo 
Satzes  die  Beziehupgen; 

Anzähl  der  Kanten  =F+ £  — 2  =  imF  =  in£, 

woher  .sich  iffir  die  schofi  bestimmten  ,Werthe  von  m  udo  n  nqn 

ffP  4^  N^pejT  ^fi^  f  p),r-  mn.  nui;ifiir,  4j^  iunf  ^ngggpbepen.Äyeij^lg 
^pn,  wi  ;fin4, »  p9^iftv  Weiht,  da  die  Be4in5ju^  ?j(ii^,;f  ji)--l^«:^^ 
iflpn^i^hjiijt  («)  Ist.-.        .  ...     -      n..    ,u.         :  i.V.b 

^  "   Kh  hälie  diese^  BehindloYig^i^^^&Gegenst^riM^sln  der  l^nif| 

D^ve  am  2ten  Dezember  1858  vorgelesen. 

t'*-'iif*n.i;  oll.;        .  ^     tr^»  '.'  -.>'»    » fi*>i;f>fJ  >!*♦'*    n')!T'>''"*  ^lO    ii(t*cn 

-•I*        '     ?      I'  f!I    «    .1"/    •       •    '1  .  *     •   ..f  H'.^.nil     fI'»1,-,nSf;t' J     ll'itBU)    T>f/    Toi» 


t(     •>!  I  r    t«< 


.     *-   ^.  --    ;'    :  •  .f       ■t   f    T.    '•■       *'  .•;:~.i.    I     .»  »  :    i     (I 


-<",..        3   --  "  "  ,  ■  .  ~  •  .,  V»        r.  r- 


>  (J 


V       „        .^   ?  :5:  -'  1    «■: 
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y-r   JICKTIII.  .V.  .....    -:-.:-n--  .    (*■ 


Beweis   der  aligemeinen  €rultiskeit  der  rormeln 

,   V     i  M  ■  '#1    1  ■  .  .<  '  .''  *  ""i  "w*     :  •     ;      •«  ir>     .  'I  ".•;'  'W  .    ,     •>i''»;U 

.     ..      :  ,,  Bln((?  +  /J)=r^iÄ«co^^ffif5Qft<x8*i^/S,i  :/..::; 

"  '.    ::■:'•'  ■      t\'>'>     '     *        •  '      '   Von»    •'-  ••'■  •■      ■    •  '  -f-  >.'-.-■■')  ,'.  c.iti 

Herrti  Dr;'  e«r/  Spitü^  *»'    '  '^    ^  «^'^^  '^-^ 

Lehrer  am  Polytechnikum   za  Ctrla^ii^ke.    *     ■      .- 


1 

1.     Bei  Gelegenheit   der  Bearbeitung  eines  Lehrbuches  der 
ebenen  Trigqnometrje.fiir  den  Schulgebraucb*)  safa^kb  mich  vor 
gebens   in  Buchern'  und  Zeitschriften    nach    einem    allgemeinen 
Beweis  der  Gü|kigk6it  der  Formeln  r    ^ 

*)  Dattelhe  ist    Ifi.  der   C.  F.  Winter'sch^n   Terlag^shandliing    in 
Leipmig  ercchienem  ~  ^        '  '        l 


fg4     SpUmj   BemM  der  tOtBemeimm  ^mHjMi 


vm,  Wischer  zur  Aofnabnie  in  ein  solches  Badi  gedgset  gewepei 
wUte,  In  eiriam  Jossen  Tbeile  der  vorhandenen  LehrbSdier  li^ 
den  sich  nicht  einmal  Beweise  der  AUgenemheit  dieser  f&r  spe^ 
delle  Annahmen entwicketlen  geoiemetrischen  Formeln,  wohl  aber 
die  Anwendungen  derselben  auf  die  allgemeinsten  Voraoss^zn- 
gen,  gleichsam  als  yerstehe  sich  die  Allgemeinheit  der  erhaftesen 
R^nltale  von  selbst;  In  anderen  dagegen  sind  zwar  Beweise 
daf&r  g^eben*  aber  alle  stimmen  darin  fiberein,  dass  zoerstdie 
GOltigfaeU  d)er  fr^glicben  Formel  fiir  den  Fall  dargethaa  inrd«  wo 


1      Tm 

ä-t- ß^<^^,'mä  aUrdann  aus  dieser  in  Terbtndong  mit  attderen, 

zwar  früher  schon,  aber  dnrch  Einzelbetraehtongen  allge- 
mein erwiesenen  Relationen,  die  Richtiglieit  fdr  alle  innerhalb 
der  vier  ersten  Quadranten  liegenden  Werthe  von  m  und  ß  nach- 
zuweisen,  wobei  es  dann  nothwendig  wird,  wenn  g>  und  ^  iwel 
spitze  Winicel  bezeichnen,  den  Beweis  för  jeden  der  nachstebes? 
den  10  Fälle  besonders  zu  fahren ,  nämlich  för: 


1)  a=9  und  ß=^'flff 


6)  a=9C-f  9    und  ß^n^f, 


2)  «=«—9     „    ß=^^f 

7)  a— 2jf— 9     „ 

/y=«^1», 

3)  «=«  +  9     „    ß^if. 

8)  a=ji;+9 

/^— »+♦» 

4)  tts=z27s-^g)    „     ß^'^f 

fl)  c-2»-9     „ 

/?=»+t» 

ö)  ttss2jc-t'g>    t,    ß^=7t  — 

'^^ 

10)  a=2jr— 9     „ 

i5=2«-rt 

Diese  Beweisart  bietet  allerdings  keinerlei  Schwierigkeiten  dar 
und  wird  sich  darum  auch  immerhin  in  den  LehrbCIchem  Ibebaop* 
ten.  Der  Umstand  ab^r,  dass  dieser  Nachweis«  zu  sehr  dorcb 
Einzelbetrachtungen  zersplittert  wird ,  berechtigt  mich  zu  der  Hof- 
nung,  dass  der  nachfolgende  elementare  Beweis  den  Lesern  die- 
ses Journals  nicht  unangenehm  sein  werde» 

2.    Bekanntlich  ist:- 


8iri  ,-r  —  +  I  , 


si 


TT 


Ja'      ■    * 


7t 


sin3^=  —  1, 
sin  4  2*. =0; 


( * 


COSg-  =0, 


cos25-=3  —  J,  ' 


.1 


'•    ,  !•   ;;  »' 


cos45  =  +  I;  .1 


und  allgenein : 


' '  1  [rittin'äB^n   ■■ ' 

:    •  . 

cM(e»t4^1>|^ts:0; 

1    .ifil» 

In  :«;i'> 

rin(4ii  +  l)J  =  +  l. 

•.0)     , 

l 

co8j(4ii  +  2)j=s-l. 

(2; 

1   _  * 

«lD(4ii+3)^=-i.  j 

t         •            f 

C084fts-=:  + 1. 

X  '»'S 

Die  nachfolgende  Betraebtang  macht  es  non  nothweodig,  die 
F«roielo.(lj),..0Q  «rio  auqh  die  ForinfBill.(2^j  in  eiD|ef,e^nsi^ge.9ilr. 
Mmmensurassen.  ..  t  . .  ^    .  ,>. 

Um  zvnftchst  die  drei  Gleichimgen  (1)  in  eine  einzige  caeam- 
meDiazieben  9  ersehen  wir  «egtelob ,  daas,  wenn  a  eine  positive 
ganie  !jSahl  bedeutete  die  zu  suchende  Fonnei  sein  wird:  ^ 


»tMha  gerade; 


I    ( 


.!f  ■■  -      '  • .;'  'f    -X     1P>.}'.'T!»  '    M' .  I 


an 


S^    sin-^sfe-f-l, 


weoD  9S5  4fi'|-l,    also       q    =2ii  pder  gerade^ 

3)    sinY=— I, 

ircoD  ii=:4ii-|-3s   also    —5 — z=2n-fl  oder  an  gerade  ist  —  Wir 

kdbea  daher  eine  «Function  der  Zahl  a  zu  finden»  welche  die  Eigen- 
ichaft  besitzt,  dass  sie  ßr  eip  g>erades  a  Mull,   für  ein  unge- 

rades  a  aber  -fl  oder  — 1  wird,  je  nachdem  ■  ^     gerade  oder 
ungerade  ist.  '^" 

Stellen  wir  an  die  Function  zuerst  nur  die  Bedingung,  dass 
sie  fOr  ein  gerades  a  Null,  für  ein  angerades  a  aber  -|-1 
werde,  so  erhalten  wir  als  einfachste  fieser  Art: 


i[i-(-i)-]....(^). 


Sali  Aeae.  Function  nun  auch  noch  die  sweHe  Bedfaiguiig  erOUt 
len.,  nämlich  far  7-5—  gerade  in  +1  und  fSr  -s~  .ungerade 

bi  —  1  tiberzngehen,  so  bietet  sich  uos  dafiir  ala  di^  einfachste 
dieFonetion  ''    ' 


2M^     .api^i^T  -Bemsf  ämrMjimeifim  tfirfH»Mri<<r>«<l»afli 


•• 


•-1 


'  f!i  'iii:;    .  (. 


(-1)»    ....(v) 

dar,    MultipItotiißnlWir-deaniach   die  Functioneii^i^.iiiid  (y)  mit 
einander,  so  hat  offenbar  ^ 

.   "'   -    -     -     -   »   lt[l_(_I)-](_l)-^  j  .  I   f  -z        M   > 

die  xWei  Eigenach^ften  zagleich,  und  wir  kifnoen  dahtH*  ^eetteti : 


// 


od^r;  ^^iin'wlr  di^  Kili^ei  wegeh  dfer^ediiäSMe  dieser  Cl^i- 
chung  durch  Ca  bezeichnen,  .  •^*'*'*  "  '^'»  '      i- 

-i„  ;-!'  >   '.    i      '  !   '  1     '''f-JJ^^''"    '   '   J'*''    "iti*   *-''.!:i\    ...'1 

Wir  erkennen  nun  leicht,  dass  in  der  Function  tf«  der  Aos- 

druck  (^-I)  ^  für  ein  gerades  n  iftiaginär  und  zweiwerthig  wird. 
Die  Function  Ca  würde  somit  in  diesem  Falle  sje||)st  zwejdeplig 
erscheinen,  wenn  nicht  eben  fOr  diese  Annahme  von  a  der  andere 
Factor  von  Ca  in  Null  überginge.  <  E»s  ist  hiernach  also  einerlei, 

welchen  der  zwei  Werthe  man  dem*  Ausdrucke  ( — 1)  *     beilegt. 

Um  nun  ebenso  die  drei  Gleichungen  (2)   in   eine   einzige 
zusammenzufassen,    ersehen  wir,>  dass  dieselbe  sein  wird: 

1)    cosyt=0»,  . 
wenn  a  ungerade; 

a  , 

wenn  ^  ungerade;  j..  »hiii'^v«: 

a 


wenn    ^   gerade 

IMJ    WlribabeiideMniseh  eine^zweitii  :Fiinatlnn[rrvän -«'  zw^ns^chMf 
welcher  die  ^Ei^nschaft  zukommt,    dass  iie*Mr  ein  ^gerades  a 

riun>  für  ein  ungerades  a  aber  -f  1  oder  ^1  wird,  je  naehoem 

a?   jt  ■"  »h     '.   •;''!'       '    ^i  tri    ■?     i>i    K>>    .  n'"i  »'ji' »r> 't/    I —   MI 

g-  ungerade  oder  gerade  ist.  ..:.,)  .nnl  o  !. 


und  ebenso  fiiii^fQ_wlr-«|s_^iiifai^|Efe  Functhu}  von  der  zweiten 
Eigenschaft : 

Folglich  können  wir  8chileibe#:|  '-z:.\  *      ) 


oder,   wenn  wir  wieder  die  rec'Utö^l^^i^e 'UfU6r'V;Teii:hW^g 
y«  bezeichnen:       »--»i^  i -^  i-t» 

V'     ^    an    ^     i '      ^  * 

Wir  bemerken  istticl^  [bj^f  wiedef  j^  dasi^  ^|e_Function  y«  för  ein 
ungerades  a  imag^inär  und  zweideutig  erscheinen  wurde,  wenn 
nicht  gerade  in   diesem  Falle  der  F^ctttf^  i^[1'4^  (^il)«j'  iiK  MMI 

überginge,  und  dass  es  also  ^einerlei  ist,  was  man  unter  (— 1)^ 
versteht,  im  Falle  'di^ilt^* ' AliW^ruCft:  'in^'  Form  ein^r '  g^J^kWhenen 
Potenz  erscheint.  Wir  dürfen  daher  mit  den  beiden  ^^l^nctionen 
Cm  und  fm  tehif^a«  ieü^emsol  |ir^(ahren^  |a|8  ^  wenn .  sicf  ^stets  efideutig 
wären. 

3.  Zwei  Eigenschaften  der  beiden  F«yu:tionen  <r«  und  /«  sind 
es  nun  insbesondef#i»  .^u'^dh^l  unj^  ii^ij  clem  {Vorliegenden  Beweise 
wesentliche  Dienste  leisten.  Wir  wollen,  um  später  den  Zusam- 
menhang nicht  unterbrechen  zu  müssen,'  sogleich' iu'Vffei^WErtt^ 
wiqkelung  übergehen,     ., .  ,,t)  z=  ,.o,  {   I   ^    . 


y.  =  i[l  +  (»i)«j(i!:VjS^  --^^'--^^  -  Mm 


Wl^^   '     •   A"-'*' 


*"^    » 


•  , 


Wir  iiaben. schon  ob^0^beitferictrdi|8|i  zwar  Factoren  der  Aus- 


SAB      BpU%:   Itewti  dar  iUHnmefmm  Miäl^tMUer  f^mäUn 

«Irficie  cfa,  ya/^h,  f$  mtb^timtlil  w«rdeii  i»imii,Me0miiAoA 
die  Bestimmtheit  der  Functionen  Jittbt  üedbttMbtigt.  'lä^er 
Folge  wollen  wir  aber,  sobald  die  Ffctoren 

unbestimmt  werden,  unter  denselben  Immer  einerlei  WeHh  ?er- 
stehen,   und  annehmen,   es  sei! 

(-1)4=+  V^,    '  .  l.     :•     -:     •<.. 

also  auch 

dnim  finden  die  Gleichungen  stf^tt : 

'     (-1)  •  .(-1)  *  =(-1)    « 
und 

(-!)•  . (--!)•    =(-1)  ^    . 
Bilden  wir  jetst  den  Ausdmck       > 

M  eriialten  wir  daltlr  mit  aller  Bestimmtheit: 


<  n      .     s     ' 


-J.       r 


.1    • 


,1     ' 


•+»-1 

oder 

*  •  « 

SO  diu»»  w,ir  nun  haben:  ,  ,v,  .„ 

«•y»  +  7«^=: s»^    .    .    .    .    .    .    (^ " 

Unter  denselben  Voraussetzmigen  Wie  t^bin  ist:'  ^'- ' 

\     •  »  ^ 

(^l)T.(^l)^«-(-l)H*. 
BUden  wir  an»  ^n  Ausdruck 

so  |^ng«n  wir  in  der  Clehihiiag 


•in(Hf)attrf»>icoi^f»in*»Hi^,  «oi(»4/f)Ascw«ii0fi/^r-^liMdii/?.aW 


it 


4.    Bemerken  wlrjHiD  femet,   dass  (är  val. ab«. a<rr   die 
Relatiooeo   stattflnden : 


1 '  '•  • 


Biuazzzama, 


sin(a^   5-)s=co8o^ 


cosascosa. 


CM(«f    ^)=:^«ina. 


sr 


sin  (a -|- 2  ö") = -"  f  iiui. 


9P 
COS  (*  +  3  2  )'==  "^  «0*«r 


f.  V' 


6in(a-f-3n>)= — cos«. 


.    V 


«. 


8in(04'45-)=:8ioa; 


und  allgemein: 


:  1' 


A) 


cos  (a  -f  3  ^) = sin« , 
cos  (o  -|-  4  5)  ^coa«; 


8in(a'^4nA)       rrsina»      )  cosia-i^ina)     ==0011«^ 


aln[a-|-(4fl-^l)  q]  =co8a, 
8lr[a+(4n+2)|j[=  -  sin  a 


n. 


co8[a+(4it+l)2]  =— »"D«, 

co8r«+(4»-|-2)^]=  — C08«, 

■  '^ 

8li»[a-K4it43)ä-]  =—cö8«;  I  co»[ai'(in-i-i)^]=mna; 


.  I 


(«) 


and  suchen  wir  wieder  sowohl  die  Relationen  (5),  als  auch  (6), 
je  in  eine  eiazige  Gleichung  zusammenzufassen;  so  erhalten  wir 
zianSchst  fär  die  ersteren,  unter  der  Vo^ussetzung,  dass  a  immer 
iMKh  eine  positive  ganze  Zahl  bedeutet: 


an 


I)    sin(a+ -ft  )  =  sina 


wenn  a  geradie  und    is'  g^räi^; 


;  t 


2>   sinCtt-f  -2)»*— (!»">« 


w 


n 
vcemn  a  gerider  «bc*   s*  ungerade;.. 


a  K*rad«  ....  ^ynO^ 

und  dabei  j  >  : 

^  gerade  .    .    •    .    jrs4-l, 

i  .A  ungerade.  >  .   ..    .    «=: — 1; 

-j./'  <.  otaagtrude-  • .  « ■  i.  . .  ....  >«  »i». .  i.    ^«sO»  .;        i<:. 

und  dabei 
a-1 


2 


gerade  .    •    ;    yks^l» 


— 5—  uttgerade   •    4  jr^4-l. 


Vergleicbef»  wir  diese  Resultate  wieder  mit  «blgemiScbeiiMi  ffir 
Cm  and  ya»  so  ergibt  sich,   dass  gesetzt  wevdMi  fianiit 


M 


wodorcli  wir  erbalten: 

cos  («  +  -«") = C®*  **  •  yd^SHl «.  tfa. 

Wir  baben  also  folgende  zwei  Formeln : 


an 
8in(tt-|- -2~)=sini>.y«-|-cosa.a«,  •    ...    (7) 


HTT 


cos(a+ -ö-)=cos«.y«— slo«.tf«,    ....    (8) 

welche  gültig  sind  ftlr  jeden  positiven  ganzen  Werth  von  o,  und 
wofiir  wir  aucb  scbreiben  können : 


•  •.» 


sin(a  +  "2')=  smacos-s-  -f- cosa  am -5- » 
cos(a  +  "^=008  «.cos -5-  — sidasin  -^« 

^Aos  Vorstebendem  «rkenneowr^  dass  diftFerttelaffirisi»(»f^ 
und  cos(a-f  1^)  offenbar  gelten,  wenn  a<Q  und  ß  ein  gfinzea  po- 

sitives  Vielfacbes  von  o    ist  ^ 

l     .     '  •    .    ■     i  ■ 
6.    Geben  wir  nun  zu  dem  Fall  fiber«  wo  a  und  /}  beliebige 
p«nlife>WMDei'bedeBteD^  ikod  «eigen  .^v  das«  audi  Ait  >dieieni  Fallr 
die  aufgestellten  Relationen  gültig  sind.  m  m-'h,  n    . 


a  uBgsrfNle ....  y^^^^  u 

und  dabei  lufj.  r.;' 

so  ergibt  sich  ^UhfcIi.  Vergleicbung,  4a6s  ^6^2t'j»erden  kann : 

I  —  r, 
Wir  erfaalten^d^er    .    .    o\  n'vj^      , 

Uli  IIm»f{nld)ni%^diih|}lH:be>:Wei84^/dia  Qleicl^]4PP^H  {^s\m\ein^ 
einiige  zusßmw^nimltMbßK^  babipi».;il^ir : ,  J  ^.     '^ij  ...   ,,^  hni,   ,?v 

I)    cos(a-f--^)  =  cos«, 
wenn  «  gerade  iij4,,J^er^iip,;^_^^;V,  ^^       , 


2)    cos  (a  + -S-)  =  -  cos  «, 


2 
«renn  a  gerade,    aber  ^  ungerade; 

wenn  a  ungej^^de,   aber  W—  gerade;^  .^    - 

I 

*^'*UiH^"*ä  Mi'>  Slj)fl"  7:>^>»  iinof/   .ii^iho  i/;Jm  illo  (ö  f  v»;;-oti  lifiir 
Wir  können  demnach  setzen: 

cos(a  +  -S")  ==  cosa.or+sina.y, 


f 

ri 


gen  niflssen:  .bnu  jiiJlüg  .ii3«oi)jiIüH  «9)II*»iH'>vl«ß  aib 


a  g*rad«  ....  ...  ,9IbsO^ 

und  dabei  j  >  i  t  . 


:  \ 


sr  gerade    •    .    •    .    xsz  -f  I , 
.A  ungerade. .  .  ,.    .    xp=: — 1; 


'j..>  «.  otsagtrlide  m .  * .  ^  .  •  .:•>:  )*  »U.  -)•    ^^»0»  •<       i>' 
und  dabei .     ,      , 


2 


gerade  •    •    i  '||^b=M-*'i* 
— ^  nttgerade   •    »    ysr+1. 


Vergleichef»  #ir  diese  Resultate  wieder  mit  «blgemificheiiMi 
Ca  und  y«,  so  ergibt  sich»   dass  gesetzt  irafdeii  kannt 

wodurch  wir  erhalten: 

cos  («  + -n")  ==  ^®®  **  •  y*^^  ^•^•' 
Wir  haben  also  folgende  zwei  Formeln : 

8in(«+ -2*)=8»u^y«  +  c®««'^«f  •    •    •    •   W 
cos(a+ -ö-^=cos«.yr— »in«.tf«,    .    ...    (8) 

welche  gültig  sind  Wr  jeden  positiren  ganzen  Werth  von  a,  nnd 
woftir  wir  auch  schreiben  kennen :. 

an'    '  'V*  '*      0n      ■         :  aik     '  '   '  •' 
sln(a  +  -2^)=  sinacos  Y  +cos«  sm-g- » 

cos(«  +  ^=cos«.cos-^  — sioasin  -g-  • 

Ans  Vorstehendem  «rkennwwir^  dass  dierFenMlaffirsui(*f^ 
und  cos(a-f /Q  offenbar  gelten,  wenn  ix<?r  und  ß  ein  g^mes  po* 

sitives  Vielfaches  von  k  ist 

6.  Gehen  wir  nun  zu  dem  Fall  über,  wo  a  nnd  /l  beliebige 
p#ri%e>WMBel'b€aeBt^n^  und  «eigen  a^  das«  auch  Mit  ^HeieBi  F# 
die  aufgestellten  Relationen  gOltig  sind. 


M  •   1 


«=i"+=5^.   ß^ß*-t-Y 


f 


wo  a^  und  ä^  nbsolut  genommen  kleiner  als  -r  sind,  ond  a  und  A 
positive. ganse  Zahlen  bedeuten,  und  setzen  irir  der  KOrze  halber 

SO  ist  auch  c  eine  positive  ganze  Zahl,  und   • 


fc  +  ^F4W  +  /J'+^\ 


f,:l  "  <.:  ^  •    "  ■    ■  '  ' '  .  k 

7» 


WO  val.  abs.  (0^-1-/30 <Q* 


Wenden  >vlr ,  nun  die  l^ormeb .  (7)  Und ,  (8)  auf  die  Entwicke- 

»ungvon       "'  '     '"  '  ^    '      ■''      "'  ■•'     "^       '         ""  ^    ■     ' 

^11^  X  ^  .  ^^^       sin  ^^^     Att       ^in  cn 

•  •  •  ■  1        . 

,  SO  erhalten/,  mr  die  Gteichungen  i 


an 


i''mJ< 


» 


M  1/ 

1../ 


CQSior  ^  (•09^^, -f .  ^)  =7  cosix'«  )r«->«inix^.  tf« ; 


^•^^.;.. 


sin  ß  =  sin  (^'  +  ^^  =  **'"  i^'.  y»-cos/J'.tf», 
cos/J=cos(/J'+  2«)  «cos/5'.y»-.sin/?'.tfA; 

8in(«+^=8in(«'+/J'+-2-)=8in(a'+^').y«+co8(«'+/J')«..     (9) 

cos(a+/J)=cos(«'+i3'+-2-)=^cos(a'+/?').yt-sin(a'+|J').ir^   (10) 

Aus  den    vier  ersten   dersdben   ergibt  sich  durch   einfache 
Rechnung  för 

sin  ff  cos /> -h  cos  «sin/? 
'«V  Ausdruck 


504>  y»rri»f— awiKi  ^ür  ^irViiiitiiH  (Mmf^iä^iSiß  i^mM  wtt. 


I'     ','  f 


•  * 


If 


'<    *.' .* 


.;  ♦.'•*  1   C'»*i' 


\.   •'_   •'."  » 


=»iD(«'+^0(y.y»-ff.««») +co8(«.'+^0.(y.<»»+«i^)  *). 

w4M«Lua  durch  Vergleickting  mit  obiges  RdmdMieB  (3)  ud  (4)  die 
Besiehuug  hervorgeht:    * 


X   * 


.  I  » 


•   ri)ii. 


siaao^ß-i^emas^ßr^mmiiiä^n.f^^tmimf+ß^.g^  (U) 


Am«  (9)  und  (11)  fliest  aber  ««attettar  ^  Rcnital 

sio  (a  -f  j3)  s=siii«CQ»|}  -(  c*S«m^ 

t 

Durch  elue  Shulicho  Eubrtcke&kog  des 
golaugeu  wir  lu  der  RekÜoit 


Wir  behalten  uefii  ver,  spiier 
obeu  augeführtieb'  Puu^tieaea  <w~  ü^  |i 


Belradtnigto 


^)  IHlut  lUe  AkktiitMi  Abt- fti^Kctea" 

.aL  *be,  (,«'  +  f*')  ^  ^»  lieg*  » 


t     • 


•    A 


FaU,  w« 


V  /•' 


{ 


.'»  ' 


*        #        V      '^ 


c 


*      t      »   •  ■•  i 
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'•)  n 


* 


'»    » 


{       < 

»  • 


\\  '  t 


W 


t ,  t 


*   :        I  ' 


•    t 


M'.i 


;    U't 


-t    i    ..  I 


Ueber  die  SchifflEEÜirt  auf'  dmü  gasten  Kreise: 

Ein  Beitrag  zur  Nautik. 


»!• 


t  I 


Von 

dem  Herausgeben 


.  1 '      .    '   ('  •  J.  1. . 

Weut  6^f  Schiffer,  om  von  einem  Punkte  d^rErdeberflflehe'^) 
Hjßmem  anderen  ^u  gelangen»  die  diese. beiden  Punkte  Terbin- 
^de  Ija^odrOfue .  verfolgt,  so  gelangt  er  keineswegs  auf  dem 
bifzßsten  Wege  von  dem  ^en  Punkte  zu  dem  anderen,  ind^n 
(U^r  kürzei^te  Weg  bekanntlich  vielmehr  der  entsprechende,  diese 
beiden  Pfinkte  verbindende  Bogen  eines  grossten  Kreises  der  Erde 
'^l  und  det  Unterschied  zwischen  beiden  Wegen  kann,  wie  sich 
^aroh  die  ^«rechnung  einiger  numerischen  Beispiele  leicht  zeigen 
liesse,  in  vielen  Fällen  ein  sehr  erheblicher  werden.  Es  scheint 
daher  sehr  Trichtig  zu  sein  und  im  Interesse  der  neueren  Schiff- 
fahrt, zu  liegen,  die  Wege  auf  der  See  durch  Segeln  auf  dem 
grössien  Kreise,  so  weit  dies  überhaupt  möglich  und  ausführbar 
ist,  abzukürzen  **) ,    weshalb  sich  auch  in  den  meisten   neueren 


*)  Die  vip  hiei;  ^9  «phäritcb  annebmea^ 

;**yifi  deuvi  ,^Lelirbiiehe  der  Navigation  ffir  die  freotsi- 
«eliea  Nuv^igationg-Schnlen,  bearbeitet  von  Af,  F.  Atbrecht 
tidC«.  Viere w.  Zweite  Aafiage.  Berlin.  1857.  8.  t^<<  heittt 
Mi  „Da  ee  den»  Soenmnn  Ibesonders  daran  gelegen  ist,  auf  dem  tn6g-^ 
liditt  kfintedten  W^g9  übet  See  an  feinen  BestimmungBÖrt  zn  gelangen*, 
i«'hat  die«  besonder«  in  neuerer  Zeit  die  Navigateore  veranlasst,  dnrth 
prssste  Kr^ssegelnng  ihren  Weg  mfigfichst  abznkürken.*^  Merlctrürdlg^ 
Beispiele,   wie  Tiel  Kosten  durch  Abkärzong  der  Fahrt  ers|ia'rl  werden, 
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LelirMIcfceni  der  Sckifiüirtslniiide  Betrachtoogea  iber  4ie«em  Gt- 
genstaod  und  Regeln»  nach  denen  man,  nm  eich  mogUchfit  aif 
den  grossten  Kreise  xa  halten,  verfahren  soll»  finden.  Es  schalt 
mir  aber  diese  Partie  in  den  genannten  Bachern»  wie  noch  imb- 
ches  Andere»  sehrs<^wachsasrai»  and  gans  besonders  annichst  ii 
theoretischer  Bexiehong  Vieles  xa  wfinschen  übrig  an  lasses*). 
Aber  auch  bei  einem  an  sich  rein  praktischen  Gegenstände,  dtr 
noch  i^elfadi  der  Bearbeitung  and  Erledigung  bedarf,  kommt  es 
nach  meiner  Ueberxengung  immer  zunächst  auf  eine  «trenge,  sugMdi 
mOglidist  el^ante  theoretische  Darstellang  an,  durch  wdcke 
man  eine  recht  deutliche  Einsicht  in  die  Natur  desselben  gewini 
und  di€i  m  besiegenden  Schwiecigfcettea  genau  kennen  lernt  Ben 
ist  man  nur  erst  im  besitz  einer  solchen  strengen  theoretisch 
Darstdiung,  &o  wird  die  Praxis  schon  nacli  und  nach  die  Mittd 
finden,  durch  welche  sie  die  entwickelte  Theorie  sich  aneigoM 
und  f&r  sich  anwendbar  machen  kann,  ich  glaube  daher,  der 
wissenschaftlichen  SchifTahrtskunde  Einiges  xu  nutxen ,  wcbd  kk 
hl  der  vorliegenden  kleinen  Abhandlung  xunächst  eine  stresfe 
theoretische  Darstellung  des  fraglichen  sehr  wichtigen  Gegesslu- 
des  liefere,  indem  ich  zeige,  welche  theoretischen  Yorscliriftei 
man  xu  befolgen  haben  wfirde,  um  sich  bei  der  Sehifffabrt  den 
griselen  Kreise  bis  xu  jedem  beliebigen  Grade  der  Gtmuig^ 
an  nihem  oder  mit  jedem  beliebigen  Grade  der  Genailigkcil  uA 
a«f  deoMelben  xu.  haken.  Denn  dass  hier  uboteupt  nnr  m 
eineff  NSherungsmethode  die  Rede  sein  kann,  yersteht  sieii  fOB 
selbst,  weil  ja  in  der  Praxis  eine  stetige  Veränderung  deiCv* 
Me9p  jdie  das  Segefai  auf  dem  grSesten  Kreise  erfordern  wMe^ 
wt^un  sieb  auch  ein  einfaches  theoretisches  Gesetz  derselbeo  m* 
gebiaii  liesse,  uomSglich  ist,  indem  der  Schiffer  immer  und  ttilif 


fobrt  Herr  Fregatten -Capitain  U.  t.  Littrov,  Director  4ev  k.  L  m* 
tischen  Akademie  in  Triect^  in  seinem  kurzlich  erschienenen  Handbich 
4er  Seemannsehaft.  Wien.  1859.  S.  304.  an.  Die  Knglänifer  i. B. 
geben  ihren  in  dem  Handel  nach  Indien  nnd  Ansiralien  dnrcli  AhtSntaif 
der  Fahrt,  mit  Berörksichtigang  aller  neueren  Hnlfsmittel,  enieUei 
Gewinn  auf  eia  hia  svel  Millionen  Dollars  im  Jahre  an. 

"*)  Das  Baste  eher  diesen  Gegenatsad  findet  sielr  noeb  In  de»  traf* 
Jleheii:.  i^Traild  da  aaTigation  4  rnsag «  d*n  In  marine  islli- 
laiK«  ai  dt  la  majrii^a  dn  cammerea,  per  V.  Calllet»  ftNii 
T«  I.  18M  f.  35K  S^8eS.^S.366.«'  oi»  Bach,  das  ai«b;  wia  U^ 
Ina  sn4e*fn  Besiehongen,  namentlich  auch  dnrcb  aina  aab«  nnaiwatkci^^ 
d^  aeoeran  Zuatande  dar  oiatliamatiscbea  Wiasens^KiAsa  neb  arfgüdnl 
S]^M«hliaM«nde  theoretische  DniateUnng  nnf  daa  Tortbailhnftaate  for  im 
maitten  anderen,  in  theoretisdier  BÄcksidht  nH  aahr  adbwaHMlig  v«^ 
faaatsn  Werken  anssaichaet 
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allen  B^idguifgen  geilStbigt  »elii  wird ,  einige  Zelt  lang  denaelbeii 
Cors  aa  halten,  alfto  aof  einerr  Loxodrome  tu  segeln«  Ick  ba« 
merke  noebroals ,  dass  leb  bei  der  folgenden  Entwickeiung  znnlchet 
and  vor  allen  Dingen  die  der  weiteren  Bearbeitung  noch  so  sehr 
bedürfende  wissenschaftlicbe  Nautik  und  den  Mutzen  für  den 
Dnterrieht  in  derselben  im  Auge  habe;  indem  ich  Aber  iftiniet 
auch  9  wie  schon  erw&bnt,  hier  wie  in  allen  fibnlicben  PSHen  den 
Grundsatz  festhalte,  dass  jeder  praktische  Gegenstand  snn&chst 
eine  solche  strenge  theoretische  Entwickelung  fordert,  wie  ich 
sie  im  Torliegenden  FaHe  zo  geben  versuche  werde.  Indem  seine 
weitere  praktische  Ausbildung  auf  dem  dadurch  gelegten  Grunde 
sich  dann  schon  Ton  selbst  finden  wird. 


8.  2. 

'Zunächst  und  vor  allen  Dingen  kommt  es  darauf  an,  die  all- 
gemeine  Bedingungsgleichung  zu  entwickeln,  welche  erf&llt  sein 
miiss,  wenn  drei  Punkte 

*  4 

Ao,    A| ,    A^ 
auf  dor  ErdoberfiSche,  deren  Längen  und  Breiten  respective 

JjQf  -Po»     -^i-»  ^f     ^9  ^% 

sein  mögen,  in  einem  grossten  Kreise  liegen  sollen,  zu  der  man 
auf  verschiedene  Weise  mittelst  der  sphärischen  Trigonometrie 
oder  der  analytischen  Geometrie  gelangen  kann,  von  Vielehen  zwei 
Wegen  ich  absichtlich  den  letzteren,  als  den  weniger  bekannte, 
eiDschlagen  werde,  indem  überhaupt  sehr  zu  wünschen  ist,  dass 
dem  Unterrichte  in  der  analytischen  Geometrie  Immer  mehr  und 
mehr  Eingang  verschafft  werde« 

Wir  legen  ein  rechtwinkliges  Coordinatensystem  der  ayz  zu 
Grunde,  dessen  Anfang  der  Mittelpunkt  der  Erde  ist;  die  Ebene 
des  Aequators  sei  die  Ebene  der  xy ;  der  positive  Thell  der  Aze 
der  X  8^  nach  dem  Nullpunkte  der  Längen,  der  positive  Theil 
4er  A^EO  M^  y  dagegen  -sei  nach  dem  neunzigsten  Grade  der 
LSngen,  und  der  positive  Theil  der  Axe  der  %  sei  nach  dem 
Nordpole  der  Erde  gerichtet.  Der  Halbmesser  der  Erde  sei  r 
und  die  Coordinaten  der  drei  Punkte 

-  r  Aoj     Aj«      Aji 

io  dem  angenommenen  Systeme  .seien  respective 
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ans    Grüner t:   Veöer  die  ScMffäkri  auf  dem  gr Otiten  ä'reise. 
ist,   für  s^i  den  einfachen  Ausdruck:  '-'      -^ 

Wenn  also  die  LSngendifferenz  ^04  ^"^  ^'^  Breitendifferens 
^i— JBp  In  Minuten;  die  Distanz  ^,i  iti  Seemeilen  äiisgedrfickl 
ist,  so  hat  man  zur  Bere^htiutig  tfes  Curses'dnd  lÄ'er  Distahi^  >df^ 
folgenden  bekannten  bequemen  Formbin: 


'  ! 


1         '.'  ■'••*.'t:* 


tang  »Oll  = 


In 


^, 


0>1 


7018  70«    .„•ta"g(^°-H^l)' 

9*)  .  .  .    \  7916.705. log j^^^,^^^^ 

%  i        «b>i=*<^|  —  ^o)»ec®o>i* 

> 

§.4. 

Um  nun  aber  von  dem  Punkte  Aq  zu  dem  Punkte  Ai  nicht 
auf  der  diese  beiden  Punkte  mit  einander  verbindenden,  der  LSa- 
gendifferenz  i^oa  entsprechenden  Loxodrome ,  sondern ,  wenig^teps 
so  genau  als  möglich,  auf  dem,  die  beiden  in  Rede  stebehdeü 
Punkte  mit  einander  verbindenden ,  d^  Längendifferenz  A^,x  ^^^ 
sprechenden  Bogen  eines  grussten  Kreises  der  Erde  zu 
müssen  wir  auf  folgende  Art  verfahren.  ,     ■ , 

Wir  theilen  die  Längendifferenz  z/q»!  "'  ^^^^  beliebige  AnzaM    * 
gleicher  Tbeile,  etwa  in  n  gleiche  Theilef   und  bezeichnen  die 
von  dem  Punkte  Aq  als  Anfanig  der  Längen  an  gerechneten  Län- 
gen der  einzelnen  Theilpunkte  durch 

Z/,     Xr,      Xf,     Xr,  •»'.^,   li\  't'       .' 


WO  also  offenbar  im  Allgemeinen 
10)      .,,    .     .     .       L:^^,^,=:H^o, 


ist  Die  diesen  Längen  entsprechenden  Punkte  des  die  Punkte 
Ao  und  Ai  mit  einander  verbindenden  Bogens  eines  grössten  Krei- 
ses bezeichnen  wir  respective  durch  i^f., 

12         8  4  R— 1 

Ay     A$     Af     Af  ••••  $  A  ■  . 

und  die  Breiten  dieser  Punkte  respective  dprob  u    '  > 

. .  • .  '  ,1       •.      -3    •  'A*  "*^*' '     '  '  **  *     * 

Bf         ß,        ßf        B  f    m,..*f    Bf      .       )  ••(''* 
^^  •        •      •    ■ 

wo  nun  diese  Breiten,  weil  0,  Bq  und  ^on,  Bi  die  LSng%h**idiJ 
Breiten  der  Punkte  Ao  und  Ai  sind,   mittelst  der  folgenden» 
unmittelbar  aus  6)  ergebenden  Gleichungen  gefunden  werden: 


&n  Beiirtnf  ^r  NauUk,  :n  v>  309 

Wii^s^re^L^cosBf^f    ^issrc^ALiCos/fi,    ^r^csreosX^oiA^^ 


also  offenbar; 

*Oyi -^  ^(y^l  ===^  ^  *•  ß^Ö  (Z/o--Xr| )  eOlÖ  i?ö  COÄ^l  , 

*  T  •  f  ,  ,  .  '  *  , 

^ly« — yi^z  =  •"  ••®*D  (^1  — L^ieosBi  cos  J?2» 

folglich  die  obige  Bediolgangagleicfaung,   frenn  man  die  Form  3) 
derg^ben  anwendet:  >r 

5)  .  .  .  .       bIxULq'-L^)  cos  B^toBBisrnB^  \ 

m  ^       *        '  f 

•f  8in(lri '—  X^ sin iBo  co«  B^  cos £^  >  ?::;  0 ;  i  v 

-f  sin(£2 — iio)c<^sÄoSinJ?|CosjBa  '  * 

>•'''»       .  ,  •  "'        '*.■', '"^it 

öder,  wenn  toaii  dur^fa  In'  ^  »    :   ^     i  • 

cos^oq  COS  i?i  cos  £2 

diyidirt:     .  . 


;     *.  ■  .   'i 


i 


8iD(J^-jLa)*a"§^o  +  8'o(^a""'''o)*Ä»S^i  +  sin(Iiö— Li)tang»a=p; 
oder  auch  9  wenn  man  durch 

sin  f'o  sin  £»4  sin  1?^ 


dividirt: 

7) BlniLQ-^  Li)  coiBo<iot  Bj^ 

+  sin(Zi — L^cotBiCotB^  ^  =0. 
+  sin  (La  —  Lq)  cot  B^  cot  B,, 


.f7    "* 


> 


5.  3.     ,    ^ 


'  •'      ^  .    ■  in; 

'  1 


Wir  denken  uns  jetzt  zwei  Punkte  Aq  und  Ai  der  Erdqber-t 
fläche  und  bezeichnen  deren  Längen  und  Breiten  wie  vorher 
fespectire  durch  Lq,  Bq  und  Li,  Bi»  Nehmen  wir  dann  L^  als 
die  grossere  der  beiden  Längen  Lq,  Li  an,  und  bezetchnen  den 
Cörs,  worunter  iVlr  den  180^  i-nicbt  ülierstet^enden  IVinke*  Ver- 
stebeo,   welchen  die  der  LängeiVdlfferiefnz  Li  ^  £0  e^vtspr^helide,' 


SlO   eruneri:  Üeber  Ü^  Stkif/Mri  mf  Mm  grötuen  Krtlze. 

4i6  beiden  Puokte  Ao  und  A]  mit  eiQander  verbmcleade  Loxo* 
drome  mit  den  Meridianen  nach  der  Seite  hin,  nach  welcher  die 
Längen  gezählt  werden,  und,  von  ihr  an  gerechnet,  nach  der 
Seite  des  ppsitiven  Pols  der  Erde  hin  einschtiesst,  durch  B^^x» 
die  im  vorhergehenden  Sinne  genommene  lozodromische  Entfer- 
nung der  beiden  Punkte  Aq  und  A|  von  einander  aber  durch  t^x  T 
so  ist  nach  den  Formeln  dec  Loxodromischen  Trigonome- 
trie*) bekanntlich  in  völliger  Allgemeinheit: 

1        7   -tAnaÄ     ,taiig(450+4A) 


•  •  • 


8) 

Wenn  wir  von  jetzt  an  immer  Aq  als  den  Punkt  der  Abfabrtt 
Af  als  den  Punkt  der  Ankunft  betrachten,   so  kann  man  offenbar 
von  Aq  nach  A|  auf  zwei  verschiedenen  Wegen  gelangen.   Fasseo 
wir  daher  immer   nur  einen  dieser  beiden  Wege,   welchen  man 
nun  auch  einschlagen  mag,   bestimmt  in's  Auge^   und  bezeichnen 
die  diesem  Wege  entsprechende,   immer  als  positiv  zu  betradji- 
tende  Längendifferenz  der  beiden  Punkte  Ao  und  Ai  nberhaopt 
durch  ^o>i»    ferner  den  Cnrs,  worunter  wir  jetzt  den   180®  nicht 
fibersteigenden  Winkel  verstehen,  welchen  die  gesegelte,  narolicli 
der  in  dem  vorhergehenden  Sinne  genommenen  Längendiffereof 
^0*1  entsprechende  loxodromische  Linie  nach  der  Seite  der  Rich- 
tung der  Fahrt  hin  und,  von  der  Loxodrome  an  gerechnet,  oacb 
der  Seite   des  positiven  Pols  der  Erde  bin   mit  den  Meridianeo 
einschliesst,  durch  Oon  »   endlich  die  in  dem  vorhergehenden  Sioae 
genommene  loxodromische  Entfernung  der  beiden  Punkte  Aq  an<i 
A|  von  einander  durch  «5,1 ;   so  ist  nach  den  Formeln  8)  offenbar 
in  völliger  Allgemeinheit: 

9) }  ^*>'^  "^  ^^""^  ^^'^ '  tang  (450  +  rg^) ' 

*o>i  =s=r(Äi— ,Äo)sec0o*i. 

Iii  diesen  Formeln  sind  alle  Grossen  in  Tbeilen  der  Einbeit 
ausgedrfickt,  und  die  Logarithmen  sind  natürliche. 

Um  zuerst  statt  der  natürlichen  Logarithmen  gewuhnlicbe 
Brigg 'sehe  Logarithmen  einzufuhren,  bezeichnen  wir  den  Modo« 
lus  des  Brigg'schen  Systems  durch  ilf,   und  bemeii:en,   daM 

ilf=:  0,4342945  log  ilf=:  0^6377843-^1 


*)  M,  ••  mebe  „Loxodromivohe  Trigonomelrie,    ßin  B«i* 
trag  «ar  Naatik.    Leipiig.  1849. 


.    .  JB^  9€Un»§  ptr  JUauM.  \   Sil 

ist   Also  Ist  j    .-    '  .;■.;..;. ;.  f 


^i  oun  ferner  J^^i  nicht  in  Tbeiien  der,  Einheit^  fondern  in 
lUoiiteD  ausgedr&^kf,  «ein»  so  mü^i^en  -^ir  statt  ^^i  in  der  vor- 
iteheoden  Formel  bekanntliob 

■ 


.:•«.. 

n 


' '  <  1 1  '  '  ' 


•etien,   wodurch  dieselbe  die  Gestalt 


*ang  6b,i  ^  j] 


//, 


iim 


091 


K     tang(45M^ 

erhUt,  wo  bekiMintlich  ,  . 

Iog:k=:;0,4971ttö9  \ 

Also  ist 9  wie  man  nach  leichter  Rechnung  findet: 

7915,706. 1«g^^„g(^.^.^j 

Soll  ferner  in  der  zweiten  der  Formeln  0)  auch  £|  ^  jfio  in  Minu- 
teo  aasgedrückt  sein»  so  muss  man  dafür 


10800 
setien,  wodurch  die  In  Rede  stehende  Formel  die  Gestalt 

'o»i  ^^  10800  ^^  "^    **^  **^    ®'* 


oder 


2r7c 
*on  ^  fl60Ö^^**~^®^  sedÖo,i» 


erh&lt.  Will  man  aber  8o,i  in  Seemeilen ,  deren  bekanntlich  60  aaf 
eineo  Grad  des  Aequators  gehen»  ansgedrCIckt  haben»  so  erhält  man» 
weil  hiernach  der  >Aeqnfftor  360.602:^21600  Seemeilen  enthält» 
folglich   .:  I  -      .  /  .      •      '  '    .     .  o 

1  Seemeile  —sifiss 


313.   Grüner t:   Veber  die  $chttfäl»i  emf  dem  gröMen  ärei$e. 
ist,   für  Sq,x  den  einfachen  Ausdrack:  -^ 

Wenn  also  die  Lingendifferenz  ^o,|  und  die  Breitendifferenx 
£^1— fio  In  Minuten;  die  Distanz  .f^i  in  Seeih^ifen  ausgedrückt 
ist /so  bat  man  zur  Bereöhtiutig  des  Curses^iind  itel*^  Distanz  ^ 
folgenden  bekannten  bequemen  Fonnbln:     '       '  :o '  iT" 

tang  ^0,1  = ' tang(45^4-li^i) ' 


^     i 


"»bn  =  (^i  —  ^o)  *ec  Oq,|  . 


§.4. 

Um  nun  aber  von  dem  Punkte  Aq  zu  dem  Punkte  Ai  nicht 
auf  der  diese  beiden  Punkte  mit  einander  Terbindenden,  der  Län- 
gendifferenz z/o9i  entsprechenden  Lozodrome ,  sondern,  wenig^teps 
so  genau  als  möglich,  auf  dem,  die  beiden  in  Rede  stehendes 
Punkte  mit  einander  verbindendeti ,  der  Längendifferenz  A^x  ^^^' 
sprechenden  Bogen  eines  grossten  Kreises  der  Erde  zu  gelangeiB^ 
müssen  wir  auf  folgende  Art  verfahren.  ,      ,  , 

Wir  theilen  die  Längendifferenz  ^o,|  In  eine  beliebige  Aniabl 
gleicher  Theile,  etwa  in  n  gleiche  Theile^  und  bezeichnen  die 
Ton  dem  Punkte  Aq  als  Anfang  der  Längen  an  gerechneten  Län- 
gen der  einzelnen  Theilpunkte  durch 

l         «         3  4  n-l  .  '' 

MJ^       MJf       IJp       L,  ••'.»,     Ij\     '       • 


•-  i  •       J ' 


wo  also  offenbar  im  Allgemeinen 

ist  Die  diesen  Längen  entsprechenden  Punkte  des  die  Punkte 
Ao  und  A|  mit  einander  Terbindenden  Bogens  eines  grossten  Krei- 
ses bezeichnen  wir  respective  durch  id'  > 

12        8         4  «— t 

Af       Af       **9        *^9  ••••  9  ^    ' 

und  die  Breiten  dieser  Punkte  respective  dfirch  ,| 

.1     •     •         -a     .  .4|  m*^  •  *  •  •  m  ■' 

JB f    Bp    Bf    Bp  »*••,  Bi  •   :  -  '1^  '  ■ 

wo  nun  diese  Breiten,  weil  0,  B^  und  ifo>i»  ^i  ^^®  Itin^ii^fAi 
Breiten  der  Punkte  Aq  und  A|  sind,  mittelst  der  folgenden,  sich 
unmittelbar  aus  6)  ergebenden  Gleichungen  gefunden  werden: 


sin  ( 4,,!  —  L)  fang  Äo  +  «*»  -l'  tang  iäf^  —  sin  ^Ofi  tang  -^ =0, 
sin  (2i^,|  -iX)  tang  Bq  +'  sm  i  fang  ß^  —  sin  ^oi  tang^fi = 0, 
sin(4„i  — J[/)tangJ?o  +  »inlitangfii— sin^o»itongfi=0, 
sin (z/o,i  •— -^) tangÄo  +sirf'£tafilgÄi  — öiti ^o,i  tang  j&r=:0. 


u.    s.    w. 


8in(^o>i  —  i)tangÄo  + sin  £  tang  Äi  —  sin  4^0,1  tang  i?=:0; 


._:'i.- 


SO  dass  alsa,  wenn  der -Kürze  w^gen 
11)     ....     Co^^^,  '^f^^^^ 


gesetzt  wird,  wo  C^^  C\'zwet  leicfil-^te  ISr  alle  Mal  zu  berech- 
nende Constanten  sind: 


.>    »f 


12)  .  .  .  . 

-  ■  -i 


tangJB4?C'0s|n(^0^  =1^  +  <a  sinjL, 

tangÄ=Cosin(^ö,i  — £X+fcisitiZv  ^'    j\  '  ii: 
tangÄÄ  CosiB{i^on-^J^f+  CisinZ, 

tang  Ä  =  Co  sin  (^/^^^  ^h)  >  (^^  Sin  Z,      , 

n,    s.    w. 

taogjB=  Cosin(-^oa-- £)  +  Cisin  L 


ist. 

Mach  10)  ist  aber: 


'\        n        t^  V 


2  2  2  «— *2 


^, 


0>I  > 


X'  =  --<*o.i5  .'«0.1  —  *'  =  —^ 

u.     s«     w.  \ 

.•'  .".  .1»  1 

■-1     n— l  "—1     1 1 


314    Grnnert:    Veöer  äH  SchUffiakrt  äUf  Mä  gröMMien  Kreiu. 
and  b|9zeiehnen  wir  also  der  Küi^e  w^gen  die  Mgendm  Siins: 

der  Reihe  nach  dnrcb. 


80  ist: 


t  V 


13)     . 


*    \ 


tangÄ=C^«^Vci«',  . 

4  "—4  ^^ 


U.  8.  W.. 


r. 


f  ♦ 


Mnitipliciren  wir  .4i0  Sinus 


*       *      *      c         *«* 


siromtliGh  mit  C^  und  Q,  «od  bezeichnen  die  dadarch  erWt«- 
nen  Prodacte  der  RelhW  nach  durch 


und 


1*14  «-1 

#*o>     *f»      *•>     *o>  ••••»,•*• 


1        a        s        4  »-1 


8o  ist: 


14) 


teng^=/'.-M\> 

a     a-^a      a 

tansi}=P«  +  /'i. 

taugjft=P*+Pi. 

taag^='j^+'*f 

m.  s«  w. 


Hitfmcli  kaoD  man  «bq  4ifi  Ber^^miQg  4«^  Taogei|t^ir  der 
Breiten. 

1  «  8  4  H-l 

^»    Bp    ßf    Bf  ••••9  o 

nach  dem  foigendeD  Schema  flühres; 

Man  berechne  aus  den  Ta^in  die  Sinoa 


t        » 


1  V  "  *  2  '  1   '       '  S  •'   ■  'n     \ 

«in  -  ^o>i ;  «"«  i^p'i »   «"»r^oa ;-...;  wo  --—  ^o»i, 

*    •  '  •    ^     . ' 


»der 


S,    S,    S,    iS,  *.^.,  S; 


maltiplicire  dieselben  sämnitlich  sowohl  mit  der  Constante  Co$  als 

mach  mit. der  Constante   Q«   onj^-^scbreibe  bei  diesei:  Rechnung 

«ogieich  die  ersteren  Prodacte  in  der  Ordnung  vom  (n — l)sten 

smv  l«ten  und  die  lelMfSven  Prp^octe  yi  der  Ordnepg.  vem'lüw 

aui  (n  —  l)sten  auf  die  folgende  Weise  unter  einander:  * 


■''  .     •         '  .  .  1 


«— 1     II— a     •— 8     »— 4  1 

.^#'  '*'  *(*! 

werden  dann  dieübßr  ey^iuid^  .stebenden- CMie^ef  dieser  beide«^ 
Reihen  sSmmtlicb  zu  einander  addirt,  so  liefern  die  dadurch  er- 
haltenen  Summen  unmittelbar  die  gesuchten  Tangentelkr  der  Bi^vteb 

V  «         '8'     .     4      •  l»-l 

ß,       .J?,         ß^  ßf^,;^B\ 

irodurch  wir  nun ,.  in  Verblödung  mit  dea  aus  dem  .Vorhergeben«* 
den  bekannten  Längen,  Data  genug  gewonnen  haben,  um  mittelst 
der  Formeln  9)  oder  0*)  für  die  Punkte 

1  1       B         18  11-2  n— 1     M-l 

Aq,  /m.\     A^  Jk.\     AfA\»*»*\AjJL\     Af  A| 

sowohl  die  loxodromiscben  Curse,  welche  wir  derkeihe  nach  ^urch 

0,1      M      %^      3,4  n-i,  II   '  '    '- 

als  auch  die  loxodromiscben  Entfbrnongett,  welche  wir  der  Reib« 
nach  durch 

0,1    l,a    9,3    8,4        M— l,fi 

;.     .'*        $i  9ji  $^        .$,,p..^^ß.     ■,  ,        _     .'       /       '  _^        .,       f. 


lieaeiebMi^/ woUfM«  ^i .  bcreduow  m^  ^dnnen. 


't.     :•=,'    i;-.. 


/ 1 


s 


Sia    Grunert:    üeber  die  icMffährt  mif  dtm  grössten  KreUe. 

'  "  Vöfi'  diesen  atff  di^W  W^ge  A^k  RedifittA^  g^BWotmeuen  Gros- 
sen lässt  sieb  nun  aber  die  folgende  Anwendung  macben. 

Bei  de?  Abfabft  von  dem  Punkte  Äo^wircf'äer 'Üurs  ^  ge- 
steuert und  fnitti^st  der  gewöbi^licben  praktischen  Hüi|smittel  die 

Geschwindigkeit  v  des  Schiffs  bestimmt.    Bezeichnet  ^dann  t  die 
Zeit^  welche  das  Schiff  gebraucht,  um  den  loxodromischen  ^eg 

s,   welcher  aus  dem.  Vorhergehenden  bekai^nt  ist»  zurückzulegen» 
so  wird  diese  Zeit  mittelsf  der  Formel 

g^faildeHV  lind  behält  him  d&sf  ISfofaiff  WfthrlMid  Aet*  galtst  Zeit 

<    den  Curs  B    bei,   so  wird  es  in  dieser  Zeit  den  Weg    s 

•  ..         o>l  -  . 

zurScklegen,  und  amx Ende. der  ^eit  i  i^ich  afski  wieder  auf  dem 

die  beiden  Punkte  Aq  und  A|  mit  einander  verbindenden  Bogeo 
eines  grussten  Kreises  in  demPiirikte  'A  neftridien.  Nach  Verlaui 
der  Zeit*  i  ödet '  tön  ^der öri  Endfe  ^  trfr d  der  Cars  -6 ^  geäteoMt 


-"»    j'''f'  ;.'■     •:.->     I   )■      .,;        -      ,;.      ■    ;   •:   l»Bi'.  '  >.  f;\ 


^^.jij^ijpjßue^  die  ^^i^^^^ndigl^^t  t>  d^.^/ifÄs  aft£  dep  ge- 

wuhnlichen  Wege  bestunmt    Bezeichnet«; dann  t  die  Zeit,  welche 
das  Schiff  gebraucht«   um  den- ausMdem^^Vorhergehenden  bekann- 

,1,2 

ten  loscodröifii^h^^Weg  .«   türibkztf legen'»   so  i?^d'-di0«ei'Zeit 
mittelst  der  Formel 


1  • 

:    f 

i'  ...  ■     . 

'M            -1 

1,«    i,ai,2*^ 

i 

'    s' 

1 

<  =  «  :  9 

\ 

, 

^ 

gefunden ;  und  behält  nun  wieder  das  Schiff  während  der  ganzen 
°-  M   ■'  ■■     ■    -1,2  •  '■■'  ^''■" '  ■  •'      '  -•»•:>•-  :      •       1,» 

Zeit  ^  den  Curs  O  bei»   so  wird  e$  \\y  ^dieser  Zeit  den  Weg  9 

zurücklegen,  und  sich  änüEhde  der  Zeit  t  also  wieder  auf  dem 
4ie  bei40!B  Punkte  Ao  ,und  A«  i  mit  jeii^n4«r;  v^bindeadjenf  Q^ga 

eines  grössten  Kreises  in  dem  Punkte  A  be6nden.  Niich  Terittif 
der  Zeit  t  odei^  von  deren  End^  an^  wird  d^r  Curs  6  gesteuert  ood 
wieder  die  Geschwindigk^lt't^^S^bflFi»  l^tiffiiM/'W 


•         *. 


Mitßtitrm^^KMtaM.  31.7 


ale^crf'fi'i^Atle'^i^'Mtir  g^iradcbi.  n^ii  den  ad^  Aeta'Vot. 
hergeheodea  bekannten  loxodromischen  Weg  i  zorflcksul^geni,  mitt 

.    '     :^  I     .  2»3    2>3  2>3 

'.\    a    A    ,.   f(  !..\  ..  >:*  TT  «-.'liH^r-  -.  ■  ]  .   :.   ,  f. 

ergiebtp  6iltP-b^Mt  älsö  ;a^  der  gaiizei^  ä:»t 

.  <  rdtfi»  CiW  6  .bei»'  0Q  v^ii>d  e«  N  dieser.Zeit.djBD.  We^f^  ^urfick? 

legen ^ lind an^Enäö  der  Ze^t^  I '  si^h  also  wieder  auf  dfem  diö'PuDkt« 
'A0  und'Ai  .mit  (Bibander  ?iBri)ihdendeh  Bogen  ejnes  grössten  Krei- 

seä  In  doBfi  Punkte.  J  befinden.  Eährt  .man  auf  diese  Art  M 
tipeoiDtn  lofty  so  ^hd  das  von  dem  Punkte  Aq  ausgegangene  Scbiff 
vacb-und  nach  jn  •alte  Punkte    - 

'  '      ■  '■ "  '■  1  "i  1  %    *A     ■■■.■'' 

des  die  Punktt^  Aq  und  A^  m?t  «inaodet*  Tetbindenden  Bogens 
eines  groe^stbii'  Kreises  gelangen.    Gebt  es  dann»  nacbdem  ^s'lh 

den  Punkt  A  am  Ende  der  Zeit       t      ,0"'  Sinne  der  vorbeiriimnef 

gebfaiAcbten  Biszeichnua^)  gelangti' mit  dem  Curs  %  weiter,  so 
vfisA  :i0s.  gejfriäiS  sieber  in  dem  Punkte  Ai  afs  dem  vi^-  ibm 
angestrebten .  eigenfincben  Ziele  seiner  Fahrt  ankommen»  und 
\rlrtf  'siicbi  tVäbreud;  derselben  mit  desto  grosserer  Genauigkeit 
fortwährend  auf  dem  die  beiden  Punkte  Aq  und  A|  mit  einander 
verbindenden  Bogen  eines  gro»^ten  Kreises  gehalten  haben,  je 
grosser  die  Zahl  n  angenommen  worden  Ist.  Auch  ist  für  sich 
klar>  dfaAB^män  diese  Genauigkeit  beliebig  weit  treiben  kbnH!,  Wenh 
Inan limi*' die< Zdkbl  fif  gvirss  {gdnog  «nnitnmtl  "  .^     -   •  <"<  .(^     »X 

'  f>er  gäDz^  V6n  dem  ISbhiff  bei'  seiner  Fahrt  zurtfckgelb^t« 
Weg  Ist- ,     ^  '      •  f    • 


-         * 


0,1     l,a    9,8    8,4  n-1, » 


m- 


Bezeichnen  wir  den. die  Punkte  Ao  und  Ai  mit  einander  .vorhin 
aenden  bogen  eines  grpt^sten  ivreises  durch  X^,.;   so  ist     ,^  .. 

.,„:•.  ,.-POf^,l=?,siniKo»ii^'ft+<^i)i)siBiJcoiiJff'€Os«^09t*  '  '  i  »* 
MitieM  i^^lcfa^  Poritfd,'  ^d^  fnittigJ^r  ahdei'er'  duroli  die  spbft^ 

imY^uIf'^^Hf^^P^,  ^4^rgebotfn^  ;,Hiflfsii|itt^^.^<lg  b[ier.c  n'^ 
weiter  erläutert  zu  werden  braucht,  sich  die  Lange  des  die  beiden 
Punkte  Ao  und  Ai  mit  einander  verÜlliddA^iV '  Bogerts  eiiie^  'gr<Hs- 
sten  Kreises  ohne  Schwierigkeit  berecl^nen  läset.  Ans  der  Ver- 
glelchung  beider  Wege*>  tolt  ehuiii/der  witd'^b  aber  In  allen  Fäl- 


St6    erunert:   Veöer  dh  ScMßfolkn  m$f  Mn  pröniem  rreU$. 

len  leicht  beartbeileo  lassen,  wie  ,gvoss  man  etwa  die  Zahl  n  aii- 
zanehmen  hat,  om  dea  Weg  tod  Ao  Dach  A|  io  der  beabsicb- 
tigtiBB  Welse  zu  Terkiirsea. 

Freilich  liegt  dem  Obigen  die  Voranssetzmig  zu  Grande,  dass 

,  0,1    M    %%  8,4 

die  Geschwindigkeit  des  Schiffo  in  den  Zeiten  I,  t,  i,  <,•••• 
eich  nicht  ändere,  eine  Veraqssetziipgj  die  mk  desto  grüsserw 
Genauigkeit  erfüllt  sein  wird,  je  kleiner  diese  Zeiten  sind,  je 
grosser  also  die  Zahl  n  IbU  Wie  hdn  sich  aber  a»  Teriudtea 
haben  ff  firde,  wenn  die  Geschwindigkeit  des  Schiffs  während  einer 
der  obigen  Zeiten  sich  merkücb  geändert  hätte|.  ist  fiir  si^  klar, 
woraus  sich  jedoch  auch  von  selbst  die  Nothwendigktit  er^bt^ 
die  Cieschwindigkeit  so  oft  als  mHn^ich  und  mit  aller  n«rtti5glichen 
Sorgfalt  au  ermitteln»  Aber  Über  alle  diese  Dinge  habe  ich  fiir 
jetzt  hier  eigentlich  gar  nichts  weil^r  zu  sagen ,  :  da  ich  schon 
oben  bestimmt  genug  hervorgehoben  habe,  dass  der  Zweck  und 
die  Absicht  dieser  Abhandlang  zunächst  «ur  eine  theoretische 
Parstellung  des  fraglichen  sehr  wichtigen  Gegenstandes  war,  wd 
d^a  ich  vielleicht  späterhin  in  pndctischer  Rucksicht  wieder  zu* 
rückkommen  werde.  Ganz  in  der  Kürze  mag  iiidess  zum  Schluss 
noch  Folgendes  bemerkt  werden« 

Wenn  etwa  bei  dem  Abgang  des  Schiffs  von  dem  Punkte  A^ 
seine  Geschwindigkeit  Vq  war  und  Ig  die  Zeit  besefchnet,  fai  w^ 

eher  es  mit  dieser  Geschwindigkeit  den  Weg  s  zurvlcklegen  wurde« 
so  ist 

Aenderl  Aber  noeb  vor  Ablauf  der  Zelt  <y>  etwa  nach  Verlauf  der 

Zeit  To»  wo  also  Tq  <  t|  .ist»  das  Schiff  seiae  Geschwindigkeit  und 

erhält  die  Geschwindigkeit  Vi,  so  wird  ^.^e^  poch  fibrigeo  Theil 

,      „0,1  ..  .    ,       «T      <>'l  .     , 

des  Wegs  s   ,   nämhch  den  Weg   $  — «^«o,   in  der  Zeit 

o,t  , 

'     't  j      *  t  .  _  j^^  *  " 

zurOcKlegen,  insofern 'es  nun  die  Geschwindigkeit  t^  unverändert 
beibehält.  Aeüdert  es  aber  noch  vor  Ablauf  der  Zeit  ig ,  etwa 
nach  weitefem  Verlauf  der  Zeit  !^ »  wo  also  t|(<^  ist,  seine 
(^eschwind'^keit  und  erhält  die  Geschwindigkieif  t%,  so  wird  ^s 

den '  noch  übrigeti  Theil  des  Wegs  s  ,  Aämtich  den  W^ 
0,1  ■"'■•'  •  •  .      ,    -  •  .  . .  • 

M  —v^ro-^.vix^,  in  der  Zeit.   ,  .^ 

-•''••    ''  0,1     ■ 


MrfiUABgtb.KiAMidbrt'iti.  nadh  w«teT^»'V^6riMif>4Ur  8Wt  t^,  wo 
i%><  %f  ist^  )vMef  iseJM  GiMolufiBdigkctt  oüfl  erhilt  die  Geschmn- 

digkeU  v^9   80 'wira  es  deiir  noch  iaforigen  Ineil  des  t^egs   $  , 

DämliCD  den  Weg. 4  — Voto— :«ii?i— «a'f»»   m  der  Zeit 

tt  j=  (  *  ''^-}%i^'^  Vit»  -7/^1^;^ 


r  <      •         , «  1 


'.;  t    -.. ,    i 


■ 

..1  • 


«BtiddegeA.  Wie  inaa  aitf  di^sä  Acl.^fv^ter  gäiea  und  deo>Zeit- 
ptnktrbcisfiinniea  kann»  wejdasScIiUF  wieder*  aä£  dem  dnrcb  A^ 
«lid  Af'  gebenlen  gtOssleiL '  Kreiae  angekorooieo  iat,  -aU»  der 
CiiiB 'sgeäädcfl? -werden  «MUM»^.  ist  4lah 


.  ■.      .    i:  ./M.t    >. 


t     *  .  •  t       » 

•  ..  .  ♦  . 

t     .>     ..        . 


.   '    .   .     * 


«      * 


.    f     .      1 


•'.••,   j     < 


:  i 


lieber  drei  karakteristische  Eigenschaften  der  Kegel- 

schnittolinien. 


Vdn 


t:    i 
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UlMrer.  an  der  k.,k.  OberireilUciliUe  ia  Wica,  Vor^M«  I^aaflsUlftM^ 


( , 


..  > 


.»-.  ^ 


■  .^ 


<  -1 


Allen  ffegeiaelifaittaliniti/h,  tmd  'zipi^ar  *8iiiB8cklie8aii6h  detur^lben^ 
kommen  folgende  4^ef  EtlgeD^baftenaa^  ,t   .-  u    '■  i. 


1.  Die  |V9J?ctiQn  der  Kfofipale  cJRea  P^njites^anf  den  Lelt- 
atrahl  desselben  ist  constant  und  gleich  dem  halben  Pa- 
rameter.-' '"         •'••  ^        *'"  ■  ■•  '•••  '•^'  ■    "  '''■  • ''     '»'»t^ 


2.  Zwischen  Normale  und  Leitstraht  eines  Pnnl^^  einer  Kegel- 
schnitUli^  bemcht  dieselbe  Bctetion»  wie  iwischen  Ordi- 


. .  1  nMd  iMkd :  iJnuämsm,  •■  wenn  41er  i  Attfaiii^sifvlikt  im  -S^beiAel 
.  .     ^  der  Kii^t4)'*  A\»  Iimi|NtaidiM  al»  Aksiiasenaohae^  nndr-eio 
rechtwinklige«  Coordibat^n-Sys^ID  abgenommen  wird. 

3.  Das.  VerhSItnisa  jenes  StQckes  der  i  Haupfaphse^  weiches 
zwischen  dem  Durchsdhnittepiinlcte  niit  der  ifiormaTe  und 
dem  Brennpunkte  iiegt,  zam  betreffenden  Leitstrahl  des 
Punktes  d^r  Kurve  ist  konsCatotmid  gMch  der  Exzentrizität 

.  .  Uebe^  diese  Eigenscbafteit  habe  ich.  indeni  hn  August  J8BB 
^sctiienenen'>  äiebenten  Programsde  .dex  k.k«' «ObereeAi* 
«4^hj»ie  in  iWiien,  V4>i:stadt:La;nd!8tr-asse» -herdts  c^e  lAI^ 
handlung  veröffentlicht ,  worin  ich  aiioh  aagab^' •wie\kb  xurJEa^ 
deckung  jener  Eigenschaften  gelangt  bin.  Jene  Abhandlung  musste 
aber,  als  zunächst  f&r  Ofoerrealschfiler  berechnet ,  weitläufiger 
ausfallen,  als  die  Natur  der  Sache  bei  unumschränkter  Benutzung 
der  Hilfsmittel  der  Analysis  es  erfordert.  Daher  halte  ich  es  fär 
angemessen,  der  mathematischen  Welt  die  Sache  in  der  Im  ge« 
genwärtigen  Aufsatze  eingeschlagenen  Weise  vorzufuhren,  und 
glaube  hiermit  um  so  mehr  der  Wissenschaft  einen  willkomme- 
nen, wenn  auch  ,nur  kleinen  Dienst  zd  leisten,  als  es  mir,  unge- 
achtet eifrigen  Suchens  in  vielen  ausföhrlichen  und  vortrefflichen 
Werken  (iber  Kegelschnittslinien,  nicht  gegeben  war,  über  die/o 
Rede  stehenden  Eigenschaften  Erwähnung  zu  finden« 

Zur  Führung  des  Beweises  wollen  wir  uns  zuerst  einige  all- 
gemeine Formeln  entwickeln  und  sie  dann  speziell  auf  die  Kegel- 
Schnittslinien  anwenden« 

I-      I,  ■    .  .• 

Sei  lU  irgend  ein  Punkt  der  Kurve  AB  (Taf.IIl.  Fig.].)»  O 
sei  der  Anfangspunkt  des  rechtwinkligen  Coordinatensystems 
(Oa?,  Oy);  MP^p/i>P—'^  dtb  Coofdihaten  iita  Punktes  Jlf; 
JJIf  die  BerbhrungsKnie,  MN±JM,  dahei>  ü/XV^btt  di»  Normale, 
0^=r  der  Leitstrahl  des  Punktes  M;  sei  ferner  NK±OM, 
somit  lUKszu  die  Projection  der  Normale  auf  den  Leitstrahl, 

1.    Aus  dem'  rechtwMligeti  Dr^öke' iK/^/f  foilgt :    ' 
^      '    JUK^MN.^osKlttlttattu^ntodiCMN,*    ^ 
und  aus  dem  rechtwinkligen  ^MPN  erhält  man:,,^. 


t*  ./  i 


.1 


somit 

_    cobKMN 

Es  ist  aber 

daher 

cos  KMN = cos  PMN.  cos  PMO  +  sin  PMN.  An  PMO 

* 

und 

C09  KMN  ^.^^ 

^^^p]^=^eoBPMO+anPMO.tgPMH; 

was  dem  rechtwinliligeo  j\  JUPO  folgt  nun : 

OP        £ 

dalier  hat  man: 


tgPJIfO  =  ^  =  ^; 


cosPilfO=-7=^=r   und   sinPJfQ=--   _f ,; 

ferner  ist  ^PMN=:  j^JUJN,  da  iVjlfXilf/ ist,  und  ^JfJTV 
=  180«  - -^  A'Jiü ,  daher  ^Pi»fiV=180o-^^Jüf=180o_^^ 
somit  tgPJIfiV  =  — tg«,   und  wir  erhalten  durch  Substitutioo :    ' 

C09  KMN y — oftga 

cos  Pü iv  ~  v^q:^  • 

somil 

3.    Ans  dem  rechtwinkligen  Dreiedce  JKPN  ergibt  sieh : 
da  aber  PN=MP.igPMN=MP.\gMJN  ist,  so  hat  man: 


^iV»  =  MP*.  (l-ftgilfJA*) 
oder 

«•=»*(l+t7S«), (2) 

we«^ilfJiV=l80»-Zi:Jlf=1800-«,  daher  tgifJiV^ss-tga 

3.    Weiter  erhält  man  aus  dem  rechtjvinkligen  Dreieclie  MNK 
NK=zMN.6inKMN   oder  v=:nBUkKMN; 

ThM  XXXII.  ^ 


^ 

\ 
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es  ist  aber  '  ■' " 

Nun  Ist  ^KMN=Z.PMN-j^PSIO.   folglich 

sin  ÄüfiV  =  sin/»3BiV; cos Pil/0  -  cos />i03V. siu  PMO 
und 

BL^^=  coBPMOAgPMN-nmPMO;  , 

COS  PmJM 

berücksicht^g^il- ^F  n^«^?öt<*«i»  to\N^.4w  ör  cob^Ö,  sin  PilfO 
und  t|PJtfiV  gefundenen  Werthe,   so  erhalten  wir: 

und  durch  Substitution!. 

Aus  der  ^"erfnlifehteit  der  Dreiecke  OlifK^ikA  tlUP  ergibt  sich  nnn 


'     r 


Erwägt  man,  dass  «  der  Winkel  ist,  welchen  die  Berühiting»' 
linie  mit  der  positiven  Richtung,  d^r  Abszissenachse  einschliesst, 
Ulli  dass  der  erste  Differienz|s4^^ient  jfer  Ordinate  als  Function 
der  Abszisse,  gewonnen  aus  der  Gleichung  der  Kurve,  die  tri- 
gon^iMriii^be  TiTngeiite  Serie«  ^¥Mjets  äusdiückf ,  so  Wird  man 

tga  =  ^   setzen  könn^p;,   p^rch  cHe  drei   oben   entwickelteo 

Fo^^^elp  ß\fß)  Iiwd.(?).  in.fofe^nde  Abc^pheii; 


f    \ 


ifh--^%  ' 


dx  j 

«=    ->  ..  w 


.-?-  :.  \  \\i:    •    \ 


*  1 


^^Jj^^,  '.    .....    (c) 

:  •/    •         .... 


f  ~  ,  ,       ,  am.  .      "   aa^Mi  i  .  ■ » 


'.    .•     -  • 


\*A\%\    -^^       •        ^.1 


*  *'  I  \'   ^ 
ri'^iilfii|(  jf^  \ip\  <)«^  K^ej9<y^ii^^inien ,  den  Brtnyp^         jite 
Anfangspunkt,   (fie  Richtung  der  flauptöchse  als  Abszisse'nachse 
an  und  adoptift.  1^9^  ^  jechteil^i^  CodfdiMten^ystemy   so 
ist  bekanntlich  '*    '\ 


fan^^spnnkte  angenommenen  Brennpunkte  näher  liegenden 'Ifildftäi- 
t(ftl  i^e^llMt  TTordeny  «nd  #obei  '/?*  den«'hAibeik  Piteneterund.^  die 
B^neetiMzitöt  der  KurVe  i^eawkbiitii^t««  Aas»  jebb  Giekhuilg  kva&h 
Billpä«5   Pftrbbel   oder  Hj^erfcel»  eotspiitht,  M^taadbdbm.  ^<.lu 
e^a±l-  •od«t-c>'l  ist.*  '      •••■.'  -■,;  ;i':l>  •.    ..  ■  i  i^i, 


II'*:      \  .  ^     r,  .   ' 

Ans    df4>   «rei«iuttg  ^«•+tr»tl=  (/i—»ir)*  'Ergibt  iq^ti  Mndord/ 
Differenziation :  •.?)'.!»-.•:* 


/      "MlliN],' 


woraus  folgt: 

dx  y 

oder  auch,    da  p^-ex^^r  Ist^ 

»• .    «^J  *■';»'•»*  /   •>!•  *r    '*  '  '^7^'  ^^;"^       IT!      ••,»     ••!!•?*    f..  ..  ir  ,   -, :  ■/ 

Nun  wollen  wir  den  einen  oder  den  anderen  dieser  zwei  für 
^  gewonnenen  Ausdruck^  iü  Jede  der  drei  oben  entwickelten 
Formeln  (a),  (b)  und  (c)  substituiren. 


L    Substituitep  wir  in  die  Formel  (^  fiSr  ^  den  ersten  Aus- 
druck, so  erhalten  wir^  ^ 


.  -Vji^  +  «« 
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oder 

y*  +  «•  +  ta?(p — ex) 

Qod  mit  Rdckslcht,  dass  j/*  +  x*  =  (p^ea:)^  ist»   erhält  man: 

(p  —  ex)^  4-  ear(p— gar)  _  . 

somit  ti  =  p>  und  da  wir  mit  ii*im  Allgemeinen  die  Projectioo 
der  Normale  eines  Punktes  der  Kurve  auf  den  Leitstrahl  heseich- 
net  haben,  so  sehen  wir y  dass  bei, den  Kegelschnittslinien 
diese  Projection  konstaut  und  gleich  Ist  dem  halben 
Parameter  der  Kurve. 

Dass  die»- f  iidcsichtlich  beider  Leitstrahleo,  die  einem  Punkte 
der  Ellipse  oder  Hyperbel  entsprecbe»,  stattfinde ,  gebet  mos  der 
ekbchen  BeAraelitung  hervor  i  dass  die  Normale  eines  Punktes- 
der  Ellipse  den  Winkel»  welchen  die  zwei  Leitstrahlen  eioscblies« 
sen»   und  bei  der  Hyperbel  den  Winkel,  welchen  ein  Leitstrahl 
mit  der  Verlängerung  des  anderen  bildet,  halbirt,  und  dass  man 
stets  die  Projection   einer  Geraden  auf  einer  anderen   Geraden 
findet,   wenn  man   die  projicirte  Gerade  mit   dem  Cosinus  des 
Winkels  «suMflizift,  welchen  die  beiden  Geraden  mit  eiaaoAf 
einscbliessen« 

Kehren  wir  nun  die  Aufgabe  um  und  suchen  wir  die  Kurven, 
bei  welchen  die  besagte  Projection  constant  Ist,  so  haben  wir 
XU  diesem  Ende  die  Gleichung 

unter  p  eine  konstante  Grösse  verstanden,  zu  integriren.  Setzen 
wir  zu  diesem  Behufe  3f  =  :rx,  unter  z  eine  neue  Verinderiiehe 
verstanden,  so  erhalten  wir: 

dy         .      dt 
«  dt 


und 


der  Ktg^UeknimUnien. 

daher  haben  wir: 

cur 

woraus  folgt: 

« 

1  . 

idx              pdx 

«ad  durch  lo(e^«tioii 

• 
• 
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Vl+a«=;^?  +  Caiiet, 


X 

welche  IntegralionscoBstaote  wir  immerhin  gleich  —  e  eetzefi  dfin- 
feo,  so  dase  wir  mit  Rticlcsicht,  daee  s=:^  ist,  erhalten: 

X 


V^=f— 


oder 

welche  Gleichung  aossehlieeslleh  dett  RegelechailleKeien  ange- 
bort. Nur  bei  diesen  Kurven  ist  also  die  Projection  der  Normale 
eines  Punktes  auf  den  Leitstrahl  constant»  es  ist  daher  diese 
eioe  karakt^stische  Eigenschaft  der  Kegelschnittslinienw 

2.    Substituiren  wir  nun  in  die  oben  entwickelte  Formel  (b) 

fHr   ^-  '^en  oben  gefundenen  Ausdruck  — ,  -so  erhalten  wir 

berfickstchtigen  wir  nun»  dass  r=/i  —  ex^  somit  ex^p'^r,  und 
dass  y^  ^ x'^:=ii^  ist»  so  erhalten  wir: 

««  =  r«+ 2pr— 2r*  + «V  Ä  V  -  r«  +  e«r* 
oder 

n«  =  2/ir— (I— i?«)r«, 

woraus  ersichtlich  wird»  dass  zwischen  n  und  r  dieselbe  Relation 
8tatt6ndet»  wie  zwischen  den  Coordinaten  ff  und  x^  wenn  man 
den  Scheitel  derKegelschnittslinie  als  Anfangspunkt»  die  Hauptachse 
als  Abszissenachse  und  ein  rechtwinkliges  Coordinaten -System 
annimmt;  denn  bekanntlich  gilt  in  diesem  Falle  fOr  alle  Kegel- 
scbnittslinien  die  Gleichung: 
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y*  =  2px  —  (1  —  c*)a;*. 


;/ 


Für  die  Parabel,  wo  e  =  l  Ist«,  gehet  obige  Relation  übet  in 
n*  =:  2pr.  Ffir  die  Ellipse  und  Hyperbel  gilt  obige  Relatioo  aaeh 
fiir  den  zweiten,  jedem  Punkte  eiaef  solchen  Kurve  entsprechen- 
den Leitstrahl,  so  wie  die  Gleichung  y^  =  2pj^ — (1— #')ä*  der 
Form  nach  fär  beide  Kurven  fortbesteht,  auch  wenn  man  den  an- 
dern Scheitel  als  Anfangspunkt  annimiyt,  nur  dass  sie  bei  der 
Hyperbel  unter  Beibehaltung  derselbcfn  Absztssenrichtung  bekannt* 
lieh  in  y^=z^2px"r (1—6^)0:^  fibergeht.  iUifc  «t^s '2«' reek- 
fertigen,  brauchen  wir  nur  ^n  berficksichtigen,  dass  zwischen  den 
zwei,  einem  Punkte  znkomipenden  Leitstrahlen  r  und  r'  bei  der 
Ellipse  die  Relation  r  -f  r'  =  2a  und  bei  der  Hyperbel  die  Reia- 
*en  «^^t±=  2a  stattfindet,  unter  d  die  halbe  erste 'A^hae  der 
Kurve  verstanden. 


■•  rt  ' 


Denn,  substituiren  wir  f&r  r  in  die  Gleichung 

den  aus  der  Relation  r-f  r'=2a  sich  ergebenden  Werth  r^^^ia-^i^, 
80  erhalten  wir:  » 

und  da  belÄtintlich  bei  d^f  Ellipse  a(I  — e*)=/»  Ist,  sb  haben  wir: 
'  '        n''  =  4ap-2pr'~4ap  +  ipr'  —  (l—e^r'*, 

■     '    '  i  •  c 

somit  *  —  .       , 

n«  =  2/w'--(J-«a)r'*. 

Substituiren  wir  aber  in  die  Gleich  utig  n*=2/>r— (1  — «*)r*  ^ 
\r  den  ai^s  d^r  Relatioa  V -r  r  ==  2a  sieb  t  ergebepden  Wertfc 
r^^r'  —  2a,   so  erhalten,  f^if:*:    i  \   \  •- 

jta=^'-^4a]p-(l— «•)(r'»-i4arH  4a«) 

= 2/w'  -  4ap +4ar'  (1  -  c«)  -  4aa(l  -  e«)  —  (1  -  ««)/•• 

Da  nun   bei  der  Hyperbel   bekanntlich   a  (1  —  e*)  =  —  p  ist,  «« 
*aben  wir:  ' 

,    • ,        I  •  *        .  ...  ,    - ,    - 

oder  ... 


I ' 


n»  =  —  Ip^  -  (1  — Ä«)!^» 


Dass  die  eb^  na^hfewiesene  Relaitioii  zwischen  Normale  und 
Leitstrahl  ei^es  Runktjßs  iixxt  für  dfe  ^e^Eschnittslinien  mit  det 
Relation  zwischen  den  Coordinaten  eines  Punktes  bei  einem  ge- 
wissen Coordinaten- System  gelte»  insofern  also  ein^  Urdftfferistische 
Eigenschaft  der  Kegelschnitts|inien  sei,  .gehet  einfiftch  ans  der 
BetVachtuag  hervor,    dass  die  Gleichung  von  aier  Form 

iiiirtKleiilL^(«lsehMtsfiiilen'initspie0lMf/UeniU'«    loA    bi  . 

1^.    SuQstiiuireo  wii^  nun  in   die  ia  I.  entwickelte '  Formel  (c) 

fiir  ^  den  oben  gefundenen  Werth  — — ^ ,    so  erhal- 

ten   wir: 

Da  aber  y*  +  ^*  =  (/?  —  f ^)*  ist,  sO;  j^rMUen-^vir^.,  ..^  / 

m       e(p — ex)       .        m 


Das  m  drfickt,  wie  wir  dfes  ans  I.  wissen,  den  Abstand  des 
Durchsi^hnjttsp^nktes  der  I^ormale  .Qiit  der  ,A^;(ii|f^lieb|l^/jvom 
Anfangspunkt  der  Coordinaten  aws ;  -  n^^  habf  n  wir  ab!9r,4Aft  Bi;^Qiiti 
punkt  der  Regelschnittslinien  als  Aoffn^g^piinkt  ,i|nd,  die  Haupt^/ 
achse  als  Abszissenachse  angenommen,  daher  sagt  uns  die  Glei- 

chong  —  =  6,    dass  bei  den  Kegelscbnittslinien  das   Verhältniss 
r 

des  Abstandes    des  Durchschi^tfspunjctes    der  Normale  mit   der 

Hauptachse  vom    Brennpunkte   zum    betreffenden   Leitstrabl    des 

Pttttktis^öttötattf  und  gfeJcfe  der  EizenfrAr/it^t'ist.  \   '     ' 

Bei  der  Parabel,   w»  «2tj|i  Ist;  ^hat^mai^  -=i^l7  kfsö  mii±'i: 


Bei  der  Ellipse  und  H^peAcl-gil^  jenes  Verhältniss  auch 
zwischen  dem  Abstände  des  Ourchscnnittspunktes  der  Normale 
vom  zwe5t*li  terennpunkfe  und  dem  zltv^it^Vi  tWtktrahi:    '' '    ''  * 

Denn  bezeichnen  wir  mit  m'  d^n.il,et^t#xfrähnten  Abstand  und 
mit  r'  den  zweiten  Leitstrahl,  so  haben  wir: 

bei  der  Ellipse  m  +  m't±2ae  und  r  +  r'=:2a,  unter  a 
die  halbe  grosse  Achse  verstanden,  folglich  m=:2ae— «n^* 
und  r  =  2a  — r',   dahef. 


^^m'  ' 


7  "^   2a-|.r<  : 


3S»     ZampUri:   Ueber  drM  UarukUrUm^^  ßipenukaften 

aber    jr  =  «,   «Iah«'  'an— r*  ^^* 


in' 


woraus  folgt: 

2a«  — ffi'  =  2ae—er\   daher  m'=er'   und  ^=ei 

<  w«  z*  h.  w« ; 

und  bei  der  Hyperbel  bdben  vifr  m^^MeSoe  snd 
r'  —  r  =  2a,  unter  a  die  halbe  erste  Achse  TerstaadeD, 
daher  m  =  m'  — 2£ie  und  rsr'  — 2a,    folglich 

m m^  —  2ag , 

r—   1^—20  ' 

m  ,  .        m'  —  2ae 

aber    j-  =  «»   daher    -p— ^^  =  6, 

woraus  sich  ergibt: 

m' 
m'  — 2ae=er'— 2as,   folglich  nl^s^et'  und  -^ssre, 

w.  z«  b.  w. 

Kehren  wir  nun  die  Aufgabe  um  und  suchen  wir  die  Kurren, 
bei  welchen  das  oft  erwähnte  Verhältniss  oonstant  ist,  so  werden 
whr  8u  diesem  Ende  die  Gleichung 


=  «, 


unter  e  eine  constante  Grosse  Torstanden,  zu  integriren  haben. 
Zu  diesem  Behufe  setzen  whr  vorerst  yszxt,  wobei  z  eine  neue 
Veränderliche  bezeichnet,  so  erbalten  wir: 

dg  dz 

dx  dx* 

und  durch  Substitution  in  die  obige  DiferensialgleichQng : 


oder 


V««x«+;r» 


=  — e. 


V"?Ti 


i>v«ra«s  Mgt: 


daher 


4n  X^H$eimiU9iMin.  S20 


«^=-[i«+I  +  e\r?TlJ 


zdz  dx 


•— ^  • 


2«+l  +  eV«»TT  ^ 


Setsen  wir  n«D  2*-f  Iss^*,  uoter  ^  eine  neue  Ver&uderiicbe  ver- 
staaden,  eo  erhalten  wir  durch  Differensiation : 


xdz  =  qdq9 
Qod   durch  Substitution  in  die  letzte  Differenzialgleichung 


qdq    dar 


oder 


^=:^^, 
^  +  e  X 


4m 

woraus  eich  durch  Integration  ergiirt: 

lognat.(9-f  0^= — Iognata:  + Const., 

welche  willkiihrliche  Constante  wir  gleich  lognat.j9,  Wehet  p  ewe 
hest&ndige  GrOsae  bezeichnet,  setzen  kOnnen,  so  dass  wir  habetf: 

log  nat.  (y  -f  «)  =  —  lognat.  a:  -f-lognat.  p = lognat.^ » 
somit 

^-1-6 SS -^  oder  gss^ 

und 

» 

Es  ist  aber  kraft  der  obigen  Annahme  f*=:2>-f  1»  y=:sx,  daher 
1=^    und   flf*=^-fl,  folglich  erhalten  wir: 

als  Gleichung  der  fraglichen  Kurven.  Aber  diese  Gleichung  ent- 
spricht nur  den  Kegelschnittslinien ,  wobei  der  Brennpunkt  An- 
langspunkt   des   rechtwinkligee  Coordiaatensystems   int,    dessen 


JSSÖ       Zampieri:    DeP0tir€t  4lmf^rimrtitfMke  Btffemeha/tm 

Abszissenachse  mit  der  Hauptachse  der  Korve  zntwhrtfnepftllii 
daher  sehen  wir,  ^^ss  nar.  bei  diesen  Kurve»  das  Terhältniss  des 
Abstandes  des  Durdi^chnittspunkies  der  Norni^e  mit  der  Haupt- 
achse vom  Brennpunkte  zum  Leitstrahl  des  betreffenden  Punktes 
der  Kurve  constant  ist,  dass  somit  diese  eine  karakteristisctie 
Eigenschaft  der  Kegelschnittslinien  ist 

Nachschrift  des  Heraasgebers« 

Un)   Iler-rn  Doctor   Zampieri   das   Interesse   zu    ^»eweisen, 
welches  ich  an  den  in  der  vorhergehencfen  Abhandlung  mitgb't heil- 
ten allgemeinen  Sätzen  vob  den  K^ijk^el^fchnitten  genommen  habe» 
und  um  zugleich  an  einem  neuen  lehrreichen  Beispiele  zu  zei^^, 
mit  welcher  Leichtigkeit  die  von  mir  in  Thi.  XXXL  Nr.  XHI.  ent- 
wickelte neue  Theorie  der  Kegelschnitte*)  meistens  zu  solcheo 
allgemeinen  Sätzen  fuhrt,-  werde,  ich,  mir  erlauben,   die  In  Rede 
stehenden  Sätze  im  Folgenden  aus  dieser  von  mir  entwickelten 
neuen  allgemeinen  Theorie  der  KefebohnÜtt  .ähzoleiteli',  ^inileii 
ich  jedoch  nicht  unterlassen  kann,   noch  darauf  besonders  hinzu* 
weisen,  dass  die  AbUandluhg  des  Herrn  Doctor  Zampieri  oa' 
meatlich  auch  deühaib^  lehrreich;  ist,    weil  in  ^c^selben .  zu|^eici| 
)der  Naohweis  geführt  worden  i^t,.  dass  die  bewiesene  .^ätze  den 
Kegelschnitten  eigenthä milch,   also  nicht  auch  noch  anderen 
Curven,  ^ukeinme»,  uH>von  nftturtic)!^  Im  IXach^t^h^^e];!  nicht  wei- 
ter die  liede  sehi  wird. 

Nach  N.  T.  d.K.yill.  2).  S.133.    ist  die  Gleichung  der  dem 
Punkte  (^i^i)  entsprechende^  Normale  des  p^^gelscbnitts : 

und  die  Gleichung  des  demselben  Punkte  (^j^i)  des  Kegelschnitts 
entsprechenden,  aus  dem  Brennpunkte  (fg)  ausgehenden  Vectors  Ist 

2) '»--*ii«^^(«^-/?i)-,;     ',    ;,   , 

Bezeichnen  wir  nun  die  von  der  IVormale  und  deq^  Vector  eia- 
geschloss^nen  Vi^jikel'  in\ch,fi»  bo  i»t, .' wie^  Waif  päch  einer  be- 
kannten Formel  der  analytischen  Geometrie  aus  den  ^beiden  va^ 
hergebenden  £rieicbunffen  leicht  findet : .  .    , 

»  .  «>  leb -beseiohiM 'diese  ^IMiaadlaii|r  iinMf  ntUtW.T^id.  K  n 


wu    man  bei  der  Entwickbliing  flieser  Formel  mittelst  der  Glei- 
chungen 1)  iJi,a4 ü}  onri  zu -beaclitAn  bat,  das«,  .1  •  ,  , 

A(Si  -f)  +  »(yi;-^*^i+%j  +  C— ,(^/'+  Bg  +  C) 

gesetzt  Y^erden  kann,  nnd  dasts  pach  der  jn  N.  T.  d.  K.  II.  2).  S.  79. 

entWiiikeltiiVi  kflgemdbeh  Gfelclfutig'der  KegeldchtoUte    ' 

.  '^    '     •    • '   .  ■  t'»  • 

nHAxi  +Äyi+C)»5B  (^:+Ä»)l(ar^-:^^»^■(y,-^)«j 

<  f 

.       t         '  «     1     . 

ist.    Aus  der  Formel  3)  ergiebt  sieh  aber  sogleich : 

'    W+Bg^cy* 

*)-''^<>^l^*=iAf+Bg''t:(^*  +  a(l^'-g)-Bix,-n^'       ' 

.  BezeichneD  wir  jetzt  'die  dem  Punkte  (arj^i)  enfspreehendb 
Normale  des  Kegelsdhnitt/s  dureh  N,  so  is^  nach  N.  t*.'  d.  Kl 
Vili.  7).  S.  139. :  ,  '    '         ''''  ^*' 

5)  r 

.    .      ,        •    '     .     1  •  . -t      •     !    j.    ' .. i  '  ,      ,     •        . .     ;    ■  .11 

2n*(Axi  +  %,  +  C)  f  ^/'+  Bg+  €H^^^(äx^'-i^  B},i+'CJ^ 

jflT*  ZS    "     V   II       t'-    ,r'     T;    •■ ' — i ■  u,>  ' ' — ^^     ^,     ■   ■ — : — j     ''      '  .       ■■       «  j  ? • 

,     .   4^  +  B* 

Nun  ist  aber,   uie.man  l^eicht  findet; 

(An  Bg + c^*  + 1  ^  (yi  -  Ä')  -B{k,  -  /) )« 

also,  wenn  man  >  i  .  -         . .    .  J,  ,. .   .,..;♦ 

A{xi  -/) + ß(y,,-^)=^*i  +^Ä  +  C-T  W+  Ä^ + C) 

setzt,  und  wieder  bemerkt»-  daMn4cb'.4er,.fi||gfm)eine9  i¥^|^|)w|i|g 
der  Kegelschnitte 

( J«  +  B^  [(Jf,  -  f)*  4:,(3|,  '^ah  =  n«t^,  +  Äy,  +  Q« 

fisif:    »!'..'•   ''»'\-    M*I"  .;■'•;;     .  *•:■    f    /     r--.     :    1,.'     t'  .'»;•%   '* 

=  2{A»i  +'Byi  +  O  \Afi.Mif^Ci^^^^^(Axi  +  ^  +  Oj. 


S32      Zampieri:   üebtr  drei  lUu^mkmtMüeke  ß^emeka/km 
Also  ist  nach  5): 

Daher  ergiebt  sieb  ans  4)  und  6)  durch  Multipllcation: 

(iVcoa,*)»  = ^qrgi 

Nun  ist  ab«r  nach  N.  T.  d.  K.  VL  2).  S.  107..   wem  p  den  Para- 
meter  bezeichnet: 


(!)■  = 


Also  Ist: 


7)     ......     (2Vcosf*)«=(|y. 

worla  offenbar  uninittelbar  der  erste  der  von  Herrn  Doctor  Zam- 
pieri bewiesenen  Sätze  ausgesprochen  ist»  weil  augenscheinlicb 
der  absolute  Wertb  von  Ncosti  die  Projection  der  Normale  auf 
den  entsprechenden  Vector  Ist. 

Die  Formeln  3)  und  4)  sind  Insofern  bemerkenswerth«  iret/ 
sie  von  der  Charakteristik  n  ganz  unabhängig  sind. 

Ist  (usVs)  der  Durchschnittspunkt  der  Normale  mit  der  Aze 
des  Kegelschnitts»  so  ist  nach  N.  T.  d.  K.  VlIL  5).  S.  138.: 

«a  — /—  A^  +  B^ 

_f^ß(Ax^±Byt  +  C), 
^2 — 9 —  A^  +  B^  ' 

nnd  bezeichnet  nun  E  die  Entfemung  des  Punlctes  (hiVs)  von  dem 
Brennpunkte  (fg),  so  ist 

also  nach  den  vorstehenden  Formeln: 


_,     n«(M  +  gy,  +  C)* 


Bezeichnet  aber    V  den  von  dem  Brennpunlcte  (fy)  nach   dw 
Punkte  (a;itfi)-gezogenen  Vector,  so  ist  nach  N.  T.  d.  K.  V.  3).  S.  Vß. : 


Also  ist  nach  dem  Vorhergehepd^n : 


-* .     ' 


Bei  der  Parabel  ist  bekanntlich  fi=:],   folglicb  £=  F.     Bei  der 
Ellipse  und  Hyperbel  ist  nach  N.T.  d.K. IV. 20), 21).  $.99.: 


also: 


« l-=l=V^^- 


also: 


wo  das  obere  Zeichen  fclr  die  Ellipse»  das  untere  för  die  Hyper- 
bel gilt  Uies  ist  der  dritte  der  von  Herrn  Doctor  Zampieri 
bewiesenen  Sätze. 

Der  zweite  von  Herrn  Doctor  Zampieri  bewiesene  Satz  ist 
endlich  unmittelbar  in  dem  obigen  Ausdruck  5)  fiir  das  Quadrat 
der  Normale  enthalten.  Denn  nach  N.  T.  d.  K.  V.  3).  S.  103.  und 
VI.  2).  S.  107.  ist  mit  Beziehung  der  oberen  und  unteren  Zeichen 
auf  einander : 

rp—  A^^B*  ' 

^   -~  AHB*  ' 

fo^Hch  nach  5)  ofenJ^; 

10) 2Va=;,F-(I— n«)F«. 

Da.  nun  für  die  Parabel  n  =  l  ist«  so  ist  ffir  diesen  Kegelschnitt 

fTSs  <gan^  mit.  der  bekann^n  Glelchiing  der  Pafabet  aus  dem 
Scheitel  fibereinstimmt.  Nimmt  man  nun  für  die  Ellipse  und  Hy- 
perbel immer  respective  die  oberen  und  die  unteren  Zeichen  so 
ist  nach  N.  T.  d.  K.  IV.  20),  31).  8. 99.  s 

also  nach  10):  -     ' 


934  spii%tT>tx-MiU0i\fm0r^!mu*mfM^ 

was  wieder  ganz  mit  den  bekattntf d  Gleichungen-  der  in  Reile    ' 
stehenden  Kegelschnitte  aus  dem  Scheitel  übereinstimmt. 

Maa  sieht.bieraua,  wie >  leicht  sich  d^e  8atze  d^  Herrn  vqc' 
tor  Zampieri  aus  unserer  neuen  allgemeinen  Iheorie  der  Kegel-  f^ 
schnitte  ableiten  lassen »  was  meistens  von  allen  solchen  Sätzen  « 
sich  in  gleicher  Weise  sagen  lässt. 


:j 


v> 


K 


■!, .-   .;,.;  .;.  i^, ' ,/:  :  .r  /   :  '  r'...-.  ?     .   .    'jüv    !  ■  >   .  ^^ . 

XXXI.  ,-...:.¥• 

Neue  Integration»- Methode  für  Pifferqnzen  -  Gleichon- 
gen,   deren  CoefBcienten  ganze  algebraische  FimctkK 
nen  .dei'  ^nfl3>hlliigig'.Ttii^l^derliche&«^^ 

■    Van.  -  -r  ,-l  •'  . 
Herrn  Simon  Spitzer^ 

Profeaaor  an  der  Handels  -  Akacfeib^' M  WIeVi.    '     ''' 

»•     iMe  Arbeit,   die  ich  hier  vörligL,  hat  ium  kw^ctc^ÄfeW- 
iSsung  nachfolgender  Gleichungv: 


•'  i 


r.     ,H'i     ',-■:«.'.•      '.<  ■    .    j     -  '    -  .'  7 ' ;       '' 


.,,..  -* 


t   t 
j    i 


In  wc^Ich«  ^-  ,  .,  .. 

gegebene  ganze  algebraische  f^uqctiopen  yon  x  sind,  denn  aoi 
diese  Form  (1)  lässt  sich ^jed^  lineare  bifferenzen-Gleichongoi^ 
ganzen  algebraischen  Coefficienten  bringen.  ''  •  "i 


«11' f^  fcC«^ 


+•-» 


«.CS 


.»+»-^ 

+».' 


+»• 


was  wieder  ganz  mit  den  bekattntf n  Gleichungen-  der  in  Itoie 
stehenden  Kegelschnitte  aus  dem  Scheitel  übereinstimmt. 

Man,  sieht  bieraua,  wieMeicht  sieti  die  Sä^ze  d^' Ilerrn  Diop* 
tor  Zampieri  aus  unserer  neuen  allgemeiuen  Iheone  der  Kegel- 
schnitte ableiten  lassen »  was  meistens  von  allen  solchen  Sätseo 
sich  in  gleicher  Welse  sagen  lüsst  ' 


.        \ 


V 


\ 


« 


Neue  Integration»- Methode  für  Pifferqnzen  -  Gleichon- 
gen,   deren  CoefBcienten  ganze  algebraische  Functio* 
nen ,  det  )inätA!Sinffg  .  T^i^ähderlichen«,^  sind. 


Von.        '  ,    i    ' 


*     4 


4 

Herrn  Simon  Spitzer^ 

Profeaaor  an  der  Handels -Akacleilit«'  im  WIeW.     ' 


*  V        '  •      •  •     •  * 


>=     IM«I  Arbeit  die  Ich  l^ier  yörlege,  hat  zum  kfrecke'^eW' 
I5sung  nachfolgender  Gleichung^: 

in  welcher  .  *   ,  ,  •  , 


gegebene  ganze  algebraifijche  Fuqctiopen  von  x  sind,  denn  v^ 
diese  Form  (1)  lässt  sich  jed^  lineare  Differenzen  -  GUichang  nit 
ganzen  algebraischen  Coefficienten  bringen. 


..!■.• 


eines  Differential- QuotienteD  voraus  mit  variablem  Differentiations- 
Indexe«  oänilich: 

.t.-'»  ,    ;^^)L,|»^]^,  !    .•  -:     „-.(2, 

woselbst  9>(r)  eine,  einstweilen  noch  unbestimmte  Funcnon  Von 
r  bedeutet  und  X  eine  constante  Zahl  ist;  die  nach  verrichteter 
^rmalig^r  .pjflCeroDtialfop  von,  9>(r)  in  cleii\  so  erhaltenen  Resultate 
statt  r  gesetzt  werden  muss. 

iV^'ton  nun  die  t)<iefficient6n    der '  vorgetegten   Crfeiclraiig  fol- 
gende Gestalt  haben:  ,        , 


•      t 


Xo    s=flo     +*o^     +Coa:*    +....+Ao^r^-i     +Äo^«*»'»'i'^    ' 
öti'eÄIJlf  rt^an/^deW  fe  (?)  :^efcend^en  Werfh^'vbri  /i[4>^»rf**fl>^eln. 

votfäW  (2)  bfervörg^heiidfen  ißli^icbiiti^eti  2  *»  '  ^^     •»- »  il » i^  ?  j.f  ..^,t 


.;i^  *' 


■■ "  .■/<'*«).-m'i.''-      • 


•  1  •,  ^ 


.i.  ÜV-T-/—  ,    .ar*«T»-l'    l       ."-     ,    ;        (4) 


was  wieder  ganz  mit  den  bekaiititf n  Gleichungen-  der  io  Rede . 
stehenden  Kegelschnitte  aus  dem  Scheitel  fibereinstiromt« 

Man,  sienrhieraua,  wie.  leicht  sich  die  Sä^ze  d^'  |lerfn  Di^p-, 
tor  Zampieri  aus  unserer  neuen  angemeiuen  Ibeone  der  Kegel- 
schnitte ableiten  lassen »  was  meistens  von  allen  solchen  Sätzen 
sich  in  gleicher  Weise  sagen  llisst/ 


\ 


.  ';    '•  'I.V.*.  •   '< 


Neue  Integration^- Methode  für  Pifferqnzen  -  Gleichnn- 

gen,   deren  CoefBcienten  ganze  algebraische  Function 

nen  .dei^  hnalbh^r^'Tei^äiderlicheD,,tind. 

Herrn  Simon  Spitzer^ 

Profeaaor  an  der  Handels  -  Akadeib^- ^  Wle^.     '       '' 

-    ■••^ L 1:4 -■  f :i 

>'     IM«  AVbeif;  <Ke  ich  bier  Tbrl^ge,  hat  zürn  ^«ri^cke '  cHö  'aW- 
iSsung  nachfolgender  Gleicha(ig^:     -  >  > 

f     «  ■  I '  .      »  .  ,         '  ,  .■-.•'•  :       i       . 


gegebene  ganze  algebraische  fVii|ctiopen  yon  a:  sind>  denn  anf 
diese  Form  (1)  lässt'aich  jed^  lineare  bifferenzen- Gleichung  mit 
ganzen  algebraischen  Coefficienten  bringen.  ;  ^f.^,,  ••  ; 


deren  Cetef/k.goHiHMigeibr.  Fimd.  4er  tmuMngtff  VerdnäfrL  Hmä,  3ffJ\ 

(II) 

*ii2*  +  A„-i  x"*H . .  .  +  All  +  Ao 

einen  gemeiDscbaftlicben  Factor  haben.  Sei  etwa  2  —  a  ein  sol- 
eber,  so  wird  flir 

das  System  der  Gleiebnngen  (8)  erfiillt;  somit  ist  alsdann 

> 

wofär  man  kurz 

Mtitn  kann. 

Haben  die  Polynome  (11)  den  gemeinscbafUicben  Factor 

80  wild  für 

tp{r)  =  c«-(Ci  +  Car  +  ....  +  C»-ir«-*+  Cmt^-^) 
das  System  der  Gleicbungen  (8)  befriedigt^   somit  ist  dann 

/(:c)=  I  ^^e^iCt  +  Cir  +*....  +  G«-ir«-«  +  G»r— »)]  |^ • 

wd  wird  die  J?roalige  Differentiation  wirklich  ausgeführt  und  nach 
der  Differentiation  statt  r  X  gesetzt,  so  erbSlt  man,  wie  man  sich 
leicht  fiberzeugt,  für  f{x)  einen  Ausdruck  tob  folgender  Gestalt: 

welcher  der  vorgelegten  Gleichung  genugtr 

Ich  kann  nicht  umhin,  zu  bemerken,  dass  diese  in  speciellen 
I^äUen  stattfindenden  Auflösungen  in  dem  Falle,  als  die  verge- 
lte Differenzen- Gleichung  von  folgender  Gestalt  int: 

(^\bn.x)f{x-yn)  +  (ii«-i  +  6«-iJp)/(a: +  »—  1)  +  .... 

....  +  («1  +fti^)  A^+  »)  +  (öo  +  fto^)  A^)  =0. 

schon  von  Prof.  Petzval  bemerkt  wurden.  Man  sehe  dessen  Werk 
^ber  Integration  linearer  Differentialgleicb.  1.  Bd,  S.  117. 
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836  S pitter:  Neue  MepriUlons-Mitköde  /9r  Big^gtenten-^ieick., 

Fährt  man  liati  nachstehende  fiezelclinoDgfwelse  ein: 

(6) 
l7o     =a,9<")(r)  +  o»_n»<*->)(r)  + ....  +«i9>'(r) +ao9(*'). 


'  ♦         • 


•      ;     •< 


■    t7»-»=A,9>W(r)+Ä»_V-*)(r)  +  ....+Ä,9)'(r>+Äo9>W.      . 
BO  erhilt  man  statt  der  Gleichung  (5)  folgende  Gleicbnng: 

)"5;r+*l?-+  —+«r-»-g;i-+*---g-.-j,=o.    (7) 

I 

and  es  ist  nun  die  Aufgabe,  jenen  Wertb  Ton  (p(r)  nnd  jene  Con* 
stante  X  zu  finden,  welche  diese  GIdchang  in  eine  identische 
Terwand^lt.. 

BeVor.icb  wat  LSsung  dieser  Äu%abe  schreite»  will  idi  be- 
jierl(en«  dass  die  Gleichung  (7)  in  einem  ^edellen  Falle  «ekr 
leicht  luslich  ist.    Wird  nämlich  füi  einen  gewissen  Werlh  von  9(r) 

170  =  0.  .C7i  =  0,....     C7«K.i  =  0,     «.±=0,         (8) 

so  ist  ßr  denselben  Werth  von  (p{r)  offenbar  anch 

dr*        '     dr*        "  dr*        "'      dr*   "■"*    ^"^ 

somit  die  Gleichnng  (7)  erßUlt  Da  nun  die  Gleichungen  (8)  lau- 
ter lineare  Differentialgleichungen  mit  coostanten  Coefficientea  sindl, 
so  hängen  die  Auflösungen  dieser  Gleicbüngen  ab  von  der  Auf* 
I5sung  des  nachfolgenden  Systems  algebraischer 

«««•  +  a«-ii"-*  +  ....  +  aix+ 00=0, 
AiO^  +  fr„-ia;ii-i +  ....  + Ä|«  +  Äo=0, 


m 


und  diese  algebraischen  Gleichungen  finden  zugleich  statt,   wenn 
sämmtiiehe  Polynome:  .        . 


deren  CaefAc.gH^%0,aig^.  Pu$wi.4er  maMMi§fff  Verdnd^Lrtmd,  SffJ, 

(II) 

einen  gemeiDSchaftlicben  Factor  haben.  Sei  etwa  t  —  a  ein  sol- 
eher,  so  wird  flir 

g)(r)  =  e« 
das  System  der  Gleiebnngen  (8)  erfiillt;  somit  ist  alsdann 

wofür  maD  Icur^  - 

fix)  =  Ca* 
selten  kann. 

Haben  die  Polynome  (11)  den  gemeinscbafUichen  Factor 

so  wild  für 

g>(r)  =e«*(Ci  +  C2r +  ....  +  C»-ir--*+  Cmr^"^) 
das  System  der  GleichuBgen  (8)  befriedigt^   somit  ist  dann 

und  wird  die  onnalige  Differentiation  wirklich  ausgeführt  und  nach 
der  Differentiation  statt  r  X  gesetzt,  so  erhSlt  man,  wie  man  sich 
leicht  fiberzeugt,  für  f{x)  einen  Ausdruck  tob  folgender  Gestalt: 

f(x)  =  a'(Ai  +  ^aa:  +  ....  +  Am^ix^^  +  Am^i^-^h 
welcher  der  vorgelebten  Gleichung  genö'gtr 

Ich  kann  nicht  umhin ,  zu  bemerken ,  dass  diese  in  speciellen 
Fällen  stattfindenden  Auflösungen  in  dem  Falle,  als  die  vorge- 
legte Differenzen^  Gleichung  von  folgender  Gestalt  i^t: 

(On  +  6n.T)  f(x  +  w)  +  (ll«-l  +  bn^lOs)f{X  +  »—  1)  +  . .  •  • 

....  +  (fll  +*1^)  A^+  1)  +  («0  +  M)  A^)  =0> 

schon  von  Prof*  Petzval  bemerkt  wurden.  Man  sehe  dessen  Werk 
fiber  Integration  linearer  Differential^leich.  1.  Bd.  S.  117. 
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SSf^  Spttaer;  Wtue  tmtttnMam»'Mtlli94t  /Vr  Betaue» - MHek. , 
leb  wende  miob  jetxt  trieder  znr  CSIeitbni^  (7),  welche  i«t: 

und  strebe  non,  die  in  dieser  Gl^icbong  Torkomnenden  AosdrScke: 


t  • 


als  ^te  DifferentialqQotienten  von  Functionen  darBUsteUeD^  weMie 
bloM  r  enthalten.    Es  ist  nan  wirklieb : 

I «»^  U  =  ^  gp  [(r-i)» ü,"'+3(r-X)«t7,''+(r-i)  C^'] J  J 


t  *   * 


wie  man  sieb  leicht  überzeugen  kann.    Denn  differenzirt  maa 
:rnial  nach  r^  so  erhält  man: 


folglich  ist  die  Gleichung 

identisch»  ibU«  nUr 

rar  rs  A  Mull  istr  somit  in  diemm'  Falle  die  ^sl^  der  Glekhoo* 
gen  (12)  bewiesen.    Differenzirt  man  nun  den  A^w^ruck 

^mial  nach  r>   so  erhSK  man: 

:-v,  ;:<'-«'^+('-«^t-)^-=+-'^-.  : 


folglich  ist  wieder  die  Gteicfcutig 
iden tisch  wahr,   weon 

für    r=X  Null  wird,    und  so  l^sst  sich  auch   die  Richtigkeit  der. 
späteren  Gleichung  in  (12)  darthun^  u.  s,  w.  '  * 

Man  kuromt  djiher^die  in  (12)  atigefäbrten  Werthp  in  <7) :>einf 
führend,  2a  felgettder  (füeicbbng:  ^ 

welche  befriedj^  vrird,   trenn  s 

'    '    t7o  +  (r^A)i;,'  +  (r~A)t4'^-Kr..i)«tr/'     ■ 
+  (r-X)l78'  +  ^(i-^A)2Ü3''+(r-X)5r3n....=0'       (14) 

ist.  Diess  ist  aber  bezfiglich  (p{r)  eine  lineare  DifferentiaTgleichung 
mit  Coefficienten,  die  ganze  algebraische  Functionen  der  unab- 
hängig Variablen  r  sind»  und  dient  daher  zur  Bestimmung  von 
9(r).    Hat  man  dasselbe  gefunden,  so  ergibt  sich: 

unter  X  eine  willköh/liche  Zahl  verstanden/ 

Ich  habe  jetzt  noch  von  einer  bemerkenswerthen  Transformation 
zu  sprechen,  welche  in  sehr  vielen  Fällen  weseotliob  Bur  Verein- 
fachung der  Auflösung  der  vorgele^t^  Gleichung  dient' 

Setft.raan  nämlich  in  der  ^egeben^nf  GleicI^uij^.  (^)  .         ,   ,  . 

woselbst  [F(ar  — n)]!  folgende  Bedeutung  hat:  '      i 

und  bemerkt,  das«  ••  .         -ij      .  . 

23* 


340  Sp'U*et:  Nme  Imt^ftaltuu-MetMkJWr  ^ffunmeH-BMek,, 

f{x\n-\)^  [f(a:-I)]f  • 


ist,  so  hat  man 


^^  +  ''>.      =(f(:r+l-n)T! 


_i>>(a:+n).  Y       »(a:  +  »-l)  .  •_jKfL±iI_ 

^•■pXi)]'  +^"-'-  [F(a:-1)]!  +  — +^i -^i-^aj+l -«)]! 

+  ^»-  [F(a:-.n)51  -  "' 

uod  diese  GleichuDg  glbt^  mit  [F(j;)}!  maltiplieirt,  folgende  Gleichoiig: 

-Xn^(ar  f  w)  + -Xii-i  F(a:) .  t|>(a:  +  n  —  1)  +  .  • . . 

....  +JY|F(a:)F(ar— l)F(a:-2)....F(a;  +  2t— n).?/;(a:  +  l) 

+  ^o^'Car)  FCr- 1)  F(ar~2)  ... .  F(Är+ 1  -  «) .tf;(a-)  =  0, 

woraus  man  siebte  dass  die  Substitution 

In  eine  Differenzen-Gleicbung  gemacht,  daraufhinauskommt»  sSmrot- 
licbe  Coefficienten  derselben  der  Reibe  nach  mit  den  Zahlen 

1,    F(a:),    F(ar)F(ar~J),    F(ar)  F(ar— 1)  F(a:-r2),.,.. 

ui  roultipliciren. 

Setzt  man  daher 

so  gestattet  die  neu  erhaltene  Gleithuiig  eine  AbkSrzung  dordi 
Xn  ond  der  erste  CaefBcient  der  so  erhaltenen  Gleichung  ist  se* 
mit  eins. 

Ich  will  nun  an  der  Gleichung 

(ff«  +  M)-^  +  («i+*i^)^»  +  (flo  +  M)yÄ.O       (1*) 
den  Werth  der  hier  mitgetheilten  Methode  pröfen. 


Diese  Gleichung  wurde  orspringlicb  von  Lapla^e  ^)  «iii 
Ealer  **),  alsdann  von  Petzval  ***)  bebandelt.  Wie  man  ans 
diesen  Arbeiten  sieht,  bangt  die  Form  des  Integrals  wesentlich 
von  der  Form  der  Partialbruche  des  Bruches 

ab.     Da  nun  dieser  Bruch  sich  auf  folgende  verschiedene  Weisen: 

\  A  _^  B  •-:' 

■    -  >  •  .  r 

^fc-fm-h  ,   falls  nkmlich  6a  =  0  Ist; 

a^^  +  fliM  +  00,    falls    63  ==  6|  =0  Ist; 

zerlegen  lässt«    so .  lässt  sieb  die  Gleichung  (14)  unter  eine  der 
vier  folgenden  Formen  bringen : 

(15)  .       ;        .  .: 

(mi^x)J^if + [MB^ia+ß)  (m+^)]  ^ + K^/J--  Ba+«/J(m+:r)Jy =0, 

(W) 
(m  +  a:>^«y  +  [Ä— 2a(m  +  ar)]-^/^^  +  [A^-Ba  +  ««(m  +  x)]y  =^0,. 

(17) 
nJ^y  +  (—««  +  ni  +  a^M^^  +  f  i<  -  a(m +ar)]^==0, 

(18)  •  _ 

«2^y  +  ^i^y  +  («0 + ^),v  =  0. 

Ich  will  daher  die  Integrale  dieser  Tier  Gleichungen  der  Reihe 
nach  bestimmen.  -r,  ß 

Integration  der  Differenzen-Gleichung 

(m+^)^+M+Ä-(a+^)(m+a:)]^2^+M/S-Äa+«^(m+j?)]y=0.(lß^ 

Ich   setze  tn  diese  Gleichung 

*)  Memoiren  der  Parifer  Akademie.    1782. 
**)  Eni  er' 8  TolUt.  Anleitung  zar  Integralrechnung.    Deuttch  Ton 

Satomon.    4.  Band.    S.  SfS» 
***)  PetzTal*f  Integration  linearer  Differentialgleichungen,    I.  Bd. 
S.  113.  ^ 


'v'.f.     :   ': 


3.    Es  sei  ilssl-f-a  ond  ir=l4|3,  alsdMii  bat  die  61ei- 
cbang  (19)  folgende  Gestalt: 

(m  +  ^)/(*  +  2)^(«  +  i?  +  2)(m  +  a?-l)/l[^  +  l) 

+  (1 +a)(I +/5)(m+ar-2)/(:r)  =0; 

bieraas  folgt: 

Integration,  der  Differensen-Gleicbung 
(m+x)^y+[ÄT*.2a(m+ar)]  //^+[i<-Ä«+B«(m+ar)]y3sa     (16) 

leb  setze  auch  hier  . 

und  erbftite  sodann : 

(m+i)A«  +  2)  +  [B-2(«  +  l)(mt«)]/tx+I) 

+ [/i-B(«+i) + («+i)>(ni+af)]/r«) =a 

Dl^se  geht  über»  för 

« -f  1  =«1*, 

A*)*AI-'m)=(|^ 

in: 

^(|  +  2)+(Ä-2«J)ij;(S  +  l) 

und   lässt   sieb  wieder   nach   meiner  Methode  leitcfat  integrireo. 
Ich  setse  nEmlicb  , 

«■d  da 

Jfi  =  Ä-2«,{, 

^0  =-'<<  + i?«!  +  (^—i7«i —«i')S -f  VI* 
ist,  ferner 


« 

so  hat  mao  als  Gleichung  zur  Bestimmung  von  ^(r): 

(20)  / 

[1— «i('^A)]«9''(i')+[Ä+(^-Ä«,)(r-X)39'(r)  +  (Ä«i-i)y(r)=0. 
Diese  Gleichung  Tereinfacht  sich  für 

denn  man  hat  dann: 

«iVg)»  +  [A '+  (^-Ä«i)«,r]9)'(r)  +«i(2f«i-^)y(r)  =  0, 
und  wird  diese  einmal  differenzirt,    so  erhält  man : 


woraus 


v-e 


Ji.     ^  ♦'. 


folgt.    Es  ist  somit 


^(0= 


arf-a ^Ul 

folglich 

das  Integral  der  vorgelegten  Gleichung. 

Der  einzige  specielle  Fall  ai=0  erfordert  noch  Beachtung. 
Die  Gleichung  (20)  rereinfacht  sieh  für  a|=:0  in 

und  gibt  diCerenzirt: 

^'^(r)  +  (Ä  +  il(r~^I)]g>"(r)  =  0; 
hieraus  folgt: 


oder  wenn  man      >  :     -    .\\:  ;  r  /   '\  f  ^,\^^     — *  ^/^ 


wählt. 


^    ',' '  i  '  ■     :    ^ 


Es  ist  somit: 


I  1 2in^;r.a  ^  g      a"  I 

/^^^  -  (m  +  a; — 2)!  (       8r«+*-»       ^3 


*    !l       ',    ■  -r       1,    .  1. 


1'       ^ 


Integration   der   Differenzen-GIeichaqg 
nis/*y+(— na  +  m  +  a:)-i/3^  +  [-4  — a(m  +  a:)]y  =0-    (17) 

Setzt  man  ,     .  ...  •     •         c 

SO  erhält  man: 
nA«+2)+t-n(2+«)+?n+a:]  Aar+I) 

,+  [/!  +  «(1  +  «)—(l  -M)  (m  +  *)]  A«)=<'' 


und  setzt  mao  weiter: 


*-     j 


!Ö*9>fr) 


and  buchtet  ^  dass 


t* 


>    f     ■*  ' 

j;,= ^  +  («- im)  (1  +  «)  -  «(1 + «) ; 

femer  dass 


I7i=9'(r)— (l+^.gKf) 


*     '.  -   t 


V-  :    j 


ist;  80  hat  man  znr  Bestimmung  von  ^(r)  di»  .^UM«lnmg  i ' 

(,  +  n-l)9'(r)  +  [«—«(24- «)  -<I + «)  (»— A)]  v'fr) 
+  [i4  +  (n-m)  (l+«)]9>(r)  =  0, 

welche  sich  (Br  i=n  vereinfacht  «nd  Id    . 


deren  Coefftc.  oan%e  algebr.  FatOt.  di*  tmabMngtg  y er  ander l.  sitid-Hl 
übergeht,  und  diese  gibt,  pacb  Llouvill^'s  Methode  iutegrirt: 

»  *  * 

g>(r)  =  C^ ^  [r"^  ^«.  e(^+«)T 

+  C,6(i+«)r-^~[r"~"^H^.6-(i+«)r]. 
Mao  hat  daher 

unter  ^(r)  den  eben  aufgeschriebenen  Werth  verstanden.  Auch 
hier  erfordert  der  specielle  Fall  l-(-a=0  eine  eigene  Behandlung. 
Man  hat  nämlich  in  diesem*  Falle  zur  Bestimmung  von  q>(r)  die 
Gleichung         '  .    ,  ;  t  .,    . 

r(p%r)  +  {m---n)  9>'(r)  +  Aq>(r) = 0, 

welche  integrirt 

<p(r)  =  ^S[C,«+il^=^ '+  Cke-«1^^'] 

gwtß        :,i^.      •■  'm'.  ••••■..,  '  ••'-     •    ii'    .'■{' 

•.    !  /.    lulegratiion   der,  DiCfcrpnzei^- Gleichung^  ,.  !,^ 
•'  '";     "      r    q^iVa,Jy4^(üo:\^a0y^.       '  '^  ^  ■     (f8); ' 

■;  Selbe,  verjväijdelt  sich  fi!r      '  ^    .      '  ,    "  .    I 


t'    j 


kl' 

die  Gleichquii  ?ur  Bestimmung  von  *9(r)  lautet  '        '; 

a«9"(r)  +  (öj  —  2fla — ^  +. »")  9>'  W  +  (««  -  «i  +  «o)  9>  W = 0,* 
und  v^remCacht  sich,  für  ,  ,       ;    r^^. 

Das' Integral  der  vereinfachten  Qleichong  ist  sodann :  *' 


546  ÄP*rtar;  Xttf.fnOfiMüO' 
oder  wenn  man'  ■  ■■■'■.■  ■ 


Es  ist  soroU: 

«:.)  = 

'-(mi 

Integr. 

■  on 

,.     ^f?  +  <- 

»o  + 

Setzt  man 

so  «rhSIt  mab:   ' 

«rt:t+2)+t-n(2+ 


und  bt^acbtel»  da.' 

ferner  dass 

P,  =  »'(r)- 

ist;  so  hat  mal 

(>■  +  »- 

welche  sieb  fi 


.  rv 


mteellem. 


353 


ffflW+i^ 


IL 


j)  l^i  (fff --y«) -f  ^«(»j  — yi) + ^  (yi — ä)  i* 


te  C: 


3^3) — Uä^i— «'iXyi  +y«)— i(af»-  a^«)  (ya+yt) 
4^4— y»)  +  ^«(yi  -  yi) + «^  (yi  --y«)  >» 

"hergehenden : 

F=it(yi+ya  +  y»)F. 
beiden  Fällen,  also  in  völliger  AIIgemeiDheü;: 
F=:ii(yi+ya+y8)F; 

einem  bekanoteii  Satze,  wenn  u  die  Entfemong 
ä  de«  Dreiecks  von  der  Axe  beseicbnet, 

tt  =  i{yi+y«+y») 

Vt^xuF. 
r  u  den  Weg  des  Schwerpunkts,    so  ist  ofenbar 

F=frF. 

jetzt  ein  Netz  von  Dreiedcen,  deren  FlächenrSiunf 

E*  Wt*^  tP  TP  tP 

•*^0>      '^l»      -^2»      -*^8>  ••••  *^« 

und  bezeichnen  wir  die  Entfernungen  der  Scbfrer-^ 
-  Dreiecke  von  der  Drehungsaxe  respective  durch 


UQt     Wi,      «2»     ^8 


•  ••• 


Uns 


les  ganzen  bei   der  Drehung  von  dem  Dreiecksnetz 

'1  Körpers  durch   F;   so  ist  nach  dem  Vorhergehen^ 

seine  aus  dem  Obigen  bekannte  Bedeutung  behält, 

oFo  +  «iFi  +  t«aFa  +  «8F8+....  +  ttnF,i). 

flen  Flächeninhalt  des  ganzen  Dreiecksnet^ 
seines  Schwerpunkts  von  der  Axe,  so  ist 
*  werpunkte: 

y^^  +  ti8F8-f  ....  +  tf„F, 
I  *  a  +  «'^j  +  ••••  +  '^«    ^ 


^ 
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tiiid^^  folgUcb  im  Integral  de^  v^tg^gteft  CUeidbimKJ 


a^-^a^ 


Sfiscellen. 


^  Von   dem   Heraupgetier.' 

tiuldin's,  übrigens  schon  dem  Pappus  bekannte  R^el 
wird  meistens  mit  Hülfe  der  Integralrechnung  bewiesen;  indess 
reicht  zu  ihrer  Begründung  die  elementare  Lehre  vom  Schwer- 
punkte vtSÜig  hin,  dieselbe  wird  aber  nach  meiner  Meittuiigy  wo  sie 
überhaupt  In  einer  solchen  elementaren  Darstellung  gegeben  wird, 
nicht  immer  in  geeigneter  Weise  gegeben.  Deshalb,  und  weil 
die  Regel,  wenn  auch  jetzt  nicht  mehr  von  besonderer  Wichtig« 
keity  doch  in  manchen  Fällen  der  Praxis  vortheilhatte  Anwendung 
finden  kann,  will  ich  hier  wieder  lein  dieselbe  erinnern  und  $ie 
elementar  begründen ,  wobei  ich  zugleich  den  Wunsch  ausspreche 
dass  die  Theorie  d^s  Schwerpunktes,  als  eines  durob  eine  be- 
stimmte Eigenschaft  charakterisirten  rein  geometrischen  Punktes, 
immer  mehr  und  mehr  Aufnahme  in  die  reine  Geometrie  finden  mOge. 

In  Taf.  III.  Fig.  2.  sei  zuerst  Aß  eine  beliebige  gerade  Linie 
and  MN  eine  mit  dieser  Geraden  in  einer  Ebene  Hegende  Aze. 
Dreht  sich  nun  diese  Ebene  um  die  Axe  MN,  so  wird,  nack 
Vollendung  einer  ganzen  Umdrehung,  ^i9  den  Mantel  eines  ab- 
gestumpften Kegels  beschrieben  haben,  d^^sen  Flächeninhalt  leicht 
auf  folgende  Weise  gefunden  wird.  Bezeichnen  wir  die  Abstände 
der  beiden  Endpunkte  der  Linie  AB  von  der  Axe  MN  durch  R 
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«od  £^,  iKi  dasa  det  erst^e  4tr  gcOiM«!^  Absta&d  tat,  wcl  den- 
ken ans  den  abgestunEipften  Kegel  zu  eWiem  gansen  Kegel  ergänzt, 
so  ist,  wenn  <S  und  S\  die  Seiten  des  ganzen  und  des  von  der 
Spitee  aus  abgeschnittenen  Kegels  bezeichnen,,  der  Flächeninhalt 
des  Mantels  des  abgestninpßen  Kegels  bekMintlich: 

(BS-Ä'S'>jr. 

Es  ist  ftber: 

RS:R'S'  =  S'iS'^, 
RS:RS  —  R'S'=:S':S'-S'^=8*:  (S-  S'Us  +  S') ; 
also,  wenn  t  die  Seite  des  abgestumpften  Kegels  bezclefinet: 

R:RS—R'S'=S'.${S-^S'). 
und  folglich 

Also  ist  nach  dem  Vorheirgebenden  der  Flächeninhalt  des  Man- 
tels des  abgestumpften  Kegels: 

i^?i^!-^„=KÄ + ^')  «=*(Ä + Ä')  T. 

Der  Schwerpunkt  der  Geraden  AB  ist  bekanntlidi  ihr  Mittel^» 
punkt,  und  folglich,  wenn  wir  dessen  Abstand  von  der  Axe  durch 
r  bezeichnen,  offenbar  R -i-  R'  =  2r,  also  2rs7t  der  Flächeninhalt 
des  Mantels  des  abgestumpften  Kegels. 

Hat  die  Ebene ,  in  welcher  die  Gerade  AB  liegt,  keine  ganze 
Drehung  uro  die  Axe  JUN  vollendet,  sondern  nilr  .einen  durch 
den  Winkel  i  bestimmten  Thmi  einer  ganzen«  Dr^hiiqg,  so  ist 
offenbar  der  Flächeninhalt  des  entsprechenden  Theils  des  Man- 
tels des  abgestumpften  Kegels,  wenn  wir  i  in  Theilen  der  Einheit 

ausgedrückt  annehmen,   2~'2*'*^==*'^*-    Nun  ist  aber  offenbar  fr 

der  Weg,  welchen  bei  der  in  Rede  stehenden  Drehung  der 
Schwerpunkt  von  i  beschrieben  hat,  also,  wenn  w  diesen  Weg 
bez^chnet,  ws  der  Flächeninhalt  des  entsprechenden  Thetb  des 
Mantels  des  al^esturopften  Kegels,  wo  s^^AB  ist. 

Wenn,  wie  in  Taf.  III.  Fig.  3.  die  Linie  ^i7  die  Axe  MN  in 
C  schneidet,  wir  ^C=:i',  ßC  =  s"  setzen,  und  durch  to'  und 
w"  die  Wege  der  Schwerpunkte  von  c'  und  «'^  bezeidmen;   so 
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siH^'  httdi  Aem  Verb^rgebenden  dl»  ▼•!»  s!  vmi  J'  besohcidbeici 
Re^m&6t6l'f«speotiv0  «oV'Ond  ti/'s^/  oder,  weoii.t  wieder  da» 
Dn^httDgstrit^kiel  b«2eteltnety  und  f'  titid  r"'  die'  Ai»ständ€^  der 
Sdiwerpciiiicte  von  «'•  uhd  *"von  der  Axe  islod,  it^t'  nndVf. 
Ist  nun  r  d^r  AbBtittnd  des  ScbwbrpunktK.  4er  'gaitaeii  LinM 
AB:=rs  von  der  Axe,  wobei  wie  diesen  Abstand  als  positiv  oder 
negativ  betrachten  wollen/  jenachdem  er  links  oder  rechts  von 
der  Axe  liegt;    so  ist  nach  der  Lehre  vom  Seh werpunbtA ; 

also  • 

und.felgikfc»-  wen«  JIP  uimUH''  die  vqu  5'.  und  i".  bescbrUbeneo 
Kegelmäntel  sind,  w  den  Weg  des.  Schwerpunkts  der  ganzen 
Linie  s  bezeichnet:    '  **  *  -  ♦ 

Hieraus  wird  sieb  mit  völliger  Deutlicbkeft  ergeben ,  wie  man 
sich  in  allen  ähnlichen  Fällen  zu  verhalten  hat,  zugleich  aber 
auch  ganz  von  selbst  der  Grund  erbetten^  ^rarum  vriv  es,  bü 
nicht  in  unnutze  Weitläufigkeiten  zu  vepfelteTt,  zweckif^'ssig  ii^ 
den  müssen,  im  Folgenden  alle  Linien  und  Figuren^  durch  deren 
Drehung  um  eine  Axe  wir  uns  Flächen  un4  Körper  entstanden 
denken,  auf  einer  Seite  der  Drebungsaxe  liegend  anzunebnien, 
H^a«  deshalb  bi^r  ein  Itr  alle  Mal  bemerkt  wird. 


.'•' '.. 


Haben  wir  nun  eine  bePiebige  gebrochene  Linie,   die  ganz  ii 
einer  Ebene  liegt  und  aus  den  einzelnen  geradlinigen  Tbeilen 

'o;    *i,?    *ay    ^3»  •*•••,*« 

bb0t«'ht>   und  denken  uns  di<^  in  Rede  stehende  Ebern«  om  eite 
^eWfcwe-AiM  gedreht^  so  i«t;  wenn 


» 


" «.     I 


'^'o^    ^i»    ^a»    Wa,«..»  Wn 


die .  bei  dieaer   Drehung   von   den  Schtv erpunkten    der  einzelneo 
Geraden 


t  *o »      ^1 »     1*2 »      ^3  j  •  •  •  •   *n 


b«»cfavi«beneti  Weg^  %ezelcbnen,    der  Inhalt  der  von  der  gebro- 
chenen Linie  bescbriebenen  Ftöebe  nach  dem  VorblergefceBde»! 

oder;  UV«»  i  d^r  Drbbungswiirkel:i^t^  imd  1 
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*  -^     '  '     :'    '   t(iy    fi;    r^i    n.^^.rrn'  '  •'■' •?•   - 

die  Ahstäod^  4er  S.chwerpunkte  yan  j      .  \ 

*0  >     *  1  >   .  **2 »      03  j  •  •  •  •   »n 

von  der  Drehunssaxe  sind: 


iir^ßt^+,rth rf,ra?«  +  ^4^  +  ♦'•»  +  »"n&i),  t 


Ist  nun  r  der  Abstandf  des  Schwerpiinfets  dek*  ganzen  gebroch^ileiif 
Linie,  welche  wir  dut-ch  5  bezeichneii  wolleri,   wo  also  ' 

9z^^0  +  Sl+lf^+Ss  +....  +Sn 

ist,  von  der  Axe;    so  ist  nach  der  Lebi'e  >ohi  Schwerpunkte: 

also  nach  dem  Vorhergehenden  irs,  odet,  ti-^nn  er  deh  W6g  d6iä 
Schwerpunkts  d^  ganzen  gebrochenen  Li^e  bleich net,  sw  der 
Inhalt  der  von  der  ganzen  gebrochenen  Linie  beschriebenen  Fläche. 

Denkt  man  sich  eine  krumme  Linie  aus  unendlich  vielen  nn« 
endlich  kleinen  geradlinigen  Elementen  bestehend,  sio  übersieht 
man  auf  der  Stelle,  dass  der  im  Vorhergehenden  für  beliebjge 
gebrochene  Linien  bewiesene  Satz  auch  ganz  allgemein  '  für  alle 
krummen  l^inlen  gilt  ;         -  ;       ;  /    ^         \ 

Dass  man  sich  dieses  Satzes  auch  häuflg  umgekebr);  ayf  ]ße^ 
Stimmung  der  Lage  des  Schwerpunkts  krummer  Linien  zweck- 
mSssig  bedienen  kann,  ist  klar.  Dreht  sich  z.  B.  ein  HitHikreis, 
dessen  Halbmesser  q  sein  mag,  um  seinen, Durchmesser,  so  ist 
nach  den  Lehren  der  Elementar -Geometrie  iij!^7t  der  Inhalt  der 
von  demselben  beschriebenen  Ku^gelflSche.  Ist  nun  ü'-  diu  firrtfer*- 
nang  seines  Schwerpunkts  von  der  Drehungsaxe,  so  ist  der  Weg 
des  Schwerpunkts  w^^^un,  die  Länge  des  Halbkreises  ist  aber 
itszpn^  :Weil  nach  dem  im  Obigen  bewiesenen  /€lalBOt<«n  der 
Inhalt  der  beschriebenen  Kugelflä'che  ist,  oe  ist       M'  •         >    r^t 

woraus  sich   u  =  -^    ergiebt,     was    auch    aus    der    anderweitig 

längst  bekannten  Bestimmung  des  Schwerpunkts  jedes  Kreisbogens 
folgt. 


In  Taf.  IIL  Flg.  4.  sei  Jetzt  ^£C  ein  beliebiges  Dreieck  und 
^N  eine  in  dessen  Ebene  liegende  Axe,.  um  welche  wir  uns  die 
Ebene  des  Dreiecks  gedreht  denken ;  MN  nehme  man  als  or- Axe 
und  0  als  Anfang   eiueft^  itecfatTvlBkligen  Coordinatensystems  der 
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xy  ao»  und  beseicbne  die  Coordioateii  der  drei  Spitzen  A,  B,  C 
des  Dreiecks  in  diesem  Systeme  respective  durch  Xi,  y^ ;  x^,  if%; 
^Mf  99'  ^^^  Drehungswinkel  sei  i  und  V  sei  das  Volumen  des 
^bei  der  Drehaog  von  dem  Dreieck  ABC  beschriebenen  Korpers» 
der  Flächeninhalt  dieses  Dreiecks  aber  werde  durch  F  bezeichnet 

In  dem  ersten  der  beiden  in  der  Figur  dargestellten  Fälle  ist 
offenbar  nach  der  ans  der  elementaren  Stereometrie  bekannten 
Formel  fiir  den  Inhalt  des  abgestumpften  Kegels,  wenn  i  in  Thel« 
len  der  Einheit  ausgedrückt  angenommen  wird: 

-  l<(a?8 — arj)  (yi*  +  yjy,  +  yt*)  > 
also 9  !^ie  man  leicht  findet: 

F=     }toi{yi(y8— ya)  +  (y,«— y2^> 

+  iw^«ly«(yi— y»)  +  (yi^-^s*)! 
+  li^  ly»  (y«  -yi) + (»a*-yi*)  I . 

xund  folglich: 

F=  ii(yi +y«+y8)Ui(y,— y«) +  a:a(yi— y8)+-i%(ys— yi)V 

Nun  ist  aber 

felgHch  nach  dem  Vorhergehenden: 

In  dem  zweiten  der  beiden  in  der  Figur,  dargestellten  Fälle 
ist  auf  ähnliche  Weise: 

—  It  (ara  --  ari)  (yi*  +  yiy«  +  y«*) 

— J«(^3— ^a)(y«*+y2ya +y8*), 

alco,  wi«  man  leicht  findet: 
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und  folgKch: 

Nun  ist  aber 

F=  i(x^-Xi)  (yi  +y8)  —  4(lra— a-i)(yi  +ya)— i(a^»-«a)  (»«+»•) 

also  nach  dem  Vorhergehenden: 

F=if-(yi+ya+y5)F. 

Folglieh  ist  in  beiden  Fällen,  also  in  völliger  Allgemeinheit^: 

F=it(yi+ya+y8)F; 

und  da  nun  naeh  einem  l>ekani^B  Satze,  wenn  u  die  Entfernung 
^s  Sehwerpnnirts  des  Dreiecks  von  der  Axe  beseiebnet» 

«  =  i(yi+y«+ys) 

ist;    so  ist 

F=wF. 

Bezeichnet  aber  ta  den  Weg  des  Schwerpunkts,  so  ist  offenbar 
tosstiCy  also 

V-wF. 

* 

Haben  wir  jetzt  ein  Netz  von  Dreiecken,  deren  FlSchenrSumt 

E*  E*  I'  IT*  C* 

•*^o»    •*^i»    ■*^a>    Z's»***»*^« 

sein  mögen,  und  bezeichnen  wir  die  Entfernungen  der  Schwer^ 
punkte  dieser  Dreiecke  von  der  Drehungsaze  respective  durch 

tfo,     Ulf     ti%f     tf3,.*.«  Unf 

den  Inhalt  des  ganzen  bei  der  Drehung  von  dem  Dreiecksnetz 
beschriebenen  Körpers  durch  F;  so  ist  nach  dem  Vorhergehen- 
den, wenn  t  seine  aus  dem  Obigen  bekannte  Bedeutung  behält, 
offenbar : 

F  =  i(uo*'o  +  «i*'i  +  ««2''a  +  «8'8+-...  +  tt«.F,). 

Bezeichnet  aber  F  den  Flächeninhalt  des  ganzen  Dreiecksnet^ses 
und  tf  die  Entfernung  seines  Schwerpunkts  von  der  Axe,  so  ist 
nach  der  Lehre  vom  Schwerpunkte: 

ttpFp-f  ttiFt+tg2F«  +  t<sF3  +  ....j-tfaF« 


564  Migcetieff. 

also,  weil  offenbar 

ist, 

folglich  nsLtb  dem  Vorb^rgehenileii : 

F=tMF/  '' 

oder,  wenn  wieder  w  den  Weg  des  Scherpunkts  des  Netzes  be- 
zäiclraeti 

r-wF. 

Weil  mttii'  steh  jede  kmikinlMf^  Figur  als  ein  Nets  uneiid- 
lieh  Tieldr  tinendlifch  kleiner  dreiecikigcr  Eleroente  denkee  kano, 
so  ist  klar,  dass  vorstehende  Gleichung  auch  für  alle  kramii- 
linigen  Figuren  gilt,  und  wir  kCnnen  datier  jetzt  den  folgenden 
allgemeinen  Satz  aussprechen : 

Wenn  eine  beliebige  Linie  oder  Figur  in  eioer 
Ebeire  gai^z  auf  einer  Seite  etnei'  inf.  derselbe«!  Ebene 
liegenden  Geraden  oder  Axe  liegt,  und  um  diefe^ii 
die  Ebene  um  einen  beliebigen  Winkel  gedreht  wird; 
so  wird  der  Inhalt  der  von  der  in  Rede  stehenden  Linie 
1»escfh riebe nen  FlSche  oder  des  von  der  in  Rede  ste- 
henden Figur  beschriebenen  Körpers  immer  darge* 
stellt  durch  das  Product  aus  der  Länge  der  Linie  oder 
dem  Iiihalte  der  Figur  In  den  Weg,  weleben  ibr 
Schwerpunkt  bei  der  Dreh-ung  der  Eben«  besehrieben 
hat. 

Hat  z.  B.  eine  Ellipse,  deren  Halbaxen  a,  b  sein  mögen,  am 
eine  Axe  eine  ganze  Drehung  vollendet,  wodurch  ein  Ring  ent- 
standen ist,  und  bezeichnet  u  den  Abstand  des  Mittelpunkts  der 
Ellipse  von  der  Drebungsaxe;  so  ist,  da  abn  bekanntlich  der 
Flächeninhalt  der  Ellipse  ist,  nach  dem  obigen  Satze  abn,^M% 
=  ^abun  der  körperliche  Inhah  des  Ringes,  und  wenn  £  den 
Cmfang  der  Ellipse  bezeichnet*  so  ist  2£ii7c  die  Oberfläche  des 
'Ringes. 

Aehnliche  Beispiele  würden  sich  ieieht.  mebpet>e  .geben  lai- 
sen,  was  aber  hier  nicht  nöthig  ist. 


■*■  * 
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zwei  Beweise  für  die  in  Ardbty.  TU;  J[XXI.  Hefl  4  S.  497^ 
mitgethcihe  Coiistruction  der  ihitUerfeh  Properffonale. 

Von  Herrn  A.  Krüger^  Director  der  konigl.  Realschale  in  Fraattadt. 

I.    Man  denke  sich  CE  (Taf.  III.  Fig.5.)  gezogen  und  von  E 
auf  AB  das  Perpendikel  EF  geftllt,    welches  Aß  in  f  halbiren. 
%vird;    dann  i«t 


d.  h. 


JS;F«=  iiE« -  AF^=CE^-'  CF^. 


ft«  b 

=  a* —  a*—  -j  4-  ä6. 


al««o: 


3]B«=aÄ. 


II.  Nach  der  Construction  sind  die  beiden  Üreie(3ke  ACE 
und  AEB  gleichschenklig,  und  folglich ,  da  sie  den  Basiswinkel 
BAE  gemein  haben ,  einander  ähnlich;   mithin  ist: 

ACxAE^AEiAB, 

a.  h. 

a:AE=^AE:b. 

Anmerkong.  Wäre  auch  ^  BCE  gleidischenklig,  d.  h« 
BE^=siBC,  so  wäre  in  VeHbindung  mit  dem  Vorigen: 

AC:BC=:BC:AB. 

also  die  Gerade  AC  h\  B  nach  dem  goldenen  Schnitte  gelhetit. 
Noch  erlaube  ich  mir  zu  bemerken,  dass  die  von  Gouzy  mit- 
getheilte  Construction  schon  in  dem  darch  seine  Iftterar  *  histo- 
rischen Anfuerku^gen  ausgezeichneten  Lehrbuche  der  Geometrie 
won  Kunze.  Jena  1842.  S.  176.  angegeben  und  ein  Beweis  di^rch 
flie  AehnUchkeit  rechtwinkliger  Dreiecke  geführt  wird. 


Von   dem  Heransgeber. 

■  * 

In  Taf.  III.  Fig.  6.  sei  P  ein  beliebiger  Punkt  einer  mit  den 
beiden  Halbaxen  a,  6  um  den  Mittelpunkt  C  beschriebenen  Ellipse» 
dessen  Coordinaten  CQ,  J^Q  wir  wie  gewohnlich  durch  a:,  y 
bezeichnen    wollen.     Legt    man  nun  durch   P  eine,    die  beiden. 
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nStbigöiifiilU  gebOrtg  veilftogerteii  Axen  in  A  osd  B  sehieidecHte 
Gerade  A'B,  und  »etat  RÄ^u,  PB' z^v,  QA'=zw;   bo  ist 

tr::r  =  ttt9y    also  »  =  —  • 

Nun  ist  aber 


w 


also  nach  dem  Vorhergehenden: 

aux 


t>  = 


\^a«(tt«-62)  +  6«a:«' 


aus  welcher  Formel  sich  ergiebt,  dass,  wenn  die  Linie  A'B'  so 
gezogen  wird,  dass  u=sb  ist^  dann  jederzeit  i>ssa,  folglich 
^'ß'=:a  +  6  ist. 

Dieser  Eigenschaft  der  Ellipse  kann  man  sich  bedienen,  um, 
wenn  mit  zwei  gegebenen  Axen  eine  Ellipse  gezeichnet  werden 
soll,    schnell  mehrere  Punkte  derselben  in  beliebiger  AnzaM  so 
finden.     Sind  nämlich  a,  b  die  beiden  gegebenen  Halbaxen,  so 
siebe  man  zwei  in  dem  Punkte  C  auf  einander  senkrecht  stehende 
Linien  xa-i  und  yyi,  nehme  in  yyi  einen  beliebigen  Punkt  B'  ao, 
dessen  Entfernung  von  der  Linie  jßXi  nicht  grosser  als  a  4-  ^  ist» 
setze  den  Zirkel  in  B'  ein  und  beschreibe  mit  dem  Halbmesser 
oder  der  Zirkelöffnung  a-^b  einen  Kreisbogen,  welcher  die  Linie 
xxi  in  den  beiden  Punkten  A'  und  Ai    schneiden  wird.     Hierauf 
ziehe  ma«^  die  Linien  A'B'  und  Ai'B*,  nnd  schneide  aitC  dee- 
•elbeu  von  B'  ^us  die  Stacke  B'P=:  a  und  B'Pi  =a  ah,  fio  sind 
P  und  Pi  zwei  Punkte  der  zu  beschreibenden  Ellipse. 

Die  weitere  AusRibrung  dieser  Construction,  die  Qbrigens, 
wie  leicht  in  diB  Augen  föltt,  mehrfache  Modificationen  zulSsst, 
zeigt  Taf.  IH.  Fig.  7.  deutlich.  Man  sieht  aus  dieser  Figur  auch 
ohne  Weiteres,  wie  man  durch  ZusammenfOgung  von  vier  Line« 
alen  zu  einem  verschiebbaren  Rhombus  sich  ein  einfaches  Instra- 
ment  zur  Beschreibung  aller  Arten  von  Ellipsen  bilden  kaiuk 
Ob  sich  die  Sache  schon  anderweitig  findet  ^  weiss  ich  nicht« 
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Phyiifodke  ZiisimiiDenkAnikfe  der  43  emleii  *)  kleinen  Plane^ 

ten  während  der  nächsten  Jahre. 

> 

Von 
Herrn  Karl  von  Litirowy 

wlri^lichem  Mi^gliede  der  kilMrÜcheii  Akadeniie  der  WisseDtclittlten^ 

(Au«  dem  Decemberhefte  des  Jahrgangs  1857    der  Sitzungsberichte  der 
madiei|i«^iiatorw.  Classe  der  kais.  Akademie  der  Wissenschaften  zu  Wien 

[Bd.  XXVII.  S.  523.]   besonders   abgedruckt.) 

CÄusitUff  dut  einer  f^  die  Denhschriflen  öesümmlen  AbAatuUung,) 

Die  hier  vorliegende  Aufgabe  theilt  sich  ihrer  Natur  nach  in 
zwei  Theile:  zuerst  sind  die  Orte  aufzusuchen,  in  welchen  die 
Bahnen  der  betrachteten  Himmelskörper  einander  besonders  nahe 
kommen,  dann  die  Zeiten  zu  bestimmen,  zu  welchen  je  zwei 
Planeten  in  diesen  Bahnnäbea  zusammentreffen. 

Den  ersten  Tfaeil  des  Problemes  habe  ich  auf  graphischem 
Wege  im  wesenthehen  auf  dieselbe  Art  zu  losen  gesucht,  die  ich 
in  einer  frGber  bekannt  gemachten  Arbeit  (Jahrgang  1854,  Jan» 
oerheft  dieser  Sitzuogsberjchte)  über  die  Bahnnäben  von  perio- 
dischen Gestirnen  unseres  Sonnensystems  befolgte. 

Es  fanden  sieh  so  zwischen  den  hier  in  Untersuchung  gezo- 
genen 42  Asteroiden  549  Bahnnäben  mit  Distanzen  unter  0*1  der 
halben  grossen  Erdbahoaxe,  darunter  157  von  besonderer  Enge, 
etwa  0*02  Distanz  und  darunter.  Je  zwei  Bahnen  näherten  sich 
einander  an  zwei  Punkten  in  J09  Fällen. 

Die  Vervollkommnung  der  Zeichnungen,  welche  der  Arbeit 
SU  Grunde,  lagen  ^erlaubte  den  Ort  der  Bahnnähe  im  Räume  voll- 
ständig anzugeben,  und  sich  so  zu  überzeugen»  dass  irgend  be- 
sondere Vertheilungen  derselben  nicht  stattGnden. 

Für  die.  nach  solcher  vorläufigen  Kenntniss  der  Bahnnähen 
nun  weiter  nothwendige  genauere  Sichtung  derselben  auf  dem 
Wege  der  Rechnung  habe  ich  nebst  den  bekannten  Näherungs- 
methodeo«  welche  dem  eigentlichen  Minimum  der  Babndistanz  die 
gegenseitige  Entfernung  der  beiden  Curven  in  der  gemeinschaft- 
lichen .Knotenlinie  oder  in  dem  Breitenkreise  der  Bahnnähe  sub- 
stituiren,  eine  Weise  angegeben,  wie  man  ohne  zu  grosse  Weit- 
läufigkeit die. kürzeste  Distanz  selbst  finden  könne,  ^og  es  jedoch 
vor,  diesen  Gang  der  Untersuchung  nicht  einzuschlagen,  sondern 


*)  Bftreh  die  In  Kreiee  eingeedilottciieil  Zahlen  1  bin  42  beutchiiet. 
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J0M  Sichtatig  mit  dem-  «weiieii  Tiidk  4er  Aufgabe  <n  revbtBdeii, 
also  gleich  auf  die  Beattounung  def  Df^(?b2l^lg«zeiten  je  zweier 
Planeten  durch  ihre  bezüglichen  Babunähen  überzugeben  >  eine 
Arbeit»  die  för  den  grossteo  Theii  der  Combinationen  mit  Bahn- 
näben  jedenfalls  durofazafiibreii  ist,.  und.die'gtHlz  ebenso  wie  die 
Griisse  der  Distanz'  über  das  InteressB  yenlach^idet»  Wjelcbes 
einer  Bahnnähe  zukomqit.  Sechs  der  betrachteten  Planeten:  Daphne, 
Harmonia,  Isis,  Laetitia»  Leda  und  Leucothea  fügten  sich  dieser 
Behandlungs weise  nicht»  da  ihre  Elemente  für  eine  solche  Tor- 
ausbestimmung  noch  zu  wenig  genau  bekannt  sind»  und  roussten 
der  empirischen  Verglei<:bfing  ton  Ephemerid^n  vorbehatten  blei* 
ben.  Von  den  übrigen.  36  Hi|iimelskörpern  wurden  die  Differen- 
zen der  Durchgangszeiten  durch  die  betreffenden  Bahnnähen  Dm- 
lauf  für  Umlauf  bis  zum  Ende  de^  laufenden  Jahrhunderts  bestimmt, 
und  einstweilen  diejenigen  Combinationen  herausgehoben,  bei 
welchen  Zusammenkünfte  während  der  nächsten  10  Jahre  (1858 
— 1867)  zu  erwarten  sind.  Ich  fand  im  Oanzfen  19  solcAier  F^fle. 
Die^  näheren  Modalitäten  von  ZusatdmenkQnftf(ti  der  Asteroiden 
lassen  siish  aus  bekannten  Gründe«  immer  nur  für  die  nächste 
Erc^hemung  angeben.    So  hat  mhb  für  das  Jiabr  1958: 

gegeni€iitig9  Dittanx,  Zeit  der  7!ü»anunenkumft, 

Euterpe-tutetla  0039^  Oktober     20. 

Bellona-Meti«  t)0684  November    7i*-«. 

Polyhymnia-Vesta  0.1469  November  17.-19. 

Egeria-Laetitia  01238  December  18,— 16. 

sämmtlich,  wie  man  sieht,,  noch  zu  grosse  Distanzen«  faJa  dass 
man  irgend  besonderen  Wirkungen  dieser  Zusammenkünfte  entge- 
gensehen dürfte.  Da  ich  aber  von  1867  bis  1900  noch  Beiläufig 
50  Zusammenkünfte  auffand,  so  kann  man  der  Ffoffnung  Raom 
geben,  in  niclit  zu' ferner  Zukunft  einem  ü^irkfich  tnerkwSrdlgeii 
Phänomene  dieser  Art  zu  begegnen.  '  '    ' 

Ich  hatte  die  Arbeit,,  deren  Ergebnisse  tiicfr  kfans  angedeutet 
wurden,  voliig  beendigt,  als  mir  voVi  Herrn  0.  L'fnsser  in  Son* 
neberg  bei  Coburg  eine  Behandlung  des  ersteh  Theilts  vorliegen- 
den Problemes  für  dieselben  42  Asteroiden  zuging,  die  sieb  voo 
fneinem  Standpunkt*  dadurch  wesentlich  unterscheidet,  dass  ffenr 
Ijiiisser  lediglich  auf  dem  Wege  der  Rechnung  die  BirtinnSbeo 
>ufsucbt.  Er  entwirft  nämlicb  fiir  sammtliche  Planeten  TaMßi 
die  von  6®  zi;  'S^  der  Län^^e  den  Radius  Vector  und  die  Br«tte 
des  Planeten  geben.  Die'  Verglelchung  zweier  solcher  Tafeln 
lehrt  ihn  beiläutig  die  Punkte  kennen,  in  welchen  zwei  Babneo 
eiifcander  nahe  üegem  .:Uuri;b  die  Bestimmung  der.Pietan»  eolwe- 
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der  in  der  fremelnsamenKifotenKufe  oder  in  einem  jenen  Punkten 
Aab^li^gen^en  ^nei^nkre^e  ^rntsd^eidet  er  dai^n,  eb  eine  wirk- 
fif;i|Q  B^J[i^ii$li^  jinni^rbaib;  d^r  ^i|ge|ioinn)enei»  Grenze  O'l  stattfin- 
det^ Oiß  VergleicVuog  ^iner.  Arbe'^t^  welche  er  mir  in  meine 
,AJi^ndlung!,^psziJig8 weise  aufzunehmen  geetajt^ete,  mit,  meinen 
Resul^ten  ai^eigt  ein:^  ifii^allgemeineii  befriedigende  Üebej^mstiiQ- 
luangy  befi'e;ist  aber  z^leicliy  da^s,  vrie  ich  von  vernber^in  y^r- 
muthete,  jene  beiden  abkürzenden  Voraussetzungen  eiiie  Meege 
merkwürdiser  Fälle  .fibersehen  lassen.  Herr  Linsser  hat  so  123^ 
mitui^ef  ^eni*  enge  Bahnnähen',  die  ich  auffänre,  nicht,  während 
In  meinefZusämin^iibt^lInn^  keine  der  *bei  ihiti't'oi'komnienden  fehlt. 


Ueber  ein  merkwürdiges  Neben -Sonnen -Phänomen. 

«    * 

Beobar.hlvt  sif  Cnlii^  ^.  d..  W»  anK^SUten  April  1856  Ti)n  Herrn  Kuhte, 
dauiaU  Lehrer  an  der  Realschule  zu   Culm,   jetzt  Lehrer  der  Mathe- 
matik und  Naturwissenschafl  Ott  GjfBnaftiitm  «u  L^'ck. 

(\I.  8^  Taf.  IIL  Fig.  8.) 

Um  die  Sonne  als  Mittelpunkt  zeigten  sich  zwei  ziemlich 
▼oilständige  Kreise  von  etwa  223^  und  45^  Halbmesser^  von 
denen  der  kleinere  sehr  viel  schwächer  als  der  andere  war,  auch 
mit  Aufliiiahme^  ]^6ines  obersten  Theiles  ohne  Regenbogenfarben. 
Die  Nebensonnen  ii;i  kleineren.  Kreise  waren  äusserst  glänzend, 
nach  der  Sohne  zu  roth,  nach  aussen  hin  blendend  weiss.  Der 
zugehurij^e  Befuhrungsbogen  hatte  nur  wenige  Grade.  Der  zweite 
Kreis  um  die  Sonne  war  nach  Süden  und  Osten  bin  fast  voll- 
ständig ausgebildet,  etwa  |  so  breit,  wie  der  gewuhnliche  Kegeii- 
bogen,  und  glänzte  hier,  wenn  auch  nicht  überall  gleich  lebhaft, 
in  j  devvf  <^P')'^eip  liegenbogenfarben.  Sein  ßeruhrungsbogen  um- 
fasste  fas^t  einen  Halbkreis  und  war  sehr  deutlich  ausgebildet. 
Der  Mittelpunkt  beider  Berührungsbogen  tag  scheinbar  im  Zenith. 
Die  Lage  der  fünf  Nebensonnen  erhellt  ausser  Figur.  Die  weisse 
Nebensonne  im  Süden  hatte  nor.sehr  matten  Glanz;  die  beiden 
in  SO.  und  NW.  waren  hellglän;send.  Die  letzteren  beiden  ge- 
bOrtien  ihrer  Lage .  nach  einem  dritten  concentrischen  Kreise  um 
die  Sonne  an,  dessen  Haftbmeeser  90^  betrug;  von  diesem  Kreise 
setb^  aber  WäY  n^(ihts  zii  bemerken.  Die  einzelnen  Theile  des 
Phänomens  verschwanden  nach  und  nach,  zuletzt  die  beiden 
farbigen  Nebensonnen. 

Naeh  elftem' Berichte  aus  Bremberg  ist  das  Phätioin^n  dort 
lange"  Glicht '180  vollständig  gesehen  worden,  wiie  ftiet  in  Culm. 
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Von  dFem  Heraii«|^ber. 

Wenn  cTie  Linie  4 A  (Tat.  III.  Flg. 9.)  in  C  nach  dem 
Süsseren  und  mittleren  VerhSitnisse  gethellt  ist«  fiber 
AB  als  Durchmesser  ein  Hahbkreis  beschrieben  und 
in  Cauf  AB  ein  Perpendikel  errichtet  wird«  welches 
den  Halbkreis  in  D  schneidet«  so  ist«  wenn  BC  der 
grossere'  der  beiden  Tfaeile  AC  und  BC  ist«  immer 
AD  —  BC. 

Weil  nämlich  AB  in  C  nach  dem  Süsseren  und  mittleren  Ver- 
bältnisse getbeilt  und  BC  der  grossere  Tbeil  ist«  so  ist 

AC:BC=BC:AB. 

Nun  ist  aber: 

AD^=:ÄC^+Cm,    C&z=zAC.BC% 

also : 

ÄEß^ÄU^^^AC.BC=AC.{ACi^BC)=:AC.AB, 

folglich«   weil  nach  dem  Obigen 

AB-^ 
'^^''  AC 

isti 

=  ^^'J^^^  BC^s    AD  =  BC,  w.  z.  h.  w. 

Diesen  Satz  habe  ich  aus  J.  Kepleri«  Astronom!«  Opera 
omnia  edidit  Ch.  Frisch.  Volumen  I.  Pars  L  p.35«  ent- 
lehnt. Ist  derselbe  noch  nicht  bekannt«  was  ich  nicht  weiss«  so 
kann  er  eine  leicht^  Uebungsaufgabe  abgeben. 

Zöge  man  BD,  so  wäre 

Tm^z=:m^^  +  10D^=BCHAC.BC=BC.(AC^BC):=:^ßC.Aß, 

also  nach  dem  Obigen: 

bc.bO    bc^ 


Blfi^ 


AC      ~  AC* 


Berichtigiing.  • 

Tbl.  XX%.  S.  858.  Z.  3«  Y.  Q.  ttatt  «»eiiigt«chrieber'<  Sftoe  Mi 
„ «ingesch  rieben  er.  *' 

ThI.  XXXI.  S. 217.  und  S.218.  setze  man  überall  Hei«  etott  Hein. 

Statt  der  Seitenzahl  „464"  io  Tbl.  XXXI.  steht  fäUchlich  „444/' 

ThI.  XXXI.  S.244.Z.  17.  «tatt  „einfache''  e.  ro*  „einfach.** 

Thl.  XXXII.  S.  140.  Z.  19.  T.  Q.  statt  ««ihm"  seUe  man  «,ihn.** 


^runeri:  il€Mif€ik94t%'urMMterf.per$p€€t.EHehnim99n»€te.S&l 
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N^ae  Methode  zarEntwerfung  perspectitiscfaer  Zeich^ 
Hangen ,  nebst  einer  streng  wissenschaftlichen  Starstel- 

lang  der  Perspective  überhaupt    :  ; 


'.'  ni 


VOQ 

dem  Herausgeber. 


E  i  n  I  e  j  t  u  D  g. 

Die  Petspecthre  ist  eine  der  ältesten  mathematischen  Wis- 
senschaften,  Und  verdankt  ihre  Entstehung  den  zeichnenden  und 
architektonischen  Künsten ,  so  ivie  die  ebene,  sphärische,  '^^phä- 
roldlsebe  und  ^xodromische  Trigonometrie  ihre  Entstehung  der 
Geodäsie»  Astronomie  und  Nautik  verdanken«  An  Bearbeitera 
der  Perspective  hat  es  daher  auch  unter  Malern  und  Architekten 
tu  kein^  Zeit  gefehlt,  und  mehrere  berühmte  Mathematiker  haben 
dieser  ^Wissenschaft  ihre  Kräfte  gewidmet.  Aber  ungeachtet  die^ 
ser  vielfachen,  seit  dem  ersten,  mehr  wissenschaftlichen,  jedoch 
angedruckt  gebliebenen  Tractat  von  Leonardo  da  Vinci,  anf 
den  er  «ich  in  seinem  Werke  über  die  Malerei,  welches  lange 
mach  seinem  Tode  herausgekommen  ist,  häufig  bezieht,  oft  wie« 
derholten  Bearbeitungen,  steht  die  Perspective  immer  noch  auf 
der  Stufe  der  Kindheit,  und  lässt  sowohl  in  Bezug  auf  wahre 
wissenschaftliche  Behandlung,  als  auch  auf  die  Allgemeinheit  der 
Methoden,  nabh  denen  sie  ihre  graphischen  Darstellungen  aus* 
itlfcrt,  noch  sehr  Vieles,  ja  fast  Alles  zu  wünschen  übrig.  Einen 
bedeutenden  Schritt  vorwärts  hat  indess  jedenfalls  im  Jahre  1820 
der  Engländer  Farisch  gethan,  welcher  zuerst  den  gewiss  sehr 
glüeklteben  und  fruchtbaren  Gedanken  fasste,  den  graphischen 
Darstellungen  der  Perspective,  wenn  auch  freilich  in  sehr  beschränk-' 
tem  Sintie,  -  ein  eigentbümliches  System  persp^ctivlseher  Coor di- 
nateti^^  SU  Grunde  zu  legen,  woraus  gegenwärtig  die  freilich  mit 
deoi  nicht  eben  gltcklich  gewählten  Namen  „Axonometrie'*  oder 
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^» AxoDometrische  Pröjections- Methode''  belegte  graphische  Da^ 
stelluDgsmethode  hervorgegangen  ist»  welche  jetzt  so  häufig  bei 
der  Zeichnung  von  Maschinen  und  anderen  Gegenständen  in  Ab* 
Wendung  gebracht  wird.  Aber  der  von  dem  Erfinder  dieser  jeden- 
falls sehr  verdienstlichen  Methode  und  allen  seinen  Nachfolgero 
festgehaltene  Gesichtspunkt  ist  viel  zu  eingeschränkt»  und  hat 
bis  jetzt  der  eigentlichen  Perspective  gar  keine  Frucht  getragen; 
denn  bei  den  sogenannten  axbnometrischen  Darstellungen  wird» 
wie  man  gewöhnlich  sagt»  das  Auge  des  Beschauers  in  eine  un- 
eiidlicli  grosse  Entfernung  von  der  Tafel  versetzt»  cBese  I>ar8tii* 
Inngen  liefern  eigentlich  gar  nichts  weiter»  als  die  orthographi* 
scheii  Projectionen  der  abzubildenden  Gegenstände  auf  der  Tafel, 
und  bieten  vor  anderen  Zeicbnungsmethoden  dt<$ser  Projectienen 
dem  Zeichner  in  der  That  eigentlich  nur  den  Vortheil  dar»  dass 
er  bei  jeder  Lage  der  Tafel  gegen  den  abzubildenden  Gegenstaad 
die  Zeichnung  ziemlich  mit  gleicher  Leichtigkeit  auszufahren  im 
Stande  ist.  Ich  habe  mich  daher  seit  längerer  Zeit  damit  beschSf* 
tigt»  den  glücklichen  Gedanken  von  Farisch  ffir  die  Perspedtre 
Im  Allgemeinen .  fruchtbar  zu  machen»  und  will»  wie  mir  dies  ge- 
lungen und  von  welchen  Grundansichteti  ich  dabei  ausgegangen» 
bevor  ich  zu  der  Ausführung  im  Einzelnen  jßbergehe»  zuerst  in 
der  KQrze  in  einigen  allgemeinen  (Jnurissen  darle^eu. 

'  Die  Perspective  ist  eine  in  den  weiten  Kreis  <l^r  Anwendung 
der  Mathematik  gehurende  Wissenschaft.  So  wi#  die  GeodUe^ 
musjs  sie  allen  ihren  Operationen  gewisse»  durch  unmitlelbaie 
Messung  gewonnene  und  allein  nur  zu  gewinnende  Data  zu  Grunde 
legisn»  welche»  mögen  sie  nun  Linien  oder  Winkel  seitf»  jede^ 
zeit»  durch  eine  gewisse  Maass- Einheit  ausgedröckt»  in  Zahlen 
gegeben  sein  werden.  Wenn  nun  auch  die  Operationen  der  Per> 
spective,  selbst  eigentlich  ganz  graphischer  Natur  sind»  so  bat  sie 
dies  doch  insofern  ganz  mit  der  Geodäsie  gemein,  dasa,  wie  ia 
dieser  die  Anfertigung  eines  Plans  oder  Risses  der  ortbogri^bi- 
$chen  Projection  des  abzubildenden  Gegenstandes  auf  ei^er  iwn^ 
aoiitalen  Ebene»  welcher  eine  der  orthographischen  Projectien  nach 
geometrischen  Begriffen  ähnliche  Figur  ist»  als  letzter  und  eigeul* 
lieber  i&veck  sich  ergiebt»  auch  ihre  Ahsichl  lediglich  auf  die 
E^tiv0rfiing  eines»  freilich  auf  ganz  anderen  Grundsätzen,  die  hier 
f&gllch  im  Allgemeinen  als  bekannt  vorausgesetzt  werden  k$iNie% 
beruhenden  Plans  oder  Risses  des  abzubildenden  Gegenstandes 
gerichtet  ist.  Man  weiss»  mit  wie  gi^ossem  Vortheil  für  die  Ire* 
nauigkeit  die  Pläne  der  Geodäsie  jetzt  vielfach  mit  HOlfe  red^ 
virinkliger  Coordinaleo»  die  ganz  der  orthographischen  Proje^oo»- 
roetbodefund  den  geodätischen  Operationen  Oberhaupt  entspi^eehea» 
entworfen  werden»  Vielehe  Coordinaten  aber  in  allen  FäUen.  trat 


neM  0mer  igr^y  mi9HmcK  BrntmiL  dir  PertpeOite  ^^erkat^StH 

«a«  deo  dorcb  oDmitttltore  ttMmng  gewonneoeii  Daten  l^eOBcli* 
u%t,  und.danfl  nach  eittCfli  gewissen  Teijfingteo  Maassstafee  mit 
ftUernor.raSglicheii  Genauigkeit. aufgetragen  werden  mfissen,  wor^ 
aos  dann  nach  und  nach  der  ganze  zu  entwerfende  Riss  odet 
Plan  hervorgeht.  Eine  ganz  ähnliche  Methode  niu0S  nach  meiner 
Meinung,  unter  Zugrundelegung  eines  anderen  zweckents|»rechen« 
den  Coerttinatensystems,  bei  der  Anfertigung  aller  perspeetivischen 
Risse  oder  Pläne  befolgt  werden,  wenn  die  Perspective  überhaupt 
auf  diNi  Mamen  einer  mathematischen  Wissenschaft  soU  Ansprucb 
»aehen  dihfen.  Erstens  müssen  also  jederzeit  gewisse  Data 
durch  unmittelbare  Messung  mit  den  dazu  geeigneten  Inslrumea<« 
t€»,  ^abet  unter  Anwendung  einer  möglichst  geringen  Anzahl  voo 
Hüifsmitteln,  gewonnen  werden;  und  ich  werde  Im  Folgenden 
mmeDtlicb  zeigen,  dass  dazu  blosse,  aus  einem  einzigen  Stand« 
punkte,  dem  Orte  des  Auges,  vorgenommene  Winbelmfessungen 
völlig  ausreichen,  so  dass  künftighin  vielleicht  ein  kleiner  zweck« 
massig,  aber:  keineswegs  v<m  der  gewöhnlichen  ConstructioA 
vreaentlicb  abweichend  eingerichteter  Theodolit  das  beste  und 
bequemste  Instrument  zur  Gewinnung  aUer  bei  der  Ausführung 
perspecdviscber  Zeichnung  noihwendigen  Data  sein  dürfte.  Z  welr 
tens  muss  auf  der,  zur  Aufoahme  der  Zeichnung  bestimmten 
Tafel,  deren  L4g^  im  Räume  natürlich  auf  eine  gewisse  Weise 
Tollkommen  bestimmt  sein  muss,  ein  zweckentsprechendes  Coor- 
dinatensystem  angenommen  und  mit  Hülfe  einiger  vorher  auszu* 
führenden  einfachen  Rechnungen,  oder  auch  bloss  mittelst  gra- 
phischer Metdoden,  genau  verzeichnet  werden,  auf  welches  die 
mittelst  möglichst  einfacher  Formeln  aus  den  durch  Messung  ge- 
wonnekien  Daten  berechneten  perspectivischen  Coordinaten  der  zu 
entwerfenden  Punkte  zu  beziehen  sind  und  nach  einem  genauen 
Maassstabe  aufgetragen  werden  müssen.  Drittens  müssen  end- 
licrfa  aus  diesen  aufgetragenen  Coordinaten  mittelst  einer  beson- 
deren Constrnction  durchaus  bloss  auf  graphischem  Wege  die 
perspectivischen  Projectionen  der  abzubildenden  Punkte  gewon- 
nen werden.  —  Auf  diesem  Wege  werden,  sehr  zum  Yortheil 
m<}gUchster  Genauigkeit,  Rechnung  und  Zeichnung  zweckmässig 
mit  einander  verbunden,  und  man  scbliesst  sich  gSnz  der  Methode 
aa,  welche  gegenwärtig  als  die  einfachste  und  genaueste  bei  der 
Entwerfung  geodätischer  Pläne  oder  Risse  immer  mehr  und  mehr 
anerkannt  wird  und  sich  immer  mehr  und  mehr  Geltung  in  der 
Praxis  verschafft;  die  Perspective  selbst  aber  wird  nach  meiner 
M^nuiig  erst  auf  diesem  Wege  zu  ein^r  wirklichen  praktischen 
in^hematischen  Wissenschaft  erhoben,  ein  Mame,  auf  den  sie 
bisher  gewiss  nicht  Anspruch  machen  durße.  Bemerken  will  ich 
Oii^Qb»   dass  n^^an  nicht  selten  die  Meinung  aussprechen  hört,  die 

a5« 


Op«nifiaii«D  der  Perspective  «eien  dvrckaos  gimpUscher 
^e  nribee  eich  daher  der  Reebooiig  fass  estBcfabgeB: 
allen   ihren  Reevltaten  blesa  doFch  geönetrisebe 
gelangen.    Dies  ist  aber,   wenigstens  im  Sinne  der  reuea  6es- 
metrie,  der  man  die.  Perspective  gern  einverietben  niuchtc,   gen- 
deza  mmiögiicfa.     Denn   in  jener  Wissenschaft   werden  alle  der 
Auflösung  der  verschiedenen  Aofgabenao  Gmadez«  icgtsdes 
Data  ivirkKcfa  verzeichnet  oder  constrnirt  verliegend,    nie  in  Zah- 
len,  in  einem  bestimmten  Maasbe  ausgedrfickt,  gegebmi  gedacht, 
wo  dann  freilich  Lineal  und  Zirkel  aar  Aoflcisung  aller  Aufgaben 
bnvreichen;    die  Perspective  als  solche  Ist  aber  eine  praktis^ 
Wissenschaft  and  wHI  nichts  Anderes  sein ;   die  ihren  Zeicfanao- 
gen  zü  Grunde  ao  legenden  Data  kOnnen  nur  durch  nnmitfelbare 
Messung  mit  Maassstab  und  Winkelmesser,    oder  mit  letztere» 
allein,   gewonnen  werden,   und  bei  deren  Benutzung  flff  ^iie  m 
entwerfende  Zeichnung  wird  man  also  iranoer  wieder  den  TeijfiDg« 
ten  Maassstab  i|nd  den  Transporteur  zar  Hand  nehmen  mfissen, 
was  die  damit  aufzutragenden  Grössen  wiederum  in,   unter  aUei 
Umständen  am  Besten  und  Einfachsten  aaf  dem  Wege  der  Aeclh 
nang'  zii  erhaltenden  Zahlen  gegeben  voraussetzt,  wedurefc  jedea- 
falls  ein  wesentlicher  Unterschied  zwischen  diesen  und  den  rtia 
geometrischen  Constructionen  bedingt  wird.    Daher  führt,  eben  so 
wie  in  der  Geodäsie,   auch   in   der  Perspective  eine  Verbindun» 
der  Rechnung  und  Zeichnung  zu  der  besten,  der  einfachsten  nnd 
genauesten   Methode;    was  mittelst* des  verjilngten  Maassstabes 
.  nnd  des  Transporteurs  aufgetragen  werden  muss,  moss  vorher  auf 
dem  Wege  der  Rechnung   erhalten   werden;    bei  Allem,    wobei 
sum   Auftragen   Lineal    und   Zirkel   genOgen,   ist  die  Rechnung 
gänzlich,  au  vermeiden  und  bloss  die  Construction  in  Anwendung 
zn  bringen. 

Was  ich  vorher  nur  ganz  in  allgemeinen  Umrissen  dargelegt 
habe,  werde  ich  nun  im  Einzelnen  entwickeln,  und  werde  dabei 
alle  Formeln  und  Gleichungen  in  grösster  Allgemeinheit  zu  ge- 
winnen suchen,  was  zwar  für  den  nächsten,  hier  zn  erreichenden 
Zweck  nicht  unbedingt  erforderlich ,^  aber  nothwendig  ist,  wenn 
man  zugleich,  zu  den  Grundlagen  gelangen  will,  welche  ein  leich* 
tes,  noch  weiteres  Fortschreiten  auf  dem  im  Folgenden  vorge- 
zeichneten Wege  möglich  machen« . 

Im  Allgemeinen  bezwecke  ich  aber,  um  dies  nochmals  mi 
Bestimmtheit  hervorzuheben,  durch  dre  folgende  Abhandlung  der 
Perspective  eine  solche,  theoretisch  und  praktisch,  wissenscbafl- 
Hebe  Form  zu  geben,  welche  es  mliglich  macht,  durch  geeignete 
Meilsuhgen  mit  zweckmässigen  Instrumenten  perc^peötlvi^chcl  Risse 
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oder  Pläne  von  gegebenen  Objecten  mit  derselben  Sicherheit  auf 
€l«in  Wege  der  Rechnuiig  pnd  Zeichnnij^ , a^i  entwerfen,  wie  die 
^^eodSsie  die  ihren  Ziveeken  entsprechenden  Risse  oder  Pläne 
zu  entwerfet  l^rt«  die  Perspeistive  also  zu  d^setben  Voltkom^ 
nieoheit  zu  erheben ,  wie  sie  die  Geodäsie  schQ.n  läneat  besitzt« 


I  ■ ' 


5.  1. 

,  f  .  •       ■  .  .  .  .  ; 

Ort   des   Auees. 
.  Bestimmung  4er  Lage  :der  Tafel*. 

Allen   unseren  üntersucliuneon    ein   rechtwinkliges   Coordina-.- 
tensystem  der  xyi  zu  Grunde  legend,  werden  wir  im  Folgenden 
den  Ort  des,  Aiiges  immer  durch  (FGH)  bezeichnen,  so  dass  also 
F,  G,  H  die  Coordihaten  des  Auges  in  Bezug  auf  das  angehom« 
iii<9oa  rechtwinkHge  Coordinatensystem  der.;r^r  sipd. 

« 

Die  Lag^  der  Tafel  kann  auf  sehr  verschiedene  Arten  be- 
samt werden,  von  denen  jedoch  im  Folgenden  hauptsächlich' 
nur  zwei  An'^endong  finden  sollen,  die  wir  daher  jetzt  etwa» 
näher  erläutern  wollen. 


1  > 


Im  Allgemeinen  hat  die  Gleichung  der  Tafel  die  Form 

1) ^a:  +  Ä^+Cz  +  /)  =  0. 

Sind  nun  aber  a,b,e  fie  Coordinaten  eines  gegebenen  Punk- 
tes, durch  welchen  die  Tafel  gelegt  ist,  «o  ist 

und  die  Gleichung  der  Tafel  erhält  die  folgende  Fonii:  * 

Bezeichnen  ferner  a' ,  6',  c'  die  Coordioaten  eines  anderen  Punk- 
tes und  A,  ft,  V  die  180^  nicht  übersteigenden  WjnkeU  welche  der 
eine  der  beiden  von  dem  Punkte  (a'b'c')  ausgehenden  Theile 
einer  durch  diesen  Punkt  gelegten ,  auf  der  Tafel  senkrecht  stehen- 
den Geraden  respective  mit  den  positiven  Theilen  der  Azen  der 
X9  y,  z  einschliesst ;   so  sind 

' cosi         cos^        .cosv 

die  Gleichungen  dieser  Geraden,  und  weil  dieselbe  auf  der  Tafel 
senkreebt  steht ,  so  hat  man  nach  den  Lehren  der  analytischen 
Geometrie  die  Gleichungen 


tIMß'rumert:  iMuMHkod«*urSia)terflmifenpte(.Xete»mmfem, 

4>  jt a^s- 

*      ' eosX      cosfi       C08V* 

woraus  #icb  nach  2)  als  Gleichung  der  Tafel  die  Gleichung 
5)  .  .  .    (x — ä)coaX  +  (y — 6)cosfi  +  («  — c)cosv=:0 

ergiebty  unter  welcher  Form  wir  die  Gleichung  der  Tafel  im  Fol- 
genden meistens  in  Anwendung  bringen  werdeo. 

Obgleich  es  an  sich  willkuhrlich  ist,  auf  welchen  der  beiden 
▼on  dem  Punkte  (a'b'c')  ausgehenden  Theile  der  in  Rede  stehen- 
den Geraden  die  Winkel  X,  f*,  v  sich  beziehen,  so  wollen  wir 
grösserer  Bestimmtheit  wegen  dazu  doch  immer  den  Theil  dieser 
Geraden  wählen  ^  welcher  von  dem  Punkte  (a'b'c')  aus  nach  der« 
selben  Richtung  hin  geht«  wie  von  dem  Anfange  der  Coordinaten 
aus  das  von  demselben  auf  die  Tafef  gefällte  Perpendikel. 

U^brigens  erhellet  leicht,  dass  unter  der  vorhergehenden  Vor- 
aussetzung If  ft,  V  die  180^  nicht  fibersteigenden  Winkel  sind, 
unter  welchen  die  auf  den  positiven  Seiten  der  Ebenen  der  ^ 
%Xf  xy  liegenden  Theile  der  Tafel  nach  der  Seite  derselben  hisj 
auf  welcher  der  Anfang  der  Coordinaten  liegt,  gegen  oie  EbeoMi 
der  yzj  zXf  xy  geneigt  sind,  so  dass  also  nach  5)  durch  diese 
drei  Winkel  und  den  Punkt  (abc)  die  Lage  der  Tafel  immer  voll- 
kommen  bestimmt  ist.  .    .     . 

Man  kann  die  Lage  der  Tafel  auch  durch  die  drei  Punkte 
bestimmen.  In  denen  von  ihr  die  drei  Coordinaten  -  Azen  geschoit- 
ten  werden.  Denn  bezeichnen  wir  die  mit  ihren  gehörigen  Zei- 
chen genommenen  Entfernungen  der  drei  Durchschnittspunkte  der 
lafel  mit  den  Axen  der  x,  y»  x  von  dem  Anfange  der  Coordina- 
ten, welche  wir  die  Parameter  der  Tafel  nennen  wollen,  respec* 
tive  durch  p,  g,  r;  so  haben  wir. offenbar  die  drei  folgendes 
Gleichungen: 

aus  denen  sich 

p'  q'  r- 

und  folglich  nach  1)  als  Gleichung  der  Tafel  die  Gleichung 

6) *+s:  +  £=i 

ergiebt. 
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Man  kann  leicht  l,  fA«  v  aas  p^  q,  r  und  umgekehrt  p,  q,  r 
aus  u,  b,  c\   l,  u.  Iß  herediDeo. 

Ans  den,  aus  dem  Obigen  sich  unmittelbar  ergebenden  Glei- 
chungen 

.COSA        COSfi     .  cosv  Z'  Y       "^^ 

folgt  nSmIich  auf  der  Steile«  wenn  man  mit  den  ersten  Gleichun- 
een  in  die  zweiten  dividirt:  '        ' 

p  cos  il  =s  9  cos  fi  .=  r  cos  V ; 

»ad  nimmt  man  nun  hierzu  die  bekannte  Gleichung 

;.  .  ,.'■'■. 

'  cos  X*  +  CÖSft*  +  COSV*  =s  1 , 

sd'hat  man  zur  Bestimmung  von  l,  p«  v  drei  Gleichungen  «.durch 
deren  Auflösung  sich  leieht  die  folgenden  Formeln  ergeben^  In 
denen  überall  die  oberen  und  unteren  Zeichen  sich  auf  einender 
bcfziehen: 


'  1  I  '  9^ 

7j  )cosf»=i: — p  -f  oder   8)  <C08|tA=:db  ^ 


1+1+1  J  V^pV+9'^+>^' 


*'   P'   9 


C08V=:Jt r-  f  COSV=± 


PO' 


f 


^  '  ^   p*'  q'' 


VVV+7*»'Hr*P*' 


.wobei  man  zu  beachten  hat,  dass  in  den  Systemen  7)  und  8)  äie 
Zeichen  durchaus  in  keiner  Beziehung,  zu  einander  stehen,  indem 
hier  und  im  Folgenden  eine  Beziehung  der  obefen  und  unteren 
Zeichen  auf  einander  im  Allgemeinen  immer  nur  in  jedem  einzel- 
nen Systeme  für  sicli  Statt  findet,  was  sich  übrigens  auch  ga^z 
von  selbst  versteht. 

Aus  den  obigen  Fotmeln  ergiebt  sich  ferner  unmittelbar: 


dßßl^un^ri:  i^eue  Meifu^  wr  St^o^fan^pfß^feOi  Z$iQkmm§em, 


.  A 


m/       1.11       If   ö»o«4-o2r«  +  i 


pV  +  ^^*+»-V* 


9) 


sinvss 


rr«  +  -.a  +  -.a 


und  mit  Beziehung  der  oberen  und  unteren  Zeichen  auf  einander 
in  jedem  der  beiden  folgenden  Systeme: 


10)  |tangf»=±j^i+^,  oder  U)  |  tang^=±^^i^^±£?. 

Aus  der  Gleichung  5)  der  Tafel  ergeben  sich  unmittelbar  die 
drei  folgenden  Gleichungen: 

(p—  a)cos  i  -*  6cosfi  —  ccos  V  =^  0, 
.    — acosil  •+ (^  — ft)cosfft— cco8vx=0, 
-^«cosA  —  ftcosfi  +  (*• — c)cosi/=30; 

aus  denen  man  zur  Bestimmung  von  p%  q»  r  aus  a^b,  c;  X,  (t,  ¥ 
uninittelbar  die  folgenden  Formeln  erhält: 

*        '  '  '  . 

atiosA-f-Acnfift-t-ccosv 

^^^       ^    cosA  • 

,_^                    y         acosA+Äcosfi+iJcosV 
12)    ...      \  y= --^^ * 

aco9A4- 6cosu-|-ecosv 

rss: — '■  '  ■   '  ■ *         -      . 

cosv  . 


Fällen  wir  von  i^m  Anfange.diBr  CoDtdioaten  auf  die  Tafel 
ein  Perpendikel,  und  betzeichnen  die  Coordinaten  des  Dnrch- 
scfanittspnnkts  dieses  Perpendikels  mit  der  Tafel  durch  A,  B,  C; 
60  haben  wir  zo  deren  Beätfmtuung  die  folgenden  Gleichungen: 


Ä  »  C 


'*  •.      A  "       .K       '      •         t:  .'       ."  .'...,.'»>",; 


.,       CQSil  COS|A         C08V* 

*  *  •  

(A  — a)cosil,  +  (B— ft)costt  +  (C  — c)cosv2=0; 

aos  denen  man  zur  Bestimmung  von  A»  B^  C  leicht  die  folgen- 
den  Formeln  erhält: 


ü  =  (acosil-f  6cosfi-f  ccosv)co8^,. 

13)  .  .  ^.    i  B=(acosil-f  ftcosfi-f ^cosv)cosfLy  . 
V  C!  =  (<9CosX-j:6cosfi-f;<^cosv)cosi'; 

und  bezeichnen  wir  nun  die  E^ntfernung  des  Anfangs  der  Coordi- 
naten von  der  Tafel  durch  11^  so  ist  ^ 

* 

also  nach  13)  offenbar: 

J^=  ±  («cos  il  +  6  cos  tt  +  ccos  v) , 

'  -  .  '  *■ 

indem  man  das  obere  oder  untere  Zeichen  nimmt ,  jenachdem  die 
GrOsse  acosA. -f  ^coisfi  ^  ccosv  positiv  oder  negativ  ist.  Nach 
\%)M\  ^ber    .  ^     < 

ocosil  +  6co8fi  +  cco8V=rpcosi  =  ^cosfi=:rcosv;'    '     ' 

ond  erinnert  man ^  sich  liuh  aus  dem  Obigen  an  die  Bedeutung 
von  p,  ^,  r  und  der  Winke!  X,  ft,  v,  so  wird  auf  der  Stelle  er- 
hellen, dass  z.B.  p  immer  positiv  oder  negativ  ist,  jenachdem' 
X  zwischen  0  und  90^  oder  zwits^chen  90®  und  180®  liegt,  jenach- 
dem also  cosX  positiv  oder  negativ  ist,  woraus  sich  erglebt,  dass 
p  und  cos  iL  jederzeit  gleiche  Vorzeichen  haben,  also  pcosil,  und/ 
nach  dem  Obigen  folglich  auch  die  Grosse  acosil-|-6cos|ti-|~^('osv 
stets  positiv  ist,  weshalb  nian  also  allgeniein 

14)  .    .    .    .     21==  Äcosl +  A  cos ft  +  c  cos  V 

zu  setzen  berechtigt  ist. 

Fällen  wir  ferner  auch  von  dem  Auge  {FGH)  auf  die  Tafel 
ein  Perpendikel  y  und  bezeichnen  die  Coordinaten  des  Durch- 
Bcbnittspunkts  dieses  Perpendikels  mit  defTaf&r durch  X,  Y,  Z; 
so  babemwir  zu  d^r^n  BesÜmmung  die  GleichttUges : 


37Ö  Grüner  t:  Neue  Methode  %ur  Enüterfling  perepeei,  ZeiMmmeii, 

X-'F      r^G      Z^Ü 

COSÄ     "^    COÄft  CÜBV  ^ 

(X — a)cosl  +  (F— A)co8ft  +  (2?— c)cosv=0; 

ans  denen  man,   wenn  maxi  die  letzte  Gleichung  anter  der  Form 

(i— F)co8A  +  (F- G)cogjÄ  + (Z— jff)co«v 
=  —  |(F— a) cos A  4-  (G— 6)co8 fi  +  (-ST— c) cos v} 

darstellt,    zur   Bestimmung   von    X^  F»  Z  leiobt    4'^    folgeadeo 
Formeln  erhält: 

15) 
jr—F= -{(/'- a)cosX  +  (G--6)cd8  fi  +  (Ä'-c)cosvlcösA, 
F—  G = — t  (F—  a)  cos  X  +  ( G-  h)  cös>  +  (Ä^—  c)  cos  v\  cos  fi, 
Z  —  /f = — { (F—  a)  cos  A  +  (  C—  6)  cös  > + (i5f -^  c)  cos  iit'f^y 

oder : 

16) 

-X=F — {(F— a)cosA  +  (G— 6)cosft  +  (Ä^— cJcosvjcosA, 

F=:G— {(F— a)cosA+(G— 6).cosfft  +  (Ä'— c)co8v|cosfi, 

.    Z=/f— t(F— a)cosA  +  (G— 6)cosfi  +  (/T — c)cosv)cosv. 

Bezeichnen  wir  die  Länge  des  von#lem  Auge  auf  die  Tafel 
geßillten  Perpendikels  durch  P,   so  ist 

P«  =?  ( J-F)«  + (F- G)^ +  (Z— Ä)», 
und  folglich  nach  15): 

P«=l(F-a)cosA  +  (G— 6)cosfi  +  (iy— c)cosv)«. 
Weil 

(ar — o)cosi  +  (y  — ft)cosfi  +  (x — c)co6v=:0 

die  Gleichung  der  Tafel  ist,   so   haben   nach   einem    bekannten 
Satze  der  analytischen  Geometrie  die  Grossen 

—  (a  cos  A  +  6  cos  fi  +  ccos  v) 
und 

« 

(F— a)cosA  +  (G— ft)cosfi  +  (-£r— c)cosv 
gleiche  oder  «»gleiche  Torzeichen,   jenachdem '  der 'Anfimg  der 


iM$i  Omer  $tr^ntwti$0me»\B&r9»ii.  der  i^enpetäve  ü^hmf^i^X 

CoerdiMle«  tind'  dur  Aoge'  auf  derselben*  Seite  oder  auf  verffcMtn 
denen  Selten  der  Tafel  Itegen^  and  da  qon  piacb  dem  Obigen 
die  Grosse 

acos  iL -F  6  cos  u  4- c  cos  y 

stets  positiv  ist  4  so  ist  die  Grosse 

(F— a)cosA-|-(6 — 6)c0Sf*  +  (£f-^c)cosv 

negativ  oder  positiv,  jenachdem  der  Anfang  der  Coordinaten  udd 
das  Ause  anf  derselben  Seite  oder  auf  verschiedenen  3eiten  der 
Tafel  liegen;   also  ist  nach  dem  Obigen 

17)...P  =  TI(^— a)cosX  +  (G— Ä)cos^+(i5f— c)cosv} 

oder 

18)...  P  =  dt{(fl— ^cosA  +  (6-^G)cosf*+(o^Ä)€o«vf 

zu  setzen ,  indem  man  die  oberen  oder  unteren  i^ejchen  nimmt; 
jenachdem  der  Anfang  der  Coordinateq  und  das  Auge  auf  der- 
selben Seite  oder  auf  verschiedenen  Seiten  der  Tafel  liegen. 
Betrachtet  man  das  Perpendikel  P  nicht  bloss  als  positiv ,  oder 
bezeichnet  vielmehr  P  nicht  blpss  den  absoluten  Werth  des  von 
dem  Auge  auf  die  Tafel  geföllten  Perpendikels ,  sondern  betracb-, 
tet  man  P  als  positiv  oder  als  negativ,  jenachdem  der  Anfang 
der  Coordinaten  und  ^its  Auge  auf  verschiedenen  Seiten  oder  auf 
derselben  Seite  der  Tafel  liegeq ,  so  ist  nach  dem  Obigen  allgemein 

19)  ...  P  =  (F-a)co8^+(G~ft)cosfif  (ö— c)cosv 

zu  setzen. 


5.  2. 
ft  Bild   eines    Punktes. 

Das  Bild  eines  Punktes  {fgh)  im  Räume  ist  bekanntlich  der 
Durchschnittspunkt  der  durch  diesen  Punkt  und  das  Auge  (FGH) 
gezogienen  Geraden  mit  der  Tafel,  welchen  wir  durch  (/i^|A|) 
bezeichnen  wollen,  so  dass  also  fn  gi9  hi  die  Coordinaten  des 
Bildes  von  (fgKi  sind,  die  wir  nun  zunächst  im  Allgemeinen  he- 
etimnien  müssen.  \ 

Die  Gleichungen  der  duriih  den  Punkt  {fgh)  und  das  Auge 
(FGH)  gezogenen  Geraden  sind  t 

F^/^G-^g-^H^h   ^"^^^F-^fG-g  —  H'^k* 


Qfid  filafi  bftt  ^  also  "hiernach  oii4  iiach:6>  zar  BestisiAaB^idkf 
CooHtiiaton  )/i,>'«^/'Ai:  ctes  Bildes  von*  (/i^A)'' die  Tolgeädko  CUeiK 
chungen: 

(/j  — a)eoaX  +  (^i  —  6)  cos  ft  4-  (Äi  — «?)  cosv  ^O» 


t'  1 


öder  '  •  • '  1 1 1  f  ■ ' 


•  -■  -       t  .  ,     ; 


{/,  — ll)C08A  +  C7l— =*)C08flj+(Äi  — c)cosv=0, 
fl-rf g|  — tr.^A,— ^. 


-     »- 


welche  zwei  Systeme  von  Gleichungen   man  aber  -aaeh  aitf  die 
folgenden  Forniäii  bringeir  kann-i-      • 


^(/i-'jOcösX  +  C^i— ^)cfisjÄ+(Ai~A)cosr     .  > 

=  (a— /)C0S^  +  (6— l7)C08fi  -f  (c  — Ä)C08V,  ' 

'•■'•"  ■•■■■■"  ■'■    ■    A-/_!»i~y     *i— *        "■   '  ' 

uhd        ■ 

^(a-F)cosi  +  (6— G)cosf*  +  (c— «r)co«v. 


f      , .  ;      »  - 


F-f  ~  G—g~  H^h' 
Nach  19)  ist 

P  =  (F- a)cos  A  +  (Gt-6)  cos  fi  +  (/r--r)cos  V, 

und  bezeichnen  wir  das  von  dem  Punkte  (fgK)  auf  die  Tafel  ge- 
füllte» jenachdem  der  Anfang  der  Coordinafen  und  der  Punkf  (^A) 
auf  verschiedenen  Seiten  oder  auf  derselben  Seite  der  Tafel  lie- 
gen «  als  positiv  oder  als  negativ  betrachtete  Perpendikel  durch  p» 
60,  ist 'naturlich  ganz  eben  so: 

S)Ö)  .•^.*  pssC/"— o)cosA-|-(jjrr-4)<josfi+.(A— c)iC08v,  ,. . 

se  das»  sich  also  die  beiden  obigen  Systeme*  if'on  GFetchongen 
aur  Bestimmung  der  Coordinaten  fx^  g^  A|  des  BiMes  unter  des 
fd^lgwden  Fprmen  darstellen  lassen: 

An/ -.  5[lz:S  w_  *i — * 


Ä"^^-     l/t — G      ht — H 


Well  nach  19)  und  20). 
21)...P— p  =  (F-/)cosiL  +  (G— ^)cos^  +  (jff— A)co«v 

ist,  so  fotgt  aus.  äeo  Wef  .vorstehenden  Systemen,  von  Gleichuh- 
gen  leicht: 


*•  .j     t. 


22)    .    .    .    .      \9i-i/=-p-^iG^g)i 


•  .'.  -i' 


P-p 
P 


!•( 


und  .      ' 


'/i_Fi»-p^(l?-,/), 


I  •    ' 


23) <9i-G=—p—-(G-ff). 


1  ' 

•  ■     ■ 

.'  ■;•> 

■f' 

'  '  »'    ) 

»•  >;> 

[ 

fl 

. '/ 

?.'i!l' 

«.' 

T 

:-.|;j 

'I 

•  t  > 


'  '-<      ,   •   li'lr  .    ; 


woraus  sich  ferner: 

Aus  dem  Obigen  folgt  leicht,  dass  der  i^bsolute  Werth  von 
I^-^p'die  aTisolut  genoinmene  DiflTerenz  oder  die  ^iSutnme  *  der 
Entfernungen  des  Punktes  (/^A)  upd  des  .Auge/^.  (FCr^)  von  der 
Tafel  ist,  jenachdeni  der  Punkt  [fgh)  unä  das  Auge  aiif  derselben 
Seite  oder  verschiedct^i^  Seiten  der  .Tafe(  fliegen. 

i 


5.  a  \ 

tfrid   einer  äek'aden.    ~ 
Das  Bild  einer  durch  die  Gtoichongen 


i:  *  •»    il'»\''  4 


^^■/"'      ^.'ü  w'  '     'at L*_ 'JL  ■• ' •  '  '.*••'       «*- 


25) ^  =F  f^  ^  TTT-      1 

^  cosa       cos/J       <Josy 


+  Uff— A)c»sa-i(F— /O'coayK^i  — G)  }  äO 
+  {(F^f)ebBß-(G-g)eosvUkt—B) 

flibrt,   welche,/  Von  der  .zweiten  der  GleichuDgen  28)  abgaogea, 
Rir  die  in  Rede  stehende  Ebene  die  Gleicboog 

i(G-g)  co8y — (H—h)  cos  /J )  («  —  ^) 
+  t(J5r-A)cos«-(F— /)co8yl(jf-^»)  \  :?:0 
+  \(F^  pen&ß^iG^g\^oajit\(fr-\) 

*  >  - 

« 

giebt;    and  da  nunf  in  dieser  Eheire  das  dorch  die  Gleiehangeo  29) 
charakterisirte  Bild  (legt»  so  erhalten  wir  die  Gleiehung: 


.«) t(C-f)cosy-^(Ä— A)«os^}cos«t 

+  |(Ä— A)cos«— (P— /^cosylcosft  ^  =0. 

+  { (F  — /)  cos/J— (Cr  — 4^)cos«)  cosyi 

Denken  wir  uns  eine  heKebige^  auf  der  durch  die  Gleicfcwi- 
g^  SS)  chanakterisirten  Geraden  seakreeht  stehende  Ebene,  tnd 
bezeichnen- die 'Entfernungen  der  Punkte  (FCH)  und  (fgh)  tm 
dieser  Ebenem  indem  wir  diese. Entfernimgen  als  positiv  oder. oegar 
tiv  betrachten«  jenachdero  der  Anfang  der  Coordinaten  und  der 
Punkt  (FGU)  oder  der  ^unlct  (f^h)  auf  Terschiedenen  Seiten  oder 
auf  derselben  Seite  der  in  ^de. stehenden. Eb^ne  liegen,  respec- 
tive  durch  Q  und  q;  so  ist  offenbar  auf  ganz  ähnliche  Art  wie 
in  $.  1.  und  §.2.: 

32)  Q— q=(F— /)cosa  +  (6r— j)cos/J  +  (fl— A)cosy. 
, ...  Auch  wollea  ,wir  der  Kßnie  wegen  •- 

33)  ••••    cosd  =  cosacosil-|-cos/}cosfi*f  cos/cosy 

setzen,    und   die  Entfernung  d^r  Punkte  (^A)  und  {FGB)  tob 
einander  soll  durch  D  bezeichnet  werden«  so  dass  also 

.34)  ;  ,  ,  ; .   i)*=?  CF^/)a  +  (C-,)»+<|r^,^«  . 

ist  •^>       .  ='••:.  •    i     . 


■  4 


A«s  dev'bMen  Gleichimgen  90)  und  31)  eigiebt  sich,  wenn 
St  eiveo  gewisse»  Bader  beaeiehnete 
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==Älcosv[(i?^A)coß«--(F-/)co«y]--co«4(F-/>o8/5--(G-.^)coÄ«l>, 

==rÄJco»a[(F-./)coii/J--(C?--5r)co8«J— co8v[(C?-5r)cosy-.(Ä-A)G08/J]), 

= Ä{co8|ii[(«?-^)cosy-(i5r-A)co8/J]~co8Ä[(/f~.A)co8a-(F-/)co8yJ| ; 
also»  wie  man  sogleich  übersieht,  naeh  21)  and  33): 

cos«|  =iß{(P— p)cosa— (F— /)co8Ö|, 

COSft  =ß|(P— p)  cos /?  —  (<?— ^)C08Ö), 

cosy,  =Ä|(P— p)cosyr-(Ä— Ä)cosd}; 
woraus  sich  mit  Rücksicht  auf  32)  und  34)  die  Gleichung 
Ä-«=  (P-p)«-.2(P-p)(Q-q)co8Ö  +  Z)«cos6» 

erglebt.  Bestimmt  man  hieraus  ^  durch  Ausziehnng  der  Quadrat- 
wurzel 9  so  kommt  es  vorzüglich  auf  die  Bestimmung  des  Zeichens 
an  y  mit  welchem  man  die  Quadratwurzel  zu  nehmen  hat,  worüber 
das  Folgende  zu  bemerken  ist 

Die  Gleichung  der  durch  die  Punkte  {fgh)  und  (figihi)  senk- 
recht gegen  die  Ebene  der  xy  gelegten  Ebene  hat  im  Allgemei- 
nen die  Form 

woraus  sich 

i»(/i-/)+iVöri-^)  =  0 

ergiebt^  so  dass  also  die  Gleichung  der  in  Rede  stehenden  Ebene 
auch  unter  der  Form 

M{x-f^)  +  N{y^g^)  =  0 

dargestellt  werden  kann.    Weil  nun  aber 

oder 

ist,  80  erhalten  wir  durch  Division  dieser  Gleichungen  durch 
einander  fär  unsere  Ebene  sogleich  die  Gleichung 

Theil  XXXII.  26 


(^i-.(yKa?-A)-(/i-/)(.V-iri)=0. 

Der  Punkt  (fyh)  theilt  die  gegebene  Gerade  in  zwei  Theile, 
deren  ehiem  die  Winkel  a»  ß,  y  entsprechen^  und  eben  90  theilt 
der  Punkt  (figihi)  das  Bild  der  gegebenen  Geraden  in  zwei 
Theile,  von  denen  nur  der  eine  aN  das  wirkliche  Bild  des  Theils 
der  gegebeoeu  Geraden»  welchem  die  Wiokel  a.«  ß,  y  eut^^piecheo, 
zu  betrachten  ist;  diesem  Theile  des  Bildes  der  gegebenen  Ge- 
raden sollen 'von  jetzt  nn  die  Wiokal  «i,  jSjy  yi  ent^preclben. 

Sind  Q  und  ^|  die  Entfernungen  zweier  beliebigen  Punkte  in 
den  Theilen  der  gegebenen  Geraden  und  ihres  Bildes,  welchen 
nach  dem  vorher  Beuierktea  die  Wiukel  a,  ß,  y  und  aj ,  ßi,  yi 
entsprechen,  von  den  beiden  Punkten  (fgh)  und  (fiffihi);  so  sind 
die  Coordinaten  der  beiden  in  Rede  stehenden,  durch  die  Ent- 
fernungen Q  und  ^1  bestimmten  Punkte  respective 

Z'+^cosa,    ^  +  pcosjS,    A  +  ^cosy 
und 

/i  +  ^1  cos flTi ,    gi+QiCo^ßiM    Aj  +  ftcoayi. 

Wenn  nun  das  Auge  nicht  zwischen  den  beiden  Punkten  (/jk) 
und  (figihi)  liegt,  so  liegen  die  durch  dio  vorhergehenden  Coor- 
dinaten bestimmten  beiden  Punkte  offenbar  jederzeit  auf  eiixer  und 
deffselbeu  Seite  der  durch  die  Punkte  (fgh)  und  (ftgihj)  senkrecht 
gegen  die  Ebene  der  :ry .gelegtes  Ebene;  wenn  dagegen  das  Aoge 
zwischen  den  beiden  Punkten  (fgh)  und  (/i^|Ai)  liegt,  so  Hegen 
die  durch  die  obigen  Coordinaten  bestimmten  beiden  Punkte  offen- 
bar jederzeit  auf  verschiedenen  Seiten  der  durch  die  Punkte 
(fgh)  und  (figihi)  senkrecht  gegen,  die  Ebene  der  xy  gelegten 
Ebene.  In  diesen  beiden  Fällen  haben  also  nach  einem  bekann- 
ten Sutve  der  analytischen  Geooietrle  die  Grössen 

C^i-^)l(f+(>cosa)~/1^(/i-/)|(5^  +  pcos/J)— 1^1 
und 

(^i— 5^) ((/i  +  Pi  cos«,) -/"l  -  (A -/) K^'i +Pi  cosft)— ^), 
also  die  Grossen 

(^Tl— 5r)cOS0f— (/i— /^COS^    und     (5^1— ^)C0t«^— (/|-/)C08Ä 

oder  die  Grossen 


1 


nebu  Hner  ^en§  wi$$emi^  Bünieii.  der  PtnpecUu  überkmpUWl^ 
respective  gleiche  und  ungleiche  Vorzeichen.    Nach  22)  ist  aber 

also 

(^  — /)cos/J -- (^1 --^)  cosa==  ~  jp^{  (F— /)co8/3— (G— (7)co8«} 
undy   wenn  man  die  ötilgeo  Wcrthe  von  coecfi  und  cosft  «itinihrt: 

(A-/)<^osj?4~(y,-y)co8«i=-.  prz5^(P-P)K^-/)co8/J-(6r-y)cos«| ; 
und 

<Ä— /)co8ß— (^,— ^)co8a  und    (/i— /)co8A—(^4— ^)co8rt 
haben  also  gleiche  oder  ungleiche  Vorzeichep,  jenachdem 

SL    und  P— *p 

gleiche  oder  ungleiche  Vorzeichen  haben.  Folglich  muss^  jenach> 
dem  das  Auge  nicht  zwischen  {fgh)  und  ifiQxhi)  oder  zwischen 
{fgh)  und  (ftffihi)  Kegt»  ü  so  generomen  werden,  dass  es  mit 

P-p  =  (F-./')C08A  +  (G— ^)C08fi  +  (H^A)C08V 

gleiches  oder  ungteiches  V^zeicben  hat.  Weil  nun  nach  dem 
Obigen 

Ä^«(P-p)«|l~2p£^co8d+(p^ycosfl«) 
ist»  so  moss  man 9   wenn  wir  der  Kürze  wegen 

35) «  =  Y  1— 2pE^co86  +  (jS-j^Y  cosö» 

setzen , 

36)    ....     i  =  ±(P-p)Ö,    Ä  =  ±(p4pjö 

setzen y  indem  man  das  obere  oder  untere  Zeichen  nimmt,  jenach- 
dem das  Auge  nicht  zwischen  den  Punkten  (fgh)  und  (figihi), 
oder  zwischen  den  Punkten  (fgh)  und  (figthf)  liegt. 

Mit  derselben  Bestimmung  wegen  des  Vorzeichens  ist  nach 
dem  Obigen: 

26  • 
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37)  ...  .  \  ©cos/Ji=±tco8/J— p-:;::|cpßö!, 

6co8}^i  =±{cosy— pr— j-cosöl. 

Die  ajur  Bestimmung  von  /i,  ffi,  hi    erforclerlicben  Formeln 
sind  aus  22),  23),  24)  bekannt. 

Wenn  man  die  aus  dem  Obigen  bekannten  Gleicbiingen 

=Ä(cosv[(Ä— A)cosa-(F~/)eosy]~cosf4[(F--/)co8/J-(G~5r)co8«]l, 

coaßi 
=:fi{€08;i  [( F^cos/J-  ( G-^)cos«]  -  cos  v[(  G  -^)cosy-  (/f- A)cos/?]  j, 

cos  Yi 
= Sl  { cosfA[(G-^)cosy-(/r-A)cos/3]-  cosX[(/f-A)cosa~(F— /)co«y]  1 

quadrirt  und  zu  einander  addirt,  so  findet  man : 

Ä--a=     «(G-^)  cosy— (Ä— Ä)cos/J)«sinX« 
+  {(Ä-^A)cos«--(f  — /')cosV}*sin^« 

•— 21  (Cr— ^)  cos  y— (Ä— A)  cos /J I  { (Ä— A)cosa —(F— -/)co8y  1  cos  Acos^ 
—  21  (jff- A)  cos  c--(F— /)cosy )  l  ( F— /)co8/5— (C— ^)cosa}  cos  ficosr 
— 2 1  (F— /)  cos /3— (G— ^r)  cosc }  I  ( G— ^)cosy-- (Ä— A)  cos/J  I  cos  vco«  A 
oder,    wie  man  sogleicb  fibersiebt: 

Ä-a=:  {(F— /)cos/S  — (G-^)cosa!« 
+  l(G-^)cosy-(Ä-A)cos/3)« 
+  {(Ä— A)cos«— (F— /)  cosy  1« 

I[(fL- /)cosß-  (G— ^)cos«]co8v+[(G-^)cosy-(Ä— Ä)co8/5]cosi|  • 
+[(Ä-Ä)cosa— (F-/)cosy]coSfi  I 

und  weil  nun  nacb  dem  Obigen 

'     **  -(i»-p)»Ä«' 


\ 
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also  B  die  positiv  feBonuneae  Qoadratwifirzd  aiM  dem  Bfaehe 
auf  der  rechten  Seite  des  deichheitszeicheiis  ist,  so  ist  nach 
dem  Obigen  %  die  positiv  geoomi|iene  Quadratwurzel  aus 

/  ((G~5r)cosy  — (Ä— Ä)co8/J|asiaAa 

l  +{(/f-Ä)cosa— (F— /)cosyl«sinfi« 

1  +I(F— /)cos/J— (G— iy)cosa}«sinva 

— 2|(G--^)cosy~(/f— A)cos/Jl{(Ä—A)co8«— (F— /)cosf)cosAcosfft 

— 2{(^— A)cosa — (F— /)cosyl((F— /)cos/5— (G— ^)cosa)co8fico8v 

^  — ^(F— /"jcos/?— (G— y)cosix|{(G— y)cosy~(^~A)cos/3|cosycosA 
t  (F— /)  cosA  +  (G— ^)  cosfi  +  (Ä— A)  cos  vi« 

oder  aus 

t  (F- /)  cos  jS  -  (G— (Qf)  cos«  !• 
+  l(G-^)cosy— i^-A)cos/Jl« 
+  |(Ä~A)cosc— (F— /)cosy|« 
[(F-/)cos/J-(G-^)co8a]cosv+[(  G-g)coay-  (H'-h)co9ß]co8k )  *! 


- 


-f[(ff~A)co8tt— (F-/')co8y]co8jti^ 


KF— /)co8A+  (G— 5f)cosfi+(i5f— A)cosv}« 


5.  4. 

Punkt   der    Tafel,    in   welchem    die    Bilder    paralleler 
Linien  sich    sämmtlich  schneiden.         ^ 

Die  Bilder  paralleler  Linien  schneiden  sich  offenbar  sämmt- 
lich in  dem  Punkte,  in  welchem  die  Tafel  von  der  durch  dieuB 
Auge  diesen  Linien  parallel  gezogenen  Geraden  getroffen  wird. 
Sind  nun  et,  ß,  y  die  lS(fi  nicht  übersteigenden  Winkel,  welche 
die  Parallelen  mit  den  positiven  Theilen  der  Coordinaten^Axen 
einschliessen,  so  sind 

x^F_y^  G_  %^H 
cos«  "^  co8j5       cosy 

die  Gleichungen  der  durch  das  Auge  mit  den  sämnitlichen  Paral- 
lelen parallel  gezogenen  Geraden ;  und  bezeichnen  wir  nun  durch 
X,    F,  Z    die    gesuchten    Coordinaten    des    Durchschnittspunkts 
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dieser  Gerade«  mit  der  TaM,  so  haben  wir  zu  deren  Besflmniifig 
die  Gleichungen : 

coaa  cos^  cosy 

(AL<^a)cosX-f  (F — 6)co8ft  +  (Z— c)cosv=0 

pder  statt  der  letzten  Gleichung  die  Gleichung 

(JT— F)co8i  +  (F— C0co8f*+(Z— Ä)cosv  =  — P. 

Also  ist«  wie  man  sogleich  übersieht: 

38)  Jf-F=-^^P,    F-G«-^P.    Z-Ä=-^P 
^  cosd  cosö  cosö 

oder 
30)  jr=F-^''-|p,     F=G-^P.    Z=H^^^^P. 

COSd  CO80  CO80 


5.6. 

Länge  des  Bildes  der  Entfernung   zweier  Punkte  vtn 

einander. 

Die  beiden  P4inkte  seien  (fgh)  und  (f'g'h'),  und  (figM  ^^ 
{fi9\K')  seien  ihre  Bilder.  Bezeichnen  wir  dann  die  Länge  des 
Bildes  der  Entfernung  der  beiden  Punkte  (fgh)  und  (f'g^V)  von 
einander  durch  Li,  so  ist 

A*  =  ifi'  -  A)*  +  (st'  -ft)»  +  (Ai'  -  A,)». 

Setzett  wir  nun 

40)  .  .  p'=r(/*  — a)cosA  +  Ogr'— Ä)cos|»  +  (A'  — c)cosv, 
also 

41)  P  -  p'  =  (F-  f)  cos  A  +  (G  —^0  cos  f» + (iy-  ÄO  cos  v ; 
flo  tot  nach  33): 

9i - G=-p~(C-i?),    9i'-G=. __L_(C_^). 


p 
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also; 

-,      ,      Pl(F-/)(P-~p')-(F-/^')(P~p)> 
/»  -A-  (P-4))(P^p')  ' 

P|(G-iy)(P-p')  -(6'^y')(P-p)| 
PUg-A)(P     pO-(g-AO(P-p)t. 

*i    -*!-—  (P-p)(P-p') 

H'oraus  man  ferner  leicht  findet: 

-{(H-h){F-f)  —  {H—h')  (F-^p  I  «M  », 
-\iF-niG-si')-iF^n(G-if)\co»l, 

i^jzv}^sD.^h,'-ho=\(.H-knF-r)-{B-v){F-n\^^ 

Quadrirt  man  nun  diese  CleieheBgen  ond  addirt  «ie  dawB  «i  du- 
ander,  so  erhält  man  laicht: 

«, t'-5=^^rv 

+  Kff-A)  (F-/')-  (i»-A')(F-/)l'«"»** 
+  \(F-f)(G-sf)  -  {F-  n  (C-5')P«nv* 
-1\{G-g)(U-h')^{G-gf){H-h)\ 

X  l(H- A)  (F-/')  -  (»-*')  (F-/)Jco»leo»/t 
-2{(i5r-A)  (F-r)  -  (H-A')  (F-/)5 

X{(F-/)(G-^)  -  {F-n  iG-ff)\eo»fieoiv 
--2{(F^n(G-g')-(F-n(G-g)) 

X  \{G-g)lH-A')  —  (G-g'){H-h)\  co«vco»X, 

mittelst  welcher  Formel  i-i  Immer  Jberechnet  werden  kann. 
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dieser  Gerade«  mit  der  Tafel,  so  haben  wir  zu  deren  BestSmamfig 
die  Gleichungen : 

coaa  cos^  cosy 

pder  statt  der  letzten  Gleichung  die  Gleichung 

(JT—  F)  cosi  +  ( F—  G)  cos  f*  +  {Z—U)  cos  v  =r  -  P. 
Also  ist«  wie  man  sogleich  jibersieht: 

oder 

39)  x=F-'-^P,    F=G-"-H^P.    z=Ä~"-^P. 
'^  cosO  cosO  cosd 


i  5-  5. 

Länge  des  Bildes  der  Entfernung   zweier   Punkte  von 

einander. 

Die  beiden  P4inkte  seien  (fgh)  und  (f'g'h'),  und  (fiffM  mid 
(fi'üi^')  seien  ihre  Bilder.  Bezeichnen  wir  dann  die  Länge  des 
Bildes  der  Entfernung  der  beiden  Punkte  (fgh)  und  (f'g'h!)  von 
einander  durch  L^  so  ist 

« 

Setzett  wir  v(Q^n 

40)  .  .  p' =r(/|—a)cosil  +  (5jr'— 6)cosfi  +  (A'  — c)co8v, 
also 

41)  P— p'  =  (F-/')cosA  +  (G— y)cosf»+(Ä-ÄOcosv; 

« 

flo  ist  nach  23): 


neäai  Hner  s/renfiw4nen$ck.  Darsieil.  der  f^r^eeUve  üherhaufL  S85 


C06V 


^,    ._Pi(f-/o(P-po-(F-n(P-P)> 

A       h-  (P_4.)(P^p-ö  ' 

^»     *"  (P-p)(P-pO 

*         '  (P-p)(P-p') 

woraus  man  ferner  leicht  findet: 

(P_p)(P — p») 

—^ ^V.'-/l)  =  l(l'-/)(G-9')-(F-n(G-i,)lco8^ 

~[{H-h){F-f')-{H~-h'){F-f)\coav, 
(P_p)(P_p') 

m 

-\(F-niG-g')-(F^n(G-s)\coHX. 

(P-pKP-^  (Äx'  -  A.)  =  I  (tf-  Ä)  (F-/")  -  (//- A')  (F-/^  I  cos  i 

-{{G-g)(.B-h')-(G-ff')(H-k)\co8(i. 

Quadrirt  man  nun  diese  Gleicbaagen  und  addirt  si$  dann  zu  ein- 
aoder,  so  erhSit  man  laicht : 

42) j(LzE)pOPi:POj-.^,, 

=    { (G-g)  (H^h')  -  (G—g')  (H-  A) l'sln  A« 
+  t  (Ä- A)  (F-/')  -  (fl-  A')  (F-  /•)  Psin  (,.• 
+  {{F-f){G-sf)  -  (F-  /')  (G-^)|a8inv« 
-  2{(G-.i,)  (Ä- A')-(G-i?')  (Ä- A)) 

X  |(Ä- A)  (F-/')  -  (ff- A')  (F-/)Uo8iUo8^ 
-2Ki5r-A)  {F-f)  -  (if-A')  (F-/)} 

X[(F-f)(G-g')  -  (F-n  (G-g)] cos i^cosy 
-2{iF-n(G-g')-iF-n(G-g)] 

X\(G-g)(H—h')  —  (G-g')(H-h)\coBvewl, 

tnitteUt  welcher  Formel  X|  Immer  berechnet  werden  kann. 
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dteser  GeradMi  mit  der  T^M,  so  haben  wir  zu  deren  Bceffai 
die  Gleichungen: 

eoBa  cos^  coey 

oder  etatt  der  letzten  Gleichung  die  Gleichung 

(JT— F)co8i  +  (F— C0co8|»+(Z— Ä)cosy  =  — P. 
Aleo  ist«  wie  man  sogleich  4ibersieht: 

^  cobSt  '  eosö  cosö 

oder 

39)  jr=F-^P,    F=G-^P.    z=Ä-^P. 

C08Ö  COSÖ  COSÖ 


i  5.  5. 

Länge  des  Bildes  der  Entfernung   zweier  Punkte  von 

einander. 

Die  beiden  P4inkte  seien  (fgh)  und  {f'g'h'),  und  (/i^i*,)  uod 
{fiOxK')  seien  ihre  Bilder.  Bezeichnen  wir  daon  die  Länge  des 
Bildes  der  Entfernung  der  beiden  Punkte  (fgh)  und  (f'sfh!)  ▼<>« 
einander  durch  Li,  so  ist 

Setzen  wir  nun 

40)  .  .  p'=r(/*  — a)co8A  +  09r'— 6)co8fi  +  (*'  — c)cosv, 
also 

41)  P-p'  =  (F-/')cosA  +  ((?— i7')cosf»+(Ä-Ä')co8v; 

* 

so  ist  nach  23): 


9i-9t  = 


Meist  eHur  slrettg  wiaentek.  DartteU.  d*r  ttr^eeüve  ilberkaupt.  383 
also: 

f   '  -  pi(^-/o(P-p')-(f-r)(p-p)> 

P|(G-ff)(P-p')-(C^ff')(P-p)l 

(P-P)(P-P') 

A'     ,       P|(tf-A)(P-^pO-(g-AO(P-p)}. 

woraus  man  ferner  leicht  flndet: 

^''~^p^~^'Vi'-A)  =  KF-/)(G-y)-(F-/-')(G-ff)ico8<* 

-  ( (Ä-  A)  (F  -  /')  —  (H—W)  (F—f)  t  cos  V, 

<P-p)(P-pO  (_9,  /  _^, ) = { (G  -.9)  (#-  A')  -  (C-i?')  (ff-A)  1 C08V 

- 1  (F- A«»' - ^')  -  C-/')  (G-Ä')  I  cos i. 
(P  -  PHP  -  pO  ^^^,  _ ^j)  = , (»_ Ä)  (F-/")  -  (Ä- A')  (F-/0 1  cos  i 

-  t(G-ir)  (Ä-A')-(G-i)'')(^-A)l«®«>»- 

Quadrirt  man  nnn  diese  GleicbuBgen  und  addirt  si«  dann  zu  ein- 
ander, 80  erbSit  man  laicht : 

42) {(EnPHPllPOj'.x,^, 

+  l(Ä-A)  (F— /')  -  (B—h!)  (F-f) l'sin  ^« 
+  t(F-/')(G-p')  -  (F-  n  (G-ir)l»8inv« 
_  2((C?-f^)  (Ä- A')-(G- «^)  (iSr- A)) 

X I  (Ä-  A)  (F-  n  —  (B-  A')  (F-/0 1  cos  icos  fi 
-2{(i5r-A)  (F-/»)  -  (H-A')  (F-/)> 

X{(F-n(G-ff')  -  (f-f)  (G-jjr)lco8,*coav 
-2{(F-/)  (G-i^) -(F-n  (G-ir)l 

X  { (G  _  ^)  (fl_  A')  —  (G-Ä'')  (ff-  A)  I  cos  vco»  i, 

mittelst  welcher  Formel  Xi  Immer  berechnet  werden  kann. 
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$.6. 

Bilder  des  Anfmngepiiiikte    der  Coordioaten   oad    der 

drei  Coordioateii- Axen. 

FSr  den  Anfangeponkt  der  Coordinateo  ist  in  den  ia  {.  2l  aal- 
wickeKen  Formeln  f=0,  g^O,  A=:0  zu  aetsen.  Alao  ist  ia 
diesem  Falle  nach  24),  wenn  wir  das  Bild  des  Anfangs  der  Coor- 
dinaten  dareh  (/oi7<A>)  bexeichnen : 

^  fo^-pzi^f^  9o^-ph^f^'  *o=-F^»; 

wo  naeh  20)  und  21) 

44) 

p=— (acosl+Äcosf^-f ccosy),    P  — p=:FcosX-f  Crcos^-f-lfcosy 
ist    Alao  ist: 

- acosl  +  fecos^-l-ccosy    „ 

^<>""Fcos A  +  6rcos^  +  Äcosv    • 

^) ^  ^o-FcosA+Gcosp+Äcosy^' 

S  ^~"FcosA+Geosp  +  £rcosir^» 

oder  nach  14)  aoch : 

^ nF 

'*  ""  Fcos  A  +  Gcos^  +  Äcos  y* 

^,  < TK 

so;  ...  .      ^  9o-p^^i^  GeosfL  +  Bcosv' 

UN 

^     Fcosi  +  Gcosp  i-Beosv 

Um  die  Bilder  der  drei  Coordinaten  -  Axen  zu  bestioiDien, 
wollen  wir  für' die  Axen  der  x,  iß,  z  die  Wertbe  der  in  §.  3.  im 
Allgemeinen  durch  S,  ^i»  /^>  /i  bezeichneten  Grössen  respec- 
tive  durch 

^Sf    «jr.    ßxf    y*; 
^»     ^f     ßy»     fwf 

^»      Sb»      ßuf      f% 


n^Ht  tinm-  9trm§  wi$$e9Utk.  BrntHeii.  dtr  FeiMtp^iHfe  üherkaupLilS^ 

beaBeichneo»  und  alle  A\%st  GfteMn  sollen  sich  aof  die  positiven 
Tfaeile  der  drei  Azee  besieheo,  webel  wir  mit  Bezog  auf  §.  3. 
zugleich  im  Allgemeinen  bemerken »  dass  in  allen  folgenden  For- 
meln die  oberen  oder  enteren  Zeichen  %n  nehoMn  sind ,  jenach- 
dem  das  Auge  nicht  zwischen  dem  Anfange  der  Coordinaten  and 
dessen  Bilde  oder  zwlsehen  dem  Anfange  der  Coordinaten  and 
dessen  Bilde  Hegt 

Für  den  positiven  TheU  der  Axe  der  x  ist  in  den  in  {•  3. 
entwickelten  Formeln  «  =s  0>  /?  =  00^»  y  =  90^,  also  cos  «  s  ], 
cos/3==0>  co8y=0  zu  setzen.  FOr  den  positiven  Theil  der  Axe 
der  y  muss  man  a=90^,  ^=0,  )f=90^y  also  cosas=0,  cos/}=l, 
cosy=0;  und  für  den  positiven  Theil  der  Axe  der  t  muss  man 
cie=90^y  /9=90^«  )^=0,  abo  cos«=0»  cos/?=Oy  cos]f==l  setzen. 
Ffir  alle  drei  Axen  ist  in  den  erwähnten  Formeln  f^O,  ff^*^0, 
A=0  zu  setzen. 

Daher  ist  nach  21)  (är  alle  drei  Axen 

P— p  =  FcosX+Gcosfi  +  £fcosv, 

und  nach  den  am  Ende  von  §.  3.  gegebenen  Formeln  ist : 


\ 


4/"G»sinv^-t-2G^cos/iCosv+£f  sinfi^ 
^*— \  (Fcosl+Gcosf»  +  jffcosv)« 

47}         0y  — \  (FcosX+Gcosfi+iJcosv)« 

f         _  AfF^sinft^  -1-  2FGcos;icosf*  +  G^sml* 


(FcosA  +  Gcosfi  +  Hcosv)^ 


oder 


_  aTg^H*— jG  cos  V'-Hcoafik)* 
^•~\     (FcosA+Gcosfi+Äcosv)*  ' 

/  4/  H«-t-F«^(gcosA— Fcosv)» 

4ö;  ...^  ^sr  =  \  "(FcosX+ÖcoSfi  +  JZcosv)«  ' 


ArF»-t-G»  — (Fcosfi— GcosX)^ 
®*""\    (FcosA+Gcosfi  +  Hcosv)«  ' 

Ferner  ist  fär  die  positiven  Theile  der  Axen    der'  x,y,  i 
nach  33)  respective 

cos^scosJl,    cos^=cos|»,    cos0  =  cosv; 
also  nach  37): 


*'< 
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^         V       ^ 


mbst  einer  tir^ng  wissetaek,  Bar  sielt,  der  FerapeeUte  über/utupi.  380 

wo  die  Quadratwurzeln  hi  den  ZShlem  auf'  keinen  Fall  wirkflch 
ausgesogen  werden  dürfen ,  wenn  die  den  Tangenten  zukommen- 
den Zelciien  nicht  atterirt  werden  sotfen»  oder  man  mfisste  sehrerbea: 

val.  abs«  (Fcos  l-f  <rco(8f>-|-  If  cos  v)  H 
tang(a^yo)-—  FGHG  cos  v^B  cos  (i)  (Hcosk^Fcosv)' 

RTl    /  .        ,     ■    _       vaL  abgCFcosil-f  (]rC08^-y-gce8y)F 
^O    ^Ung(yo2o) GÖ+(i5f cos A- Fcos v)(Fcosf»-6fcosA)' 

**     /       \_^       val.abs.  (Fcos iL  4-  Gcos^'\-Heosv)G 
**"^^'<>^^"-"^iffF+(Fcos/*-6'cosX)(Gcosv~Äcosfi)* 

Auch  erbellet  aus  dem  Obigen  leiobt>    das» 

58) 

cot  (aroyo) 

F^^G*  +  m     Fcosp+C^cosl 

""  val.abs.  (Fco«  A-|-  GcosfA-^Hcosv)  H  '*■      val.  abs.£f 

F*^^G^^U^ ^Gcosv+gcösfi 

—  vaLabs.  (FcosA+  Gcosfi  +  Äco8i/)F^^^'*^^®*'+    val.abs-  F~' 

co%{z^q) 

F^+G^  +  H* itf  cos  X-f  Fcos  V 

val.  abs.  (Fcos  1  +  G cosf*  +  Hcosv) G  val.  abs.  G 

ist 5  wenn  man  in  diesen  Formeln  die  oberen  oder  unteren  Zei- 
chen nimmt»  jenachdein  die  Grosse  Fcos  1 -|- G cos f* -f  J? cos v 
pf^itiv  oder  negativ  ist. 


5.  7. 
Die   drei   Fundamental-Punkte. 

Die  drei  Punkte,  in  welchen  die  Tafel  von  drei  durch  das 
Äuge  parallel  mit  d^n  Coordinatea-Axen  gelegten  Geraden  ge- 
schnitten wird,  sind  die  Punkte»  durch  welche  die  Bilder  aller 
den  Coordin'aten - Axen  parallelen  Geraden  gehen,  und  sollen  im 
Folgenden  die  Ifundamental -Punkte  genannt  werden.  Dass 
auch  die  Bilder  der  Coordinaten-Axen  selbst  durch  diese  drei 
Punkte  gehen»  und  die  drei  Fundamental- Pdtokte  daher  jederz^t 


19  4eii  drei  Bild*  Ax^n  liegea,  'wwratßht  jäcb.  v^d  gelbst  So  wi« 
die  FuDdaffiental-Pttnhte  durch  die  Durchscbnitte  der  durcli  das 
Angt  parallel  mit  den  Axen  det  ar»  ^f,  j;  gelegtem  Geraden  mit 
der  Tafel  gebildet  werden,  wollen  wir  dieselben  der  Reihe  nach 
darch  JC^^  ¥^,  Z^i  beaeicbnen*       . 

Die,  jenäcbdeni  die  Fundamental -Punkte  Xq,  Tq,  Zq  in  den 
positive!!  oder  negativen  Tbeilen  d^  Bild-Azen  liegen,  als  posi- 
tiv oder  negativ  betrachteten  Entfernangen  der  Punkte  J^,  !#»  % 
von  dem  Bilde  de»  Anfangs-  Punktes  der  Coordinaten  sollen  respe^ 
tive  durch  A^,  h^,  Cq  bezeichnet  werden,  und  wir  wollen  ono 
diese  drei  Entfernungen  zu  bestimmen  suchen. 

Weil  die  Gleichung  der  Tafel 

(x — a)cosA  +  Cy— 6)cos^  +  (t — c)cosv=0 

Ist,  so  sind  die  Coordinaten  der  Punkte  Xq,  Tq,  Zq  offenbar 
respective : 

(G— 6)cosa+(Ä — c)co8v     ^     -_ 
<l— * ■  -' ^    •  — ,    Cr,   MMi 

COSA 

(F— a)cosX+(fl — c)cosv      „ 
^'  * ^^  •   ^5 

*       '  cosv 

oder,   wie  sogleich  erhellet: 

p 

jF— r,     G,     Hf 

COSA  ' 

F,    G— — ,    H, 

*  COSfA 

P 

F,    G,    H^    "^ 


COSV 

Offenbar  sind  diese  Coordinaten  aber  auch,  mSgen  nun  Ao,  Bq,  (« 
positiv  oder  negativ  sein,  wobei  man  nur  immer  festzuhalten  hat, 
dass  die  Winkel  ttx,  ßx,  yx;  ay,  ßy,  yyi  a»,  ß»,  y^  den  positiven 
Theilen  der  Bild-Axen  entsprechen,  in  v5Higer  Allgemeinheit: 

^•f  Aocos««,'  g^^k^z^ßx,    Kq^ fiQe^B/fx\ 

/^-f  BoCOStty,     A>+BoC08/?2f^       ^o  +  Bq  COS /y  ; 

/o  +  Coeos€f,,    ^0 +^0^08/7.,    h^-j-CotoBy»; 
\md  mt  haben  dahec  die  folgenden  Gleicbangen: 


HtäU  Huttr  Birent^mitHmehi  »mr$i$n.  der  F$npeciive  Merimupi.  3dl 

•    p 

p 

^=^+CoCosaa,    G=^o+CoCos/J„    ^— -—  =Ao  +  CoCosy,; 

aus  denen' sich  die  folgenden  Fornieln  ergeben: 

P 

'"      cosA 

p 

Co  cosy»  = /f— Ag  — 


co»v* 
also  9   weil  nach  45)  offenbar 

PF 


^-/o  = 


FcOSX+  G cos  II  +  fj C08V* 


^^      Fco«  A  -f-  G  cos  fi  -f  //cos  V 


Fcosi-|-  6^cosfi-f  ^Tcosv 
ist: 

A  PC6*costt  f  Hcosv) 

(Fcofti  +  GcQs  ^  +  Äeos  v)cos  A 

B  ^^3ff  _  P(Feosi-hJycos.^> 

®     •   '^^  (FcosX-f  6rC0Sfl-|-  /^C0SV)C0S|Ll' 

^  P(Fcos^+  Gcosft) 

oco  y»  2=      (/i'eo8a:+  Gcosft+Äeosi^>cäiv' 

I     folglich^   wenn  man  Tür 

^^  costfjr»    cosßy,    cosy, 

«^    ihre  Werthe  aus  §.  fr.  einSihrf : 

oder 
60)  Aos=FPd;rMScA,  6o=:f  Pfi^mc^,  Co=TP»^ecv; 


wo  man  die  oberen  oder  unteren  Zeieben  asa  nehmen  hat,  Jenach- 
di^m  das'  Auge  nicht  zwischen  dem  Anfange  der  Coordinaten  und 
dessen  Bilde,  oder  zwischen  dem  An&nge  der  Coordinaten  und 
dessen  Bilde  liegt  Mittelst  der  obigen  Formela  kSnuen  Ae»  Bq« 
Co  immer  ohne  alle  Zweideutigkeit  bestimmt  werdeu. 


§.  a 

Die  perspectivischen  Coordinaten  eines  Punktes. 

Unter  den  perspectivischen  Coordinaten  eines  Punk- 
tes verstehen  wir  die  auf  den  Blld-Axen  liegenden  Bilder  seiner 
wirklichen  Coordinaten,  welche  oiFenbar  die  mit  ihren  gehörigen 
Zeichen  genommenen  Entfernungen  der  Bilder  der  Endpunkte 
seiner  wirklichen  Coordinaten  von  dem  Bilde  des  Anfangs  der 
Coordinaten  sind.  Diese  perspectivischen  Coordinaten  den  Punk- 
tes {fgh),  nämlich  die  Bilder  der  Coordinaten  f,  g,  h,  wollen  wir 
respective  durch  fs,  gy*  h%  bezeichnen,  und  nun  zu  bestimnien 
suchen. 

Die  Coordinaten  der  Endpunkte  von 

A   g»   A 

sind  respective: 

f>  0,  0;    0,  g,  0;    0,  0,  h. 

Also  sind  nach  22),  wenn  wir  der  Kürze  wegen 

PjtssC/'— a)cosil— ftcosfi-— ceosy, 
pj=r — acosl-fC^— &)cosfi — ccosv,^ 
ps=:-^acosil — 6coSfA  +  (A  — c)cosv 

setzen,  die  Coordinaten  der  Bilder  der  Endpunkte  der  Coordinaten 
respective : 


OCeabar  $imi  dUae  Ctordki«len.«b«r  aseh: 

^+/icosa,,  go  +  fscosßs»  Ao+Zicosy*; 
fo  +  gyCQBOy,  go  +  ffycosßy,  ho+gycoay^; 
fo:^h%aoBctz,    go+A%co8ßs,    ho+h%co8yt; 

ivoraas  sich,  wcdd  man  dies  mit  dem  Obigen  vergleicht^  eine 
Reihe  von  Gleichungen  zur  ^Bestimmung  von  fs,  gy,  h%  ergiebt» 
von  denen  wir  zu  dieser  Bestimmung  der  Symmetrie  wegen  die 
folgenden  wählen  wollen: 


A-p^(£r— A)=:Ao  +  A«co8y. 


oderi 


gyCosßy^g'-gQ'-p-^^—iG'-g), 

A,cosy,=A— Ao— D^T  (J5f— A). 

Setzen  wir  der  Kürze  wegen 

61)  •    •    •    •    4i=?Fcosl4*C7cosfi-f  jGfcosi«« 
«•  Ist  nach  45)  und  14) : 

^=^F,    gQ=-jG,    ho=j^H; 

und  nach  dem  Obigen  ist  offenbar: 

P;k=:^cosX — H, 


Pj/=^cos/*— H, 
ps=Acosv— J7 


0ö  wie  nach  21): 


P— .p2^=2i— ^COSfl, 

P  *- Pb  ras  ii -«•  A  cos  i^r 
Th«ilXXXIL  S7 


Folglich  hat  man  nach  itmiMgßnwmBmatkämm^  vm  fs,  Ar^  K. 
die  folgenden  GleicJliungen : 

IT,,     ilc<wy— JT...     .. 
A.co«y.=A- j^-  ^_Aco>r<^-*^^ 

woran*  sieb  mittoUt^  lekliler  ReofiinHig 

(^-■g)(zl^Fe<>gX)^ 

(/f— i7)(//— gC08»)t 

ergiebt    Nun  i»t  aber  nach  49),  50),  51)  offenbar; 

co8«,=db — jer~'  ^•p»-*     3^     • 

co8y,  =  dk ^g; * 

also  nach  gehöriger  SttbwtlhiÜn»  In  die  obigen^  eieicbnngenr: 

eder,  weil  offenbar 

l«t: 

«2)    f'^J^j^fcoßV    ^"==*^-;^ÄV  *'""*^-Acoev* 

in  welchen  Formeln  man  die  oberen  oder  unteren  Zc|iclien  ^h^ 
nien  muse,  jenachdem  das  Auge  nicht  zwischen  dem  Anfange 
der  Coordinaten  und  des^enr  Bride  od^r  zwischen  dem  Anfange 
der  Coordinaten  und  desyseQ^  Biidi^.  Ueg^ 

Auch  kann  man  nach  StDiaUgemeiiii 


PanUli.  dtrPenpetmt  üäerktmpi.  $05 

03)  •  .    '  ^       ^ 

setzen. 


5.  9. 

Zasammenstellung  aller  Formeln  zur  Berechnung  der 

perspectivischen   Coordinaten.* 

Am  bequemsten  seheinen  sicli  die  perspectivischen  Coordina- 
ten  fx9  gy%  h%  des  Punktes  ifgh)  nach  den  folgenden  Formeln, 
berechnen  zu  lassen : 

« 

/f  ^  jPcos  1 -|>  €1  cos  fl -f  ^COS  V , 

P  =  (F-  a)co»i+  (G--6)cos^+(il— e)e«8*k; 

_       irG*8inv«  +  2G//co8ucosv+  -»«sinT? 
©»  =  \  2« ^' 

-       4r»«8ini«+  2ÄFcosvcosi+  F»8in*» 
»»==\  — 2i — ^ ' 

_  _4/~F«8iiift»  -f  2FGc«8Acosn-f  CalnA»       - 

"  .       co«ül        ^^       ■  cos  fft  w       ■  eos  V 

,  _      .       fcnaX  _     -.      ^cosfi  t  _     r     *^^^^  . 

die  oberen  oder  unteren  Zeichen  genommen,  jenachdem  das  Auge 
niciit  zwischen  dem  Anfange  der  Coordinaten  und  dessen  Bilde 
oder  zwischen  dem  Anfange  der  Coordinaten  und  dessen  Bilde  liegt. 

Mao* hat  nicht  unbeachtet  z«  lassen,  dass  die  Crjieeeii 

^t  P;     öjff  öy,  öaj    Ao»  Bo>  ^0 

sittMitllcb' Conetairten  sind,  die  bei  der  Berechnung  der  perspee-^ 
a^^tchen  Coordinaten  aller  Puntte  in  Anwendung  kemmea,  und 
dabec  nur  ein  Mal  zu  berechnen  sind,    ftassfelbe  gilt  von   den 


Wiokeln  («o^a)»  (9ö'o)»  (^^o)»  ^^'^  mittelst  der  In  §.6.  eBtwkkel- 
ten  Formelp  auf  verfchledene  Arten  berechnet  i>rerden  kdoneD. 


5.  10. 

PerspectWIscbe  Entwerfnng  gegebenerr  Punkte  oder 
Oberhaupt  gegebener  Gegenstände  durch  Constrnction. 

Wenn  man  die  Bilder  gegebener  Punkte,  überhaupt  einen 
perspecti viseben  Plan  oder  Riss  eines  gegebenen  Gegenstandes 
auf  einer  der  Lage  nach  gegebenen  Tafel  für  einen  gegebenen 
Ort  des  Auges  entiverfen  soll,  ao  berechnet  man  zuerst  die  Win* 
kel  (a^ojfo)'  O^o^o)»  (^o^o)  ^^^^  ^^^  ^^  §•  6*»  und  die  Constanten 

^9  P5    ^*f  ßy»  ö»5    Ao,  Bo,  Co 

nach  den  in  $.0.  gegebenen  Formeln,  wobei  man  der  Controle  bei 
der  Berechnung  dW  obigen  Winkel  wegen  zu  beachten  hat,  dass 
natCIrlicb  Immer 

(^oyo)  +  (yo^o)  +  (*o^o)  =  360®   . 
e^n  mu8S. 

Nun  nehme  man  auf  der  Tafel,   auf  welcher  die  2eiehnung 
entworfen    werden    soll,     einen    Punkt    O   (Fig.  1.)    beliebig    an, 
welcher    das    Bild    des    Anfangspunkts     der     Coordinaten     vor- 
stellt, und  trage  um  denselben  als  Spitze  herum  die  drei  vorher 
berechneten  Winkel  (aro^o)»  (^o^t))»  (^^0)  neben  einander  auf,  ao 
sind   die  Schenkel  dieser   Winkel  die  positiven   Tbeil»  der   drei 
BiWAxen,  und  geben,  rückwärts  über  O  hinaus  verlängert,   die 
.negativen  Tbeile  dieser  Axen,  also  die  drei  Bild-Axen  überhaupt. 
Die  positiven  Theile  jder  den  CoordinateA-Axen  der  Xy  y^  %  ent- 
sprechenden Bild-Äxen  wollen  wir  in  der  Figur  respective  durch 
OX,  OY,  OZ   bezeichnen.     Hierauf  tragen  wir  die  drei  vorher 
berechneten  Entfernungen   Aq»  Bq^  Co  mit  gehüriger  Berücksich- 
tigung ihrer  Vorzeichen  , von  O  aus  auf  die  drei  Bild-Axen  auf, 
so  liefern  uns  die  Endpunkte  JTo,  Fo,  Zq  dieser  drei  Entfernun- 
gen die  4rei  Fundamental- Punk te^  und  wir  haben  nun  alle-  festen 
Grundlagen,  welche  nothwendig  sind,  um  die  Bilder  aller  gege* 
benen  Punkte  auf  der  Tafel  entwerfen  zu  können.     Dass  auf  die- 
sen Tbeil  der  Zeichnung  g^nz  besondere  Sorgfalt  yenmndt  wer« 
den  muss,    versteht  sich  von  selbst,    da  er  die  Grundli^e  nller 
folgenden  Operationen  bildet 


Wir  wolleo  nun  den  Punkt  (fgUi  uls  ebien  allgemeinen  JKepi))^ 
aentanten  aller  zu  etot^Terfenden  Punkte  betracfiten,  und  ilin  durcli 
M  (Fig.  2.)  bezeielmen.     Für  diesen   Punkt   berechnen    wir  jetzt 
pach  den  in  §.  9»  gegebenen  Formeln  die  perspectivisöben  Coor- 
dinaten   fxy  fftf,  h%^   und    tragen    dieselben    mit    gehöriger    Be- 
rackaichtigung  Ihrer  Vorzeichen   von    O   aus   auf  die   drei  Bild- 
Axen   auf,   wodurch  wir  in  Fig.  1.  die  Punkte    JTi,    Fi,  Z^  als 
dBe    Endpunkte   der  perapeetivisolien  Coordimiten  erhMten.     NUn 
wnUen    wh^    uns   von    dem  Punkte   M  (Fig.  2.)  im  Räume  etwa 
auf  die  Ebene  der  ay  ein  Perpendikel  gefällt  denken»    und  des* 
aen  Fusspunkt  darch   M'    bezeicfanen.      Ferner  denken   wir  mm 
von  M'  in  der  Ebene  der  3:y  auf  die  Axen  der  x  und  y  Perpen^ ' 
diket  gefallt,  und  bezeichnen  deren  Fusspunkte  durch  Nx  und  N^ 
Weil  die  Linie  M'Ny  der  Am  .der  x  parallel  ist,    so  r  geht  ihr 
BUd  durch  den  Punkt  JTo  (f^ig*  L);  da  aber  iV^  in  der  Ldnie  il'iV; 
liegt  und  bekanntlich   Fi  (Fi^i;.  1.)  das  Bild  von  N^  Ist,  •  so  mu«s 
das  Bild  der  Linie  M'Ny  auch  durch  F|  (Fig.  I.)  gehen,  und  die- 
ses Bild  der  Linie  M'N^  w\xd  also  erhalten,  wenn  man  in  Fig.  L  die 
Linie  Xq  F^  zieht.   Ganz  eben  ho  erhält  man  das  Bild  der  Linie  M'Nsf 
w«lin  man  in  Flg.  L  die  Linie  FoJCi  ztebt,  und  der  Durehscbnitts- 
pnnkt  JUxy  der  Linien  ^o^i  ""^  ^o^i  inisg.  L  ist  also  das  Bild 
des  Punktes  M*.    Betrachten  wir  nun  die  der  Axe  der  z  parallele 
Linie   MM'   (Fig.  2.),    so   muss    ihr   Bild    durch    den    Punkt    Zq 
(Fig.  1.),  nach  dein  Vorhergehenden  aber  auch   durch  den  Punkt 
Jl/ry  (Fig.  l.)  gehen,  und  wird  daher  erhalten,  wenn  man  in  ^ig.  L 
die  Linie  MxyZQ  zieht,  in  welcher  Linie  also  auch  das  gesuchte 
Bild   des  Pdinktes  M  liegen  muss.     Durch  ganz  -  ähnliche  Con^ 
structionen  kann  man  noch  z%vei  andere  Linien  finden,   in  denen 
das  Bild  des  Punktes  lU  liegen. muss,  nämlich  in  Fig.  L  die  Linien 
My%X^  und  MxxYof  worauf  dann  die  drei  Linien  MxyZ^l  MymX^9 
MbxTo  '^^  ihrem  gemeinschaftliehen  Ourchschnittspunkte  üfi  (Fig.  1.) 
das  gesuchte  Bild  des  Punktes  M  (Fig.  2.)  im  Räume  geben. 

*  '  * 

Hieraus  ergiebt  sich  nun,  nachdem  man  die  vorher  berech* 
neten  perspectivischen  Coordinaten  des  Punktes  (fgh)  auf  die 
Bild -Axen  aufgetragen,  und  dadurch  in  Fig.  1.  die  Punkte  Xi,  Fi,  Z| 
erhalten  hat,  die  folgende  merkwürdige  Construction  des  Bildes 
des  Punktes  (fgh)\  ^         ^ 

Man  zieht  die  Linien 
AoF|  und   FoJITi  mit  dem  Durchsebnittspunkte  M^y^    . 

•0^1  »»         ^oFi         „  „  „  äMy%, 


Dniitt  sieht  man  A\e  Linien 

•tfjrffZo»      My%Xo9     MmsTq, 

b6  ist  deren   gemeinschaftlicher    Dorchsehnlt^sponkt 
Jlfi  das  gesachte  Bild  des  Punktes  (fyh)' 

Elat0rKch  ist  nnr  die  Construetion  zweier  der  Linien  Mm^Z^ 
MymXjt  MmmYo  m  Bestimmong.  des  tiUdes  ßfi  des  Ptinkics 
(fffh)  nothwendig;  die  dritte  Linie  hielet  aher'eine  erwunsdite 
Coatrole  für  die  Richtigkeit  der  Zeichnung  überhaupt  dar;  und 
ia»s  »an  bei  der  praktischen  Ausführung  die  ehigen  Linien  nkkl 
▼dlstiindi^  ausziehen,  sondern  sein  Ajigenmerk  überall  bloss  auf 
die  möglichst  genaue  Ermittelung  der  betreffenden  Durchschnitts* 
punkte  riehten  wird,  versteht  sich  von  selbst^  weil  sonst  die 
Zeichnung  des  f^nzen  Risses  des  zu  entwerfenden  Gegenstaedes 
«t  sehr  mit  Linien  überladen  werden  würde. 

Anmerkung. 

Aus  dieser  Construetion  ergiebt  sich  auch  der  folgeade  be* 
ineritenswerthe  geometrische 

Lehrsatz. 

Wenn  in  einer  Ebene  durch  einen  beliebigen  Punkt 
O  derselben  drei  beliebige  gerade  Linien  gezogen» 
und  auf  jeder  dieser  drei  geraden  Linien  ganz  will« 
kähflicb  zwei  Punkte 

angenommen»   dann   die   Linien 

XoTi9   lo-^i »     ^0^1»  ^o^kl    ZqXi,  XqZi 
(;ezogeu,  und  die  Durchschnittspunkte 

Msy»     *"y*     WUT 

jedes  dieser  drei  Paare  von  Linien  bestimmt  werden; 
so  schneiden  sich  jederzeit  sowohl  die  drei  Linien 

MxyZQf       My»ÄQ,       MzsYq 

als  auch  die  drei  Linien 

UsyZi  ,     JUymXi  ,     M%M  Yi 

in  einem  und  demselben  Punkle. 


jmtt^imer  »trtm»  Wmgme».  tmritelL  äir  ftttn^me  ä^mkmfkW^ 


5.11. 

i 

Betrachtiing  des  Falls,    w«pn   die   von    dem   AnfaQgs** 
punkte  der  Coordinaten  nach  dem  Auge  gezogene  Ge* 

rade  auf  det  TaYäl  s^ubtecht  stellt. 

Dte  von  dei||  iinfangspünlte  der  Cöofditiateti  'nacli  £ten(i  Aüf^ 
gezogene  Gerade  wollen  wir  als  positiv  oder  als  kiegattv  betratfa^ 
len,  jenächdem  sie  itiit  dem  von  dem  Anfangspuhkte  dier  Cbbr- 
dinaten  auf  die  Tafel  gefüllten  Perpendtkel  gleicbstimttiig  üi^ 
entgegengesetzt  liegt ,  und  mit  Aucksicbt  hierauf  durch  £  be* 
zeichnen.    Dann  ist  offenbar  in  völliger  Allgemeinheit: 

Äi)  .  •  .    F«iE4jo»A,    «ÄsiSiöo«^/»,   J7sJ^€oav; 

also  nach  {•  9.: 

d  =  £(cos  iL*  +  cos  tt*  +  cos  V*)  =  £» 
65) 


r  ^frsJfcCcosi 

•  •  •  •  \ 


cofe^  4- "6  cos  fi  4*  <?  cos  v). 
Ferner  M  imdi  47)  <Nl«r  fw  'Q*  ofcnbaf  x 

Bm  =  Vcps  fi*  sin  V*  +  2  cos  ft*  cos  v*  +  sin  ft*  cos  v*, 

#y=:  V  cos  v*siiii*  +  2cos  V*CöS  A*  +  sin  V««Ofrl*, 

» 
0,=  Vcosil*sinfi*  +  2cesiL*cosft'+sinil*cosf**; 

woraus  man  leicht 

©«  =  Veps  fi* -f  cos  v* , 

©y  =  V  tos  y«  +  cosi*, 

6,  =  Vcosil*  +  cosfi* ;     _ 
also: 

66).....     9j=riitjt»    dysisinjte,    ^«ssahv 

erhält 

Weil  offenbar 

Fcos/i— Gtosilss^,    €co8v-*-i?eosffts0,    i7tosl«^Jrco8vssO 

ist,  so  erglebt  sich  aus  62)  «uf  der  Stelle: 


•7) 


cos(yoto)  SÄ-^eotfiCo^V, 

^6#S(VI^)  9^«0tl^  coli. 


Ferner  ist  nach  $•  9.,  wie  man  sogleich  fibersieht: 

!Ao  =  Tl£^(acosX'|-6cosfA'|-ccosv)|tangA9 
Bo  =  TlJS  — (aco8X+6coSf4+ccosv)}tangfi, 
C(|^==F(^ — (aco8X  +  6co«fÄ  +  cco8v))taDgv; 

dio  oberen  oder  unteren  Zeichen  hier  und  im  Folgenden  genom- 
*nien,  jenachdem  das  Auge  nicht  zwischen  dem  Anfange  der 
Goordinaten  und  dessen  Bilde  oder  zwischen  dem  Anfange  der 
Coordinaten  und  dessen  Bilde  liegt;    und: 

69) 

_  -         fcOSl  p  ,     ^COSjli  Acosv    , 

/i=~Ao£_^^^3i,  ^S'=-*^OjE:-^cos^'  *^^^o^-Acosv' 
oder  I 

#»  —  ■  {^—(^'cosil-f  &coSft-f  ccosv))/'siaX 
^'  — *  E'-feosk  ":        * 


9y 


(£J-^(acoBA-f  6eos|(i-fccosv)}5^sinfi 


^— ^COSfl 


-   ,  {E — (acosX+&cosft+ccosv)lAsinv 

^  — *""  £-.Acosaf  ^ 


oder: 


-      acosil  +  6costt+ ccosv,  ^  , ' 
|I ; -g )/sinA 

» iE- 

.-      acosA-f  &costt>f  ccöstt, 

l* g l^sinfi 

*""      E 


A»==± 


. .      acosA-fAcostt-fccosv, ,   . 
(1 jr^ lAsmv 


— : r^— 5 

cosv 


woraus  man  sieht,  dass  für  eine  unendlich  grosse  Entfernung  des 
Aiiges  vom  Anfange  der  Coordinaten 

70)  .  .  .  /#=db/'sli^^>    ^#a^dkj^^n|*»    AtfprJbAsmv 


UL  Die  OrÖMea  Ao»  Bot-Co  w^rcke  ßlr.  ein  uoeodlicb  grosse« 
E  eelbet  unendlich  gross,  wie  aus  den  ebigen  Ansdrüclten  68) 
dieser  CrrSssen  auf  der  Stelle  erhellet 


8.  12. 

Einffihrang  blosser  Winkel  statt  der  Coorilinaten  der 

an  entwerfenden  Punkte^ 

Alle  fm  Vorhergehenden  entwickelten  Formeln ,  so  weit  die- 
selben, die  EU  entwerfenden  Punkte  betreffen»  sind  dnreh  die 
Ceordinaten  f,  g,  h  dieser  Punkte  ausgedruckt  worden«  weil  dies 
eiboldl  der  Nator  der  Sache  gemäss  ist»  und  dann  auch  gewiss 
in  vielen  Fällen  die  Lage  der  Punkte  der  perspectivisch  aufzn- 
nehmenden  Gegenstände  durch  unmittelbare  Messung  ihrer.  Coor- 
dinaten  bestimait  worden  ist»  in  der  Tbat  also  diese  Coordin^eq 
als  die  eigentlichen»  der  Zeichnung  des  perspectivischen  Rjsses 
BU  Grande  su:  legenden  Data  au  betraehtee  sind%  Mttn  aber  föllt 
anf  der  SteHe  in  die  Angen,  dass  allen  Punkten  der  darch  das 
Ange  (FGJff)  und  den  Punkt  (fgh)  gehenden  Geraden  ganz  da»; 
selbe  Bild  entspticht»  und  dass  man  also»  um  das  BiM  des  Punk- 
tes  ifffk)  EU  construiren»  ttberbaupt  bloss  das  Bild  eipes  £an^ 
beliehigen»  in  der  in  Rede  stehenden  Geraden  liegenden:  Punktes 
BQ  entwerfen  braiMiht»  so  dass  es  also  verstattet  ist»  in  d^  jim 
Obiges  ^^twickelten  Formeln  für  f^  g%  h  die  Coordinaten  eioeif 
beliebigtoi  in. der  durch  das  Auge  {FGH)  und  den  9wiki  ifyh} 
gehenden  Geraden  liegenden  Punktes  einzuführen»;  Hat  man  nui( 
die»  180^  nicht  übersteigenden  Winkel  u»  e»  tu  gemessen»  welche 
die  von  dem  Auge  (FGH)  aus.  nach  dem  Punkte  (fgh)  hin  ge- 
sogene Gerade  mit  den  positiven  Theilen  dreier  durch  das  Auge 
gelegter»  den  primitiven  Coordinaten  -  Axen  paralleler  Axen  ein- 
schliessty  und  bezeichnet  R  eine  beliebige  positive  Länge  oder 
^tfernung»  so  sind 

iZcosu»     iZcoso»    iZcosfo  •        .  «. 

jedenfalls  die  Coordinaten  eines  Punktes  in, der  in  Rede  stehen* 
den  Geraden  in  Bezug  auf  das,  durqb  das  Auge  gelegte  secun- 
däre  System,  und  die  Coordinaten  desselben  Punktes  in  Bezug 
auf  das  primitive  Systeifi  sind  also 

F-l-i^costt»  *  Cr-l-'^cose»    H+Rco8w,   .     ^ 

■*•■*■  ■  ••  :     : 

Debet  wecdea  wif  in.  naaern^Ql^igen,  f^^ormeln 


V 


402^riiiier/;  Herne Meiko4$^nr EHiwtifkHifp9rtpiM.B^UIUnm0m, 

•  ■  •        ,       *  «      .  , 

g^=xG  i-BcoBv,    ..... 

sa  «etien  berechtigt  seio,  wo  für  A  jede  ganz  beliebige  potitife 
Länge  oder  Entfernung  gesetift  «rerden  kann.  Was  aber  die 
Winkel  n,  v,  w  betrift,  so  ist  der  Theodolit  ein  sehr  zweck- 
massiges  Instrument,  mit  welcheni  man»  wenn  illir,  Wafs  g^#iM 
immer  verstattet  und  ki  allen  FfilhBii  jedenfalls  das  Zweckmis- 
sigste  sein  wird ,  die  Ebene  der  xy  horizontal  annimmt,  ganx  in 
der  gewChtHicben  Viei8fe  mess^m  fcami:  I.  mit  defti  Hotittettl- 
eder  Aeimuthafkrelse  den  von  der  Pro||eotkm  der  von  dem  Attft 
(F4iJU)  nach  dem  Punkte  (fyh)  gezogenen  4!ei«d«tn  %v€  «der  dwel 
Ibs  Auge  gelegten  seeundären  i^y-Ebe«le4llit1lemposithnMl  TMe 
der  secundSren  ^«»Axe  eingeschlossenen  Winkel  m,  Iddett  ttaa 
diesen  Winkel  stets  positiv  von  dem  positiven  TheHe  »der  seoea« 
diren  ir- Axe  an  naeh  dem  positiveii  Tbeile  der  s^cwkUlven  f^kn 
hin  von  0  (»fis  3ee<>  zftMt;  und  ±  mit  dem  Vertikal^  oder  HSfati« 
kreise  den  M"^  nteM  übersteigenden  Neigungswinkel  4et  von  4« 
Auge  (FGB)  nach  dem  Punkte  (fgh)  gesogenen  Cleradlen  'gegM 
die  duirb  das  Auge  gelegte  seeundXre  ^* Ebene,  laiefn  >Baft 
dieiren  Winkel  tds  positiv  oder  als  «egiktiv  beträebtiel»  jeMusbdta 
der  Fonkt  (fyh)  auf  der  positiven  oder  nnf  der  negativen  SeMi 
der  durch  das  Auge  gelegten  secnndflren  ^*  Ebene  liegty  M 
mit  lllldl»lcht  hierauf  durch  «5  bezeichnet.  Bait  mam  üe«»  M* 
den  Winkel  durch  Messung  mit  dem  TbeodsHten  beatimmt,  M 
findet  -man  die  Winkel  v,  9,  f^  mittelst  der  lUgmnden  gan  <*ilgt* 
mein  gültigen  Formeini 

!cos  II  3=  cos»  cos  5 » 
cimtf  =±=sihcDcos9, 
cos«  ^t:siai5s 

oder  kann  in  aUen  frfiheren  Formeln  flir  ein  li^neblges  peiHlvei 
R  immer 

/=:FH-iZC0S  CDCOSQ, 

*^3}  .    .    .    .    .    ^  ffi±G-^Bmnactrti^t 

h=B+Bain<3 
•etaen.  .  *• 

Meraus  sieht  man,  dass  ein  möglichst  kleiner,  alier  zweck* 
efai|erlekteter  1%«edolit  ^ae  bequemst«  liiifti««ient  zi  pt^ 


-  j 


AnfnahmeD  Ist,  und  niittebt  deMelbeii  wM  tntui 
durch  blosse  WittMoissswigeii  oos'  dnetii  einsig^  Standpunkte, 
dctm  Orte  des  Aup^es«  von  jedem  Gegenstande  einen  ppr^gpecti ti- 
schen Riss  oder  Plan  nach  der  im  Obigen  entwickelten  Methode 
entwerfen  k5nnen. 


Weitere  Betrachtung  der  LSnge   des   Btldes  der  Ent« 
ferneng  «freier  Punkte  Ten  einander. 

%s  würde  hier  zu  weit  führen,  wenn  ich  In  alle  fan  OU^en 
einwickelte  Auedrtkfce  end  Fermeln  die  nach  Anleitung  des  ^or» 
hergehenden  Paragraphen  mit  dem  Theodoliten  gemessenen  Win- 
kel statt  der  Coordhiaten  der  betreffenden  Punkte  einMireii  w<«1ffte; 
Daher  begnfige  ich  mich,  nur  noch  einige  Betrachtungen  Ober  'des 
in  §.  5.  entwickelten  Aasdruck  42)  für  die  Lfinge  Li  des  Bildes 
der  Entfernung  zweier  Punkte  (fgh)  und  (fg'h!)  von  eUiander 
folgen  zu  lassen» 

Die  180^  nicht  fiberste^eaden  Winkel,  weiche  die  Ton  dem 
Aege  {FGH)  nach  den  Punkten  (fgh)  und  (f'g'hf)  gezogenen 
Geraden  mH  den  psttithren  Theilen  der  Ceordinalea-Axen  ein- 
echKeasen,  seie^  respecti?e  tc,,  s,  fo  und  «',  e',  w'\  so  können 
trlr  nach  dem  vorhergehenden  Paragraphen 

.      /=jP  +  äcosi«,       /'  =  F+ä'cosii', 

^=G^Acose,       ^  — C^iS'cosv', 


also: 


F-f=—Rcoau,       F— /"=:— Ä'co»«', 

I 

6— ^=— Acosv,       G— y  =— ß'cose', 
H'-h—'^RcoBw;     £f— ä'  =-Ä'cosis' 
setzen.    Dadurch  erhalten  wir  ^ 

.P*^p2:»-^A<MBieesii  -f  ee#|ieose  -f  ceei^eesivX, 
P— p'=:— J2'(cosXcost«'+cosfÄC08e'+eosvcosn^)'; 
also,  wenn  wtr  der  Ktfrze  wegen  ^ 

cosW  =coslb08tt  «fcosttcose  -fcosvcosts, ' 
ees  W'asieeei  eesif'  4  ees|*eesV  -|-  esive^si/ 


IKrtsemi 


'   /.-        r 


1 


(P -r^ß)  (P -*  PO  «ö  ÄÄ' COS  W«dftW'* , 

Feriier  ist  der  Ausdruck  auf.  der  rechten  Seite  des  Gleichhdts- 

seichens  in  der  Formel  42): 

f 

(cos  V  cos  to' — cos  p'  cos  w)*  SID  X* 

+  (cos  w  cos  w'  —cos  w'  cos  w)*  sin  \l^    " 

+  (cos  ti  cos  v'  —  cos  tt'  cos  u)*,sin  v* 

— 2(cosocosio'< — ci>si/€QSt9)(cost9costt' — Qosfo'costc)cosXco8fi 

-:r 2(q(0^ I» cos n' —0)1^1^' cos  w) (cos u cos t'— cos m'  cosf^)  ipo9f»«08y 

fc--'2(costtcosv'  -^ coso'icoso) (cosv edsi9'*<-cosVcesif))ciisi^eD8i, 

*  .  ^  f 

wenn  man  dieiie  Grösse  noch, fnit  {RR')^  multiplicirt.  Setzt  mao 
aber  Jur  .  . 

"  sinX*,    sinfi*,    sioy? 

respectiVe 

1  — COSX*,     1— COSft*,     1  — cosv* 

und  überlegt,   dass,   wie  man  fefdht  findet , 

*  *  t  ^ 

•  (cösDCÄSfs'— ««sfe'cesti»)^  ♦K^ostecos«'— eosts'cos«)* 

-f  (coswcosü' — costi' cost»)* 
=  (cos  w*  +  cos  »* + cos  «?*)'  (cos  u'^  +  cos  ©'*  +  cos  fo'*) 
—  cos  tt*  cos  u*^  —  cos  t>*  cos  ü'*  —  cois  10*  cos  to'* 
— 2coswcost£'cost>cos»'--2cost?cosi'coswcosto'— Öcostocosir'costico««', 

also  9  wenn  man  der  Kurze  wegen 
75)   ...  cosF=costtcostt'  +  costcosü'  +  cosfi>cosfr' 

setzt, 

sin  F' = (cos  t>  cos  w'  —  cos  t'  cos  to)*  +  (cos  w  cos  w'  —  cos  va/  cos  «)• 

" "  -f  (cos  u  cos  r'  —  cos  vi  cosü)* 

Ist,  so  erhellet  auf  der  Stelie,  Äss  der  Ausdruck  auf  der  rech- 
ten Seite  ^es  GWcMidtszeichens  i«  der  Fortoel  42)  das  Prodad 
von  (ÄÄ')*  in  ►die  Gfösse  . 

i(cosrcosfi>'-cost'cosfD)cofifX+(cpstrco«i«'r-coswfcoaii)^rt* 
•  ] 

+(C0S1|C0SI)'— cosii'<?o»ü)co««^ 

ist    Folgiw*.UtJW^^)-  .  t 


™) .     .     •     ■51  = 

i(eo8eco8«o'-co8r'co8U7)cosA-f-(costoco8u'— co8to'costi)cosfij  • 
I 

.       -}-(C08ttC08t?^~C0SllVo8t>)cO8»1 

cos  W«  cos  W'* 


'^        '■ 


Steht  die  von  dem  Anfangspunkte  nach  dem  Auge  gezogen« 
Genul»  aof  ^er^TaM  sttokrepht»  so  .ist  fiach  66); 

PsBE—(acq8l-l-bcoß(i-l-cco8v), 

ako  nach  76): 

77)  ^ .    ,    ,     — ' '^-^ — =■ ■ 2s 

'"         •  1^— ^(nCOsX-f  6c08fA-|-^C08v))' 

i(cOSVC08fD'-^08r'fcOSto)cd8X-|-(COS10i:08tl'-C08fO'^OS»)€08fAl  * 
I 
•f(C0gttC08l?^C08tt^C08t?)C0Sy| 

cos  W«  cos  W« 

In  diesem  letzteren  Falle  erhält  man  aus  42)  mit  Riicksicbt  auf 

§.  U.  «ucb  leicht : 

•  -78)       * 

U     /'cos^^■ycosft-^fleo8v^,  ,^      f'cosl-j-g'cosii-t-h'eoBv.^ 

'  E  '       ''~ E  .  '       y    , 

,      aco8i  +  6co8(*  +  ccogv  * 

=    {(3-'g')eo8v—(A-h')co»it  —  ^^^-^^\*8inX*  * 

+ 1  (A — AO  o»  A  -  (/  -  f)  c«>»v  -  ^^'  ~^^'  )»«Hn  ,»• 

■  '    •  >         ja»;  -»    .  .        ,   . 

-  8 1  (/'-/')c«8  ^  -  O;,^^)  cos  i- ^-^  > 

X{(y--ffOco«y— (A— AOcogf*—       ^^|co8v  cosl. 


'J- 


«»d  für  «in  imeMHIeli  groMM  E'  mM  -whm  i 

+  t(A— A0co8X^(/'-/')co8v|«»mfÄ« 

— 21(A-A0<^»8i-</'--/>om^  I  (/^/^)eMfiHr^y)0Mi(M8|MM» 
od^r,   weil 

t(^— fl'OcWlV— (A  — A'>C08f*)cO8i  J  ^ 

+  |(A-A?)C08A-(/^--/')C081llC0»|*.{  =0 
+  I  y— /O  CQ8|4— (f  — y)  C08  X)C08  V 

tot»    offenbar: 

79) 

«d^  anch,  wie  laicht  erlieliet: 
80) X|  = 


fl3. 

« 

Es  erhellet  leicht,  daae  die  Formeln ,  auf  denen  die  in  Obi* 
ge&  entwickelte  Methede  sar  Entiverfbag^  peiv|N*etH9cfcer  Risse 
oder  Pläne  beruhet»  unbestimmt  werden,  wenn  die  Coordinaten 
des  Auges  terschwimle»r  wid  dssf  es  also  bei  dieser  Methode 
niebt  verstattet  Ist,  das  Auge  selbst  als  Anfam;  der  Coordinaten 
anaunebmen.  Indess  bietet  bei  sehr  vielen  praktlsdien  Anwem« 
düngen,  ja  wohl  bei^  den  meisten,  die  Annahme  des  Auges  als 
Anfang  der  Coordibaten  besondere  VortheHe  dar^  und  %%lr  wotlen 
daher  jetzt  zeigen,  auf  welche  Weise  man  sich  zu  verhaken  hat, 
wenn  man  von  dea  Vortheilen  Nutzen  sieben  will»  welche  die 
Verlegung  des  Anfangs  der  Coordinateir  In  das  Auge  in  der  Praxis 
gewährt. 


76) •    •    •    ^  = 

i(e0ßVC0Bu/^eOBv'cOSw)C0sX't-  (C08U>C06u'—C08w'c08U)C08fi\  * 
l 

4-(costtco8t'— coßiiVps»)  cos  ii 


Steht  die  von  dem  Anfangspunkte  nach  dem  Auge  gezogen« 
Gerade  aofidet'^TaM  saokrepht»  so  ist  pach  GS);     . 

.  PasJE— -(ac9sit+*cosf*.+  ccosv)# 
aUo  nach  76): 


77) 


*  I -^— ^  (a  cos  X  Hh  ^  cos  ft  +  c  cos  v)  )• 

i(cOSVCOS|D'-^OSr'C0Str)C0sil-|-(COSf0C0Stl'— COSto'C08tt)€OStti  * 
I 
4  (cos  tt  CÖS  P^COStt^COSgjCOSVl 

cosW«co8W'a 

In  diesem  letzteren  FaHe  erhält  man  aus  42)  mit  Rücksicht  auf 

S.  11.  auch  leicht: 

'  -78)  .       ^ 

.,      /'cosJl  +  ocosit  +  Aeosi'      ,     f'eosXj-ff'eoapt+h'coBv^^ 

}^-  £  '  ''-  E.  •     ~    X« 

j      acosX  +  6cosf»-t-ccosi>^  * 

+  |(A— A0co8X-(/-nco»v-^^^^^)«wn^ 

+  {(/'-/*)  cos  I»  —  (^—i70  cos  X  -  ^!-^*H»«iD**  ■ 

■  oh' —hä'  '    '  '■ 


I. 


-tif(Ä-A0cosl-(/-/*)c6sv-^^^=^'j 
><  { (/■— /O  «ös  » — (o  —g')  cobL—  '^  '1^'  I  cos  tt cos  V 


<t 


.      (      '     .       ■     "       .  .    •  .' 


ah* —ha* 
Xl  (^-*y)«<>»^"- (*--*Ocos/*  —  ^^ — g~^ )  cor  V  cos  il. 


4e§  ermnertt  iVMie 

laitA  «fem  Aog#  llvgt.  Aho  mi«»  ma  j«til  «teti  der  ia  Beng 
auf  das  Aoge  ab  AnfaBg  geroessaaeD  Coordinatea  /,  ^,  A  ainei 
jeden  Pnoktes  in  die  Recbnong  die  Grössen 

f^Ecoßl,    j^db^cosfi»    A±JEcosy; 

n'atSrIich  auch  fttr  die  gleicbfalls  auf  das  Ange  als  Anfong  tUk 
.bi^ziehenden  Cdordfnraten  a,  b^,  c  die  firSssen 

aJcl^coßlp    bJtScosfk,    cdb^cosy 

einführen,  wobei  iimner  dieselbe  Bestimmnng  wegen  der  Torsei- 
chen  wie  rorher  gilt« 

Nach  den  in  {.  9.  gegebenen  )?ormeln  Ist  nnn 

^sFeosi+  Crcos^^- J7cesvs=i:£(cosl*4'eosfi*-|-CMf>),     * 

* 
also: 

82) J^±B. 

Ferner  Ist 

-|-t±£cosfft— (6db£cosfOUosfi 

-l-ldb^cosv — (cJt:Et08¥)\co9¥, 
also: 

83)  •    .    •     P=— (acosil  +  6cosf»  +  ccosv). 
Weiter  ergiebt  steh  leicht : 

OsesVeos^sinv*-f  2co8fi*cosi^-f  ein^'cosy*, 

S^^  V^cosv*  sin  A*  +  2  cosi^  cos  A*  +  sin  y*  cos  i*, 

S»^=z\  cos  X^  sin  f&?  -f-  2  cos  1^  cos  fi*  -f  sin  A.*  cos  /i^ ; 

V 

also^  wie  man  sogleich  übersieht: 

©,=Vcosfi*+cosv*,    6y=  V  cosiAfcosi*,    ©«=Vcös?'+cösJ?; 
Mglieh:  .(> 

84)  .....    6sr=sinl,    9y  =  sinf&,    6s=:siny.' 

Femer  Ist  nach  dem  Obigenr: 

Fcosft^  Crcosi  £&  0, 

6  cos  y — HcQSfL  s=0, 

,,  .  £fcesA*— /'co«|y=05 


neHl  Mtier  ürtwi  mfneimeh.  QarUetl,  der  Per^ecOve  überhaupt,  409 

aiso  nach  54): 

Icos  (^o3^  =—  cot  X  QOt  ^ , 
cos  (^o^o)  =  ~"  ^^^  f*  cot  V  , 
co8(x0arQ)  =  —  cot  V  cot  iL 

Wir  wollen  nun  zuerst  d^n  Fall  betrachteD^  wenn  der  Punkt 
O  nicht  zwischen  dem  Auge  und  der  Tafel  liegt,  wo  nach  dem 
Obigen 

F=£cosA,     G  =  £co3ft,    H=zEcoav 

\stf  w\d  (Sx  f,  ffy  h  die  Grössen 

f-i-Ecosl,    g-{-Eco8fi,    h  +  Eco8v 

gesetzt  werden  müssen. 
Nach  §.  9.  und  84)  ist : 

Ao=TPtangA,    Bo=TPtangft,    Co=TPtangv; 

die  oberen  oder  unteren  Zeichen  genommen,  jenachdem  das  Auge 
nicht  zwischen  dem  Punkte  O  und  seinem  Bilde,  oder  zwischen 
dem  Punkte  O  und  seinem  Bilde  liegt,  also  offenbar  im  vorlie- 
genden Falle,  jenachdem  die  Winkel  X,  (i,  v  sich  auf  den  von 
dem  Auge  aus  nicht  nach  der  Tafel  hin,  oder  auf  den  von  dem 
Auge  aus  nach  der  Tafel  hin  gerichteten  Theil  der  durch  das 
Auge  senkrecht  gegen  die  Tafel  gelegten  Geraden  beziehen. 

Ferner  ist  nach  63)  und  dem  Obigen : 

/•   _         A  (/+iSc08A)C08A 

r'--^OE^(f^Eco8X)co7i' 

__|.       (^  +  jEcosj[*)cosj[i 
9y  0  £ — (gr-f  iScosfA)cosfi' 

(A +JScosv)cosv 


A«  r=  —  C, 


®  JS  —  (A  +  Ecos  v)  cos  V ' 


also 


^  £cosA^  4-  fco8  k 

—  R  Ccosfi^  +  jycosft 
ffy—        ®JEsinft*  —  ^cosfi' 

Ä  —  r  ^cos-y^  +  Acosv, 

Theil  XXXII.  28 


.und  folglich  nach  dem  Vorhergehenden: 

£  sin  XcosX  -f  fs\n  l 

• 
pCsinficosfi-f-^sinfi 
yy  =  3:    J^sinfisinfi — gco8fi>  * 

.  .%£sinvcosv  +  Asinv 
■^     JB^flinirsinv— Aeosv 

die  oberen  oder  unteren  Zeichen  genommen ,  jenachdem  die  Win* 
kel  k,  (i,  V  sich  auf  den  von  dem  Auge  aus  nicht  nach  der  Tafel 
hin,  oder  auf  den  von  dem  Auge  aus  nleich  der  Tafel  hin  geridi* 
teten  Theil  der  durch  das  Auge  senkreefal  gegen  die  Tafel  geleg- 
ten Geraden  beziehen. 

Die  Gleichungen  der  durch  das  Auge  senkrecht  gegen  die 
Tafel  gelegten  Geraden  in  dem-Systeme,  dessen  An&ng  das  Aoge 
ist,  sind 

COSA        COSfi        cosv* 

und  die  Gleichung  der  Tafel  In  demselben  Systeme  ist 

(f— fl)eoöÄ+(i^— 6)  eoö /»  +  (?— c)coäväO. 

Beseichnen  wir  also  in  diesem  Coordinatensysleme  die  Co(^oa* 
ten  des  Durchschnittspunkts  der  durch  das  Auge  senkrecht  gegen 
die  Tafel  gelegten  Geraden  mit  der  Tafel  durch  X»  1^,  8>;  so  bat 
man  zu  der  Bestimmung  dieser  Coordinaten  die  folgenden  Glei- 
chungen : 

X    _    »     _.     g 
cosl      cosfA       cosv' 

{X — a) cos l -f  (!|l  —  6) cos fi 4-  (5  — c)cosv=0; 

woraus  sich  die  folgenden  Formeln  ergeben: 

M  =  (acosA  -f  beo9ii-t-  ewmv)eoBX, 

)>  =  (a  cos  ^  4- 6  cos  fi -f  €  cos  v)  cos  ff » 

5  =  (acosA-|-6cos|ii  -f^cosv)cosv; 

und  bezeichnet  nun  P  die  Entfernung  des  Auges  von  der  Tafelf 
so  ist 

also  nach  vorstehenden  Gleichungen : 
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.  jl^  tÄ  (a  ce«  A  +  ft  CO«  f*  +  c?  cos  v)* , 
woraus 

1'^==  i  (ac0i*iL  +  6co8fi  +  ccosv). 

fo^t,  wenn  man  das  obtre  oder  untec^  Zdcheii  nimmt,  jeuach- 
dem  die  Grösse  acoßi-t-icesiK.  +  ecosy  positiv  oder  *eg«tiv  Ut 
Diecie  Groeee  ist  nber  efeeW  i^di  §.  1,  pesUir  oder  »e^tiv, 
jenachdem  die  Winkel  l,  ii,  v  sich  auf  den  von  dem  Auge  4us 
nach  der  Tafel  bin,  oder  auf  den  von  dem  Auge  aus  nicht  nach 
der  Tafel  hin  gerichteten  Theil  der  durch  das  Auge  seninrecht 
gegen  die  Tafel  gelegten  Geraden  beziehen;   also  ist 

ysr^(aeosA-f  ä  cos  |it  +  c  cos  v) 
and  nach  83)  folglich 

P=:i:P    oder    P  =  ±P, 

wenn  man  die  oboren  oder  unteren  Zeichen  nimmt,  jenachdem 
die  Winkel  l,  {iy  v  sich  auf  den  von  dem  Auge  aus  nicht  nach 
der  Tafel  hin,  oder  auf  den  von  .dem  Auge  aus  nach  der  Tafel 
hin  gerichteten  Theil  der  durch  das  Auge  senkrecht  gegen  die 
Tafel  gelegten  Geraden  beziehen.  Folglich  ist  nach  dem  Obigen 
allgemein  in  diesem  Falle: 


86)....      \    g,  =  ^^^f:S2^±±R^^, 

-        ^fsini^eosv -f  Asinv 

hz  =«  Vv~' ^-T 5 

J&smvsinv  —  Acosv 

und  zur  Bestimmung  von  A^,  Bq,  Co  hat  man  nach  dem  Obigen 
die  folgenden  Formeln : 

87)    Ao=  — Ptangi,    Bo^^^Ptaugfi,    Co=— Ptangv.   ^ 

Wir  wollen  nun  auch  den  Fall  betrachten,    wenn  der  Punkt 
O  zwischen  dem  Auge  und  der  Tafel  liegt,  wo  nach  dem  Obigen 

^  =  — £; 
F= — jEcosA,,     G=:  —  JEJcosft,    J5f=:— Ucosv 

ist,  und  fiar  /",  g,  A'die  Grossen 

f — £cosA,^    g — £cos/Li,    h — £cosv 

gesetzt  werden  müssen. 

28' 
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Da  in  diesem  Falle  das  Auge  nicht  svrischen  dem  Punkte  0 
und  seinem  Bilde  liegt»  se  ist  nach  §.  9;  und  84) : 

Ao=  — P.tangA,    Bo=— Ptang^,    Co=  — Ptangv; 

wobei  man  za  bemerken  hat»  dass  in  diesen  Falle  die  Winkel 
A,  fi»  V  i4ch  auf  den  von  dem  Auge  aus  nach  der  Tafel  Hin  ge- 
richteten Thell  der  durch  das  Auge  senkrecht  gegen  4ie  TaM 
gelegten  Geraden  beaiehen. 

Ferner  ist  nach  63)  und  dem  Obigen: 

^  (/*—=•£?  cos  Jl)  cos  Jl 

/•,  ^  -  Ao  _  £  _  (/'-£;cosA)ci5I ' 

—     R        (y  — £cosfi)cos^ 
^2^-"  "0— £  —  (^-.£;  cos  f*)  cos  fi  • 

A  —     r         (A  —  £Jco8v)cosv 
'••~'"^-£-(A  — £:cosv)cosv' 

also : 

'' ^<>£5nF+7cosX* 

^»■^■~"^Esinfi«  +  ycosfi' 

^»••■"^oEsinv'  +  Acosv** 
und  folglich  nach  dem  Vorhergehenden: 

jE/Sin  A  cos  X  — >  /"sin  il 
'*""       £sinAsinA-fAos^  ' 

-,  «1  fi sin  fi cos  fi  >-*-  ^sin  ft 
yy—     ^JsinfAsInfA +^cb8fA* 

,   p  £J  sin  V  cos  v  —  Ä  sin  v 

n.%  —  I     "«^    ;;  ;  z     j  • 

jbsinvsmv  +  Aco$v 

Ganz  Mie  im  ersten  Falle  erhält  man  auch  hier: 

J)*  =  (a  cos  A  +  6cos  f*  +  c  cos  v)*, 

und  folglich,  weil  in  diesem  Falle«  wo  die  Winlcel  l,  ^,  v  sieh 
auf  den  von  dem  Auge  aus  nach  der  Tafel .  hin  gerichteten  Theü 
der  durch  das  Auge  senkrecht  gegen  die  Tafel  gelegten  Creradea 
beziehen  y  nach  §.1.  die  Grösse  äcosA-f  ftcosfA-f^ecosv  offen- 
bar positiv  ist. 


neösi  einer  sirenff  wi$$en»ch.  DantelL  der  Ptrspeetire  iiiferAmipt,4tl9 
also  Dach  83): 


=  — P    oder    P  =  — >. 
Folglich  ist  in  diesem  Falle  : 

r»  -  — P  fJsinlsin  A  f/*cosA ' 

88)  ]a  -_     y£8iPftcps/i->^in|n 

j^^  JSsiofi  8in|ii-t-^co8fi ' 

-  „  fislnvcosv— -Ä'sinv , 

«»SS  — B  r    • ; TT ? 

Juswv  smvthcosv 

und  zur  BestinimuDg  von  Ao>  Bq»  Cq  hat  man  nach  dem  Obigen 
die  folgenden  Formeln: 

80)  ...  Ao^^Ptangl»    Bo  =  Ptangf4»    G^^Ptangv. 

LSsst  man  aber  die  Winkel  X,  fi,  v  sich  auf  den  von  dem 
Auge  aus  nicht  nach  der  Tafel  hin  gerichteten  Theil  der  durch 
das  Auge  senkrecht  gegen  die  Tafel  gelegten  Geraden  beziehen^ 
so  i^'erden  diese  Formeln: 

_  ^  JEsin  X  cos  X  +  /sin  A 
#*^  "£gJn^giijA — fcesX* 

^  )^       ^JEsinj«cosfi+jysiny> 

,       _^£Isinvcosv+ Äsinv 
Esnivsmv  —  Äcosv 

und 

91)  Ao=:— ptangA,    BoS-Ptangfi>    Co=— Ptangv; 
die  Ausdrucke  84)  und  85)  von 

ßx,  Sy»  S%    und   cos(a:oyo)»    cos(yo«b)>    cos(io^o) 

werden  aber  durch  diese  anderweitige ,  röcksichtlich  der  Winkel 
X,  fHp  V  getroffene  Bestimmung  gar  nicht  alterirt. 

Aus  86),  87)  und  90),  91)  erhellet  nun,   dass  man  allgemein 

92)  Ao=— PtangX,    Bo=— Ptangft,    Co  =  — Ptangv 
und 
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/x  —  \if  Esinlsiu  X—fcosk  * 

I    ,       ^Esinvcosv  +  Äsinv 
\  ^JC/Sinvsinv — hcosv 

setzen  I  und  die  Winkel  i,  ^,  v  beliflbtg  auf  den  von  dem  Auge 
aus  abwärts  von  der  Tafel,  oder  auf  den  von  dem  Auge  aus  nach 
der  Tafel  hin  gericfateten  Theil  der  durch  das  Auge  senkrecht 
gegen  die  Tafel  gelegten  Geraden  beziehen  kann.  Hat  man  die 
Winkel  il,  fi,  v  auf  den  von  dem  Auge  aus  abivärts  von  der  Tafel 
gerichteten  Theil  der  durch  das  Auge  senkrecht  gegen  die  Tafel 
gelegten  Geraden  bezogen ,  so  heisst  dies  im  Allgemeinen  so  viei, 
dass  man  sich  den  Punkt  O  auf  derselben  Seite  des  Auges  wie 
die  Tafel  liegend  gedacht  hat;  und  jenachdem  man  die  wUikubr- 
liehe  positive  Grösse  E  kleiner  oder  grösser  als  P  angenommen 
hat,  ist  d^r  Punkt  O  zivischen  das  Auge  und  die  Tafel  oder 
^uf  die  entgegengesetzte  Seite  der  Tafel  g^egt,  also  mit  dem  Ange 
auf  einer  und  derselben  oder  auf  entgegengesetzter  Seite  der  Tafel 
angenommen  u-orden.  Hat  man  dagegen  die  Winkel  X,  fi,  v  auf  den  vod 
dem  Auge  aus  nach  der  Tafel  hin  gerichteten  Theil  der  durch  das 
Auge  senkrecht  gegen  die  Tafel  gelegten  Geraden  bezogen,  ss 
heisst  dies  so  viel,  dass  man  sich  den  Punkt  O  nicht  mit  der 
Tafel  auf  einerlei  Seite,  sondern  auf  der  entgegengesetzten  Seite 
des  Auges  liegend  gedacht  hat,  wobei  es  ganz  gleichgültig  '^, 
wie  gross  E  im  Verfaältniss  zu  P  angenommen  wird.  Alles  die- 
ses ist  natürlich  vollstSndig  verstattet. 

Die  zur  vollständigen  Anfertigung  des  perspectiviscben  Ris- 
ses erforderlichen  Formeln  sind  nach  dem  Vorhergehenden  ouo 
die  folgenden,  wobei  die  W^inkel  k,  fi,  v  beliebig  auf  den  einen 
oder  den  andern  der  beiden  Theile  bezogen  werden  kunnen,  ia 
welche  die  durch  das  Auge  senkrecht  gegen  die  Tafel  gelegte 
Gerade  von  dem  Atig^  getheilt  wird: 

cos  (a^o^o)  = — ^^*  ^  c^  f*  > 

cos  (^o^o)  = — cot  fi  cot  V , 

cos(2o^o)  =  —  cot  V  cot  A; 

Ao  =— PtangA,     Bo=:— ptang|[i,     Co  =— Ptangv; 

94)     <  r    _  yi  i^sin  X  cos  A  Hh/'sin  X 

/* -- P  JS^siB  A  sin  A --"TcosX ' 

^  £sin  fi  cos  fi  -f  (y  siufi 

''-'         jC/sinfisiiift— ^cosfi 

.  .        „£Jsinvcosv+ Asin  V 

^  /^smvsmv  —  ncosv 


n^M  Mh^  iirßmfpi^se^mcA.  Dar$tfiL  der,  Per^ectiwe  tib^rhuupu  ^\% 

Sind  ti,  V»  n)  di^  180^  oii^ht  Hbersieifeaden  Winkel,  welche 
die  von  dem  Auge  nacb  dem  Punkte  {fgh)  gezogene  Gerade  mit 
den  positiven  Tbeilen  der  Coordinaten-Axen  einschliesst,  so 
kann  man 

setzen  y  und  erhält  dann  zur  Bestimmung  von  fx,  ffy,  h%  nach  94) 
die  folgenden  Formeln: 

(cos  k  -f-  cos  u)  sin  k 

'  *      ^  siBÄ«  —  cos  A  cos  u  * 


95) 


•        •        •         • 


^  (cos  HL  -f  cosi?)  sin  ft 

9v      "ßliifi*  —  cosfteost^' 

(cos  V  +  cos  w)  sin  v 
^  sm  v*  —  cos  V  cos  w 


oder : 


(cos  k  -f  cos  tt)  sin  X 

'*      '^l  — (cos/l  +  costi)cosX' 

ofi^  ^  ..       (cosfi4'COSP)siiifi 

W      .      .      .       ^^^^^^ *'l-.(c0Sf*  +  0OS»)C0«f*' 


^     (cosv+ cosio)sioa/ 

1^\  ^- ;     ■  ■■  . — ' '   "v  "^ — ; 

^1  —  (cos  V  +  COS  w)  cos  V 


also,    wenn  wir 


)5r,  =  2  cos  4(A  + 1«)  cos  i(A — «) , 

97)     .     .    .      \  *y=2cosl(f4+i>)cosi(f*— »)* 

A:»=2co8i(v+io)cos.i(v— -«») 

setzen : 

AQx   /•      _M5!LA  _fcj3sinji  AzPsinv.         - 

^>  f'-\~l^rv    ^»"^l^Ävcosfi'    ''^"^l-A.cosv 

Also  sind  die  der  Anfertigung  des  perspectivischen  Risses  zu 
Grunde  zu  legenden  Formeln: 


4,16 Grnnerf:  Neue  Meiti»d€%urBiüm9rfun§j^$p«kZ€§€^iui^^, 

cos  (xo^o)  =  —  cot  V  cot  A ; 
Ao=-9tangil,    Bo  =  — Ptangfi,    Co  =— Ptangv; 
^^)    <\  Jtx  =  2cosi(A  +  u)cosi(A— m), 

A-y  =  2  cos  Uf*  +  ^)  cos  l(f* — «^) » 

As  =:2cosJ(v  +  w')cos2(v  — ti>); 

i    ^  _  ^xP  BIP  A  AyPsiof*  fePsinv    , 

\    ''^1— ÄxCOSA^     ^^-^l-ÄyCOSf*'     '^*""1  — Azcosv' 

wo  (aroyo)»   (yo*o)>   (J^o-^^o)  «nd  Ao»  B©,  Cq  CoBstanten  sind. 

$.  14. 

Construetion  der  im  vorbergebendeo  Paragraphen 
durch  (aro.Vo)»   (^o^)»  (^^o^o)   bezeichneten  Winkel. 

Wenn  man,  wie  Flg.  3.  zeigt,  nach  einem  gewissen  Maass- 
stabe mit  sinA^,  sinfi^^  sinv^  als  Seiten  ein  Dreieck  ABC  con- 
struirt^)»  und  dessen  Winkel  A,  B,  C  balbirt,  so  schneiden  sich 
die  Halbirungslinien  in  einem  gemeinschaftlichen  Punkte  O^  und 
schiiessen  an  demselben  drei  Winkel  g>,  ^,  %  ein,  von  denen 
wir  jetzt  etwa  den  Winkel  g>  bestimmen  wollen.  Nach  bekannten 
trigonometrischen  Formeln  ist: 


*)  Dos«   die«  immer    oiögiich  ist,    folf^t   leicht   aus  der    bekanntea 
GleichuDg 

•in  A*  -f"  *i"  A**  +  •>"  ^^  =  2. 
Üean  wäre  etwa 

■in  A*  -\-  sin  ^*  ^  sin  v* , 
•o  wäre 


V 


sin  A*  -\-  sin/«*  -|-  sin v*  <  2 sin v* , 
also 

2  <  2  sin  V* ,    und   folglich    sin  y*  ^  1 , 
was  ungereimt  ist.    Also  ist  überhaupt 

sin A*  4-sin^*  > sin  v*  ,     sin X^  +  sinf*  >  sin^«  ,     uin f*^ -{^ aitiv*  >  sinJl*; 
wie'  erforderlich  ist,  wenn  das  Dreieck  rooglieh  sein  soil. 


iH^it^ner  9iren§  w^^emek,  D^nteU.  der  Ferspetüvi  üöerAäupi  4)  7 
a  .    i  j9 ^sin  fi^  -|-  sin  V*  —  sin  X*)  (sin  fi*  ~  sin  v*  -|-  sio  il^) 

Z  sin  2^    ^—  .» — :    TW^»      «       » 

■  ..      (sinA*-|-slnfi^-f-sinv*)  (sin  A* + sin  v*— sin  ft*) , 

2sinil'sinv' 

folglich,   wie  leicht  erheilet: 

•     ,    Am         COSil^COSV*  .^  cos  14* 

8inji4'  =  -7—73-; — 5,     COSl2l'=    .    ,^    ; — «; 
'  sm  A*sin  V*  '  *  sm  il*  sin  v* 

und  ganz  eben  so: 

.     1  no         C0SX*C0SU*  ,  -^  COSV* 

sin  A*  sin  f4*  '  *  sin  X^  sin  f** 

also : 

sin  iA^  sin  JÄ*=:  cot  A*  cot  f** cot  v*, 
COS  }^*  cos  4Ä*=  cosec  il*  cot  fA*cot  V* ; 
und    folglich  : 

8inlA8iolB=z^Jt:  cotA^cotfiCotv, 
t      cos  lA  cos  iB  =:  ±  cosec  A*  cot  fi  cot  v ; 

vreoB  man  die  oberen  oder  unteren  Zeichen  nimmt,  jenachdem 
cotficotv  positiv  oder  negativ  ist.    Weil  nun 

cos  9(^-1'^)  =  cos  iA  cos  IB — sin  9 ^  sin  IB 

ist,  so  erheilet,  wenn  man 

cosec  A*  ==  1  +  cot  A* 

setzt,  aof  der  Stelle  aus  dem  Obigen,   dass 

cos  i(^ -f- ^)  =  db  cot  fi  cot  1; 

ist    Nun  ist  aber,  wobei  Fig.  3«  zn  vergieicheR: 

g)=?180o-i(^  +  Ä), 

also  cos  9  =:  —  cos  \{A  -i-  ß),  und  folglich  cos  9)  =  ^  cot  (i  cot  v, 
also  nach  85)  cos  9  =  db  cos  (^o^),  woraus  (i^o^o)  =  9>  o<^cr 
(^^)  =  J80^ — 9  folgt,  jenachdem  cotficotv  positiv  oder  nega-^ 
^tiv  ist.  Eben  so  ist  (iq^o)  =  ^  oder  («o-^^o)  =  180®  —  "^f  jenach- 
dem eotvcoti  positiv  oder  negativ  ist;  und  (^a^o)^X  oder 
(^0^0)  =  180® — %9  jonachdem  cotAcotfi  positiv  oder  negativ  ist 
Man  sieht  also,  wie  man  die  Winkel  {xq^o)»  (yo^o)s  (v^)>  und 
folglich  auch  die  positiven  Theile  der  Bild-Axen  und  diese  Axen 
überhaupt  construireo  kann. 


Uruckfehler«  Ich  bitte,  in  der  Einleitung  zu  diesem  Aufsätze 
„Farish*'  statt  „Fsriseh"  zu  «eisen,  also  das  c  in  difsem  Niraen 
zu  streichen. 


416  Weiler:   Ve^er  einen  allgem^mn  S0i»  üHtk  der  Mumni^, 


Ueber  einen  allgemeinen  Satz  aus  der  Kurvenlehre. 

* 

Von 

Herrn  Doctor  AL  FVeiler, 

Lehrer  der  Maihenidtik   an  der  höheren  Bürgerschule  so  Mannhein. 


■■    » ' 


In  dem  Slsten  Theile  dieses  Journals  (S.  449.)  bat  Herr  Doc- 
tor Voller  den  folgenden  Lehrsatx  aufgestellt: 

yyZieht  man  in  einer  beliebigen  Kurve  eine  Sehne,  so  ist, 
wenn  die  letztere  unendlich  kbiii  wird,  das  VerhÜtoiM 
des  Flächensegments  zu  dem  Dreiecke»  welches  von  der 
Sehne  und  den  dazu  gehörigen  Tangenten  gebildet  wird, 
gleich  f." 

Um  diesen  Satz  zu  beweisen,  werden  dort  die  Coordioateo 
zweier  beliebiges  Punkte  ^^  Kurve,  deren  Qhkhwng  $^fiß) 
\»t,  durch  ;ri^x  v^  ^a^i  bezeichnol.  Es  ergiebt  sich  alsdann  der 
Inhalt  des  Tangentendreiecks  aus  der  Gleichung: 

3-»  <3^-.y)i -rw (^^"-^0) (y?r^i.-r^? (^t- ^K 

Ferner  wh'd  abkürzend  ff(ai)dx^=^q>{x)  gesetzt,  und  dies  liefert 
für  das  FiSehensegment  den  Werth :        . 

Da  nun  aber  die  oben  ausgesprochene  Bedingung  einge/Urt 
wird,  wornach  die  beiden  Punkte  Xiy^  und  x^^  onendlicb  nfthe 
beisammen  liegen ,  so  findet  sich  erst  nach  viermaliger  Diferen- 

ttatien  von  Zfthler  und  Nenner  der  Werth  t  =  J. 
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In  dem  Gegenwärtigen  wUl  ich  den  Versuch  machen,  densel- 
ben Gegenstand  von  einem  anderen  Gesichtspunkte  aus  su  be- 
trachten ^  um  den  Beweis  des  oben  aufgestellten  Satzes  durch 
etwas  weniger  Rechnung  zu  erzielen. 

Zunächst  ist  aus  der  Kurvenlehre  bekannt ,  dass  sich  für  jeden 
Paqkt  der  Kurve«  deren  Gleichung  y^^f{x)  ist«  ein  Kreis  findet, 
welcher  auf  eine  unendlich  kleine  Strecke  hin  so  innig  mit  der 
Kurve  zusammenßillty  dass  die  Abweichungen  der  Kurve  von  dem 
Kreise  selbst  wieder  verschwindend  rind,  verglichen  mit  den  Ab- 
weichungen der  Kurve  von  der  Tangente  oder  auch  von  der  Sehne, 
welche  für  die  Kurve  und  den  Kreis  gemeinschaftikb  sind*  JH 
nämlich  an  dieser  Stelle  nicht  allein  der  erste  Differentialquotient 

^f    sondern  auch  der  zweite  Differentialquotient   -r^  für  Kurve 

und  Kreis  übereinstimmen,  so  hängen  die  wirklich  vorhandenen 
Abweichungen  in  der  Tbit  nur  von  dem  dritten  Differentialquo- 

tienten  -j^  ab,  woraus  denn  das,  was  hier  nur  tn  Erinnerung  ge- 
bracht worden  ist*  auf  der  $teUe  erhellet.  Es  folgt,  dass  das 
in  Rede  stehende  Verhältniss  zwischen  dem  Flächensegment  und 
d^  Tangentendreteck  Mr  Kurve  und  Krfimmungskr^s  fNlierefnstim- 
ftteira  ist. 

Nun  wud  aber  Niemand  daran  zweifeln«  dass  das  erwähnte 
Verhältniss  für  den  Kreis  stets  ein  und  denselben  Zahlenwerth 
liat,  wie  gross  auch  immer  der  Halbmesser  des  Kreises  sein  mag. 
Daraus'  Mgt  aber  weiter,  dass  dies  VeAältniss  auch  für  jede 
andere  Kurve  tn  allen  Punkten  durch  etfteo  bestimmten  Zahlen- 
tverifa  ausgedHickt  Ist. 

Es  ist  eine  bekannte  Eigenschaft  der  Parabel,  dass  das  Ver* 
hältniss  zwischen  dem  Flächensegment  und  dem  Tangentendreieck 
für  zwei  beliebige  Punkte  der  Parabel  jedesmal  den  Werth  {  hat. 
Dieser  Werth  bleibt  auch  dann  richtig,  wenn  die  beiden  Punkte 
der  Parabel  uuendlich  nahe  beisammen  liegen.  Es  versteht  sich, 
dass  fSr  diesen  Fall  der  Werth  J  auch  ßir  jede  andere  Kurve  gilt. 

Schneller  noch  gelangt  man  zu  diesem  Schlüsse,  wenn  man 
sich  anstatt  des  Krümmungskreises  eine  Krümmungsparabel  an 
die  Kurve  gelegt  denkt,  deren  Gleichung  y=/lx)  ist. 


420  Votier :  Neue  Methode,  die  Quadratur  der  i^itraöet  %v  besttmmim. 


Nene  Methode ,    die    Quadratur   der  •  Parabel   zu  be- 
«  stimmen. 

Von 

Herrn  Doctor  Fbller 

Lahrer  aa  der  Realcchole  la  Saal  fei  d. 


Auf  meine  Uutersiichiingeti  »yfiber  GrinzverhältDlsse'^  belebe- 
nen  Carven  mich  stützend,  gelang  es  mir,  eine  Methode  zu  finden, 
mittelst  welcher  sich  die  Quadratur  der  Parabel  auf  andere,  als    . 
die  herkCmmliche  Weise  bestimmen  lässt. 

Wenn  sieb  nehmiich  bei  verschwindender  Sehne  —  wieU 
Heft  4.  des  31.  Thells  S.  449.  dieses  Archivs  allgemein  bewiesen  — 
das  Segment  zu  dem  dazu  gehörigen  Tangentendreieck  wie  2:3  ver- 
hält, so  ist,  wenn  —  unter  Beibehaltung  der  früheren  Bezeich- 
nungen —  das  betreffende  Dreieck  (Taf.  V.  Fig.  1.),  wie.  an  Jenen 
Orte  abgeleitet  worden,   gleich 

nunmehr : 

Seirment  ^  *  +  (yt-yi)\lti  -y«  +  (^'«^ ^1)^(^1) >    

Segmente  3ir(^,)-r(^«)) 

Wendet  man  jetzt  diesen  Satz  auf  die  Parabel  an  und  lässt  deo 
Cooifdinatenanfang  mit  dem  Scheitel  dieser  Curve,  die  ^- Achse 
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mit  der  Achse  derselben  zasammenfaileD»  so  ergiebtsich  —  wenn 
man  fiberdiess  noch  das  eine  Ende  des  Segments  in  den  Coordi- 
natenanfang  hineinschiebt,  wodurch  :ri=0»  yi=0  und  /''(dri)=Qt 
wird  —  aus  analytischen  Gründen: 

S^ment  =  | .  t — x^fix^  +  x^^, ). 

Bekanntlich  ist  aber  bei  der  Parabel  angemein : 

mitbin  ist  nach  Substitution  dieses  Werthes: 

S^ment  =M  — ^|^  +  x^t\y 
d.  i. 

Segment  =f  .aO^s^s^^B^iyi- 

Der  durch  diese  Gleichung  ausgedrückte  Satz»  der  wohl  auch 
gleich  dem  Weiter  noten  stehenden  in  allgemeiner  Form  hinge- 
stellt zu  werden  verdient,  heisst  in  Worten: 

,9  Ein  Parabelsegment,  welches  mit  seinem  einen  Ende 
in  dem  Coordinatenanfang,  dem  Scheitel  der  Parabel,  liegt» 
Ist  der  dritte  Theil  von  deipjenigen  Dreieck,  welches 
durch  die  rechtwinkligen  Coordinaten  des  anderen  End- 
punktes des  Segments  und  der  dazu  gehurigen  Sehne 
gebildet  wird/' 

« 

Will  man  nun  —  unter  Zugrundelegung  rechtwinkliger  Coor- 
dinaten —  einen  bestimmten  Parabelabschnitt  MNO  berechnen, 
so  ist»  wie  leicht  erbellet, 

Parabelabschn.  MNO  =  2.Segm.  +  A  Ut^O, 

Parabelabschn.  MNO,=:  Ix^^  -f  x^^. 

Mithin : 

Parabelabschn.  MNO  =  Ix^y«» 

was  die  bekannte  und  auch  genugsam  in  Worten  ausgedrückte 
Relation  ist. 
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Resolutio  congruentiarum  1""'  gradus  per  formulas  novas. 

Auetore 

D^  J.  G.  Zehfuss, 

Darmstadino. 


Satis  Dotum  est  viros  celeberrimos  Cauchy  et  Binet  me- 
tlioduin  docuissOj  quae  non  pendeat  a  theoria  fractionum  coiftiDiia- 
mm,  solntionem  congruentiarum  I"*'  gradus  inveniendi.  Jäm  in 
sequentibus  formulas  quatuor  ab  cognitis  dirersas  explicare  liceat, 
quae  eandem  ad  finem  pertinent;  quarum  ad  demonstrationem 
Fermati  theoremate  utimur. 

1)  Secundum  theorema^^Fermatianum 

n«-i— l  p^r  a,  ergo  (a«-^  — 1)»  per  ««»• 

dividi  potest,  designante  a  numerum  primum^  a  numerum  qaem* 
übet  non  divisiUlem  pv  «c    GeneralKer  ergo  habenuui 

(i) 

Uinc  nanciscimur " 

Jam  elucet»  expressionem  ad  sinistrani  signi  ^  factorem  a  im- 
plicare«  quo  sequitur»  numerum  integrum 

a:=-[l— (l  — a«-*)«(l  — ai'-*)*(l— ay-*)!»....]»    (»od  t^ß^f."-) 

%m 

solutionem  eaae  congruentiae 


per  fßfftmku  nopM.  42S 

*  » 

ax^b,    (mod  «»"/J»yP. ...). 

2)  Resolutio  altera problematisresolvendi  congruentiaro  <^^b, 
(moda^/?«}4»....)^  bnnc  in  niodum  invenitur. 

Etheoremate  Fermati  a  cel^berrimo  Gauss  extenso  eruimus 
ö(«-i)«"^'  — 1^0,  (mod««);    «(i^-i))»*"'*— 1=0,  (mod/J«);.... 

(IF)    (l-a(^^)-"~^)(l-oV->}/9"~*)a— «<»'-^»'"*)-"^0. 

0 

€t  elocet>  pro  eodöm  modulo  fieri  expressionem 

Qoae  quiim  Aictorem  babeat  a,  vlderntts»  pro  modulo  tf^ß^yf..,, 

solutionein  alteram  esse  congraentlae  aarsi»  (roodci""/}<^)#....)* 

3)  Metbodus  tertia  pariter  fluit  e  Fermati  tbeoremate»  si 
ponamus  Aß^  loco  z  in  congruentia 

ji«-i)«*"*  —  l  =  0,    (modo«), 
designantibns  a  et  ^  numeros  inter  se  primos.    Prodit 

(^|J")t«-»)«*'~*  —  1  =  0,    {modo"), 

etcum  Sit  (Äa»yi'-*)/»"~*  =  0,  (modo«),  invenimits 

*     (iJ/S~)(«-i)«"^^  +  (B(^)iP-^)^^^  —  1^0,    (mod  Ä«). 

Jam  Bi  A,  B  et  a>  ß  non  habent  divisorem  commcmem,  pri- 
mum  bigus  congtuentiae  membfum>  symmetriae  ipsamni  Us  ß 
causa,  pariter  factorem  babet  ßK  Qua  de  causa  baec  congru* 
entia  In  Sequestern  abit: 

(2l/J")(«-i)«'""^  +  (Ä«~)(i»-i)^"^^  —  1  =0,   (mod  0»/^). 
Simili  modo  facile  demoilstratur  esse 

(mod  Ä*/3»j*) 
et  generaliter,    modulo  c^jS^yP....  posito  sfi»    obtinemus 
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(III) 

de^ignftotibus  ^,  ^^  C...  numeros  quoslibei  per  nvineros  pri- 
inos  «,  ßi  y....  non  divisibiles. 

Unde,  si  «tataarous  il=:£=Cs^....=sa>  constat  «sse 

solotionem  tertiaro  congrueotiae  ax^b,  (mod  o*"/9"}^....). 

4)  Usas  functionum  Gamma.  Etheoremate  Wilson  i  an  oft 
1,2.3. ...(«— 1)5=  IT«)S-1,    (m^4»), 
designante  a  numerum  primum  quemvis.     Denotabinlus  per  Oa  re- 
sidiium  minimum  positiirum  numeri  a  secundam  modokim  a,  onde 
quum  Sit 

a  — 0a^O,   sau  potins  aa  +  ( — l).a^O,    (mod«), 

patet  esae 

Qa  -f  ftT^a)  ^  0,    (mod  o). 

Quae  cengruentia,  quam  I\a)  factorem  habeat  aa'^a,  per  Oa 

alXa) 
diviaa,  in  merobro  primo  numerum  1 -|- —    integrum    praebet 


Hinc  fit 


1  +  a^sO,    (mod«), 

Oa 


quo  atatim  sequitur 

(l+a^V  =  ö,    (mod«m), 
et  porro,  per  multipUcationem  con^uentiarum 

(1  +  a^VsO,  (modtt«);    (l+a^)«sO,  (mod/?«);....: 

Ott  €tB 

(I+o~)"(l+o^V(I+«^V  ....=0.   (mod  ««/J«yi»....). 
Itaqne  si  statoamus 

'=i[>-<'+'^r(.+.^).(.+.^).....]. 

0?  parlter  erit  radiz  congruentiae  aars  6,   (mod  «"*/}» yr....). 

5)  Vix  monittt  dignum  est  formulas  I»  Il>  111  quasi  amplifi- 
cationes  Fermati  theorematis  s^*-^  — 1=0,  (mod  «),  habendas  esse. 


6rnn.$r$:  N^^eM0Ü^i^ir€k  b€iM.ßt§e^P9mk$eBefii/^.  eic.im^leh.^^!^ 


Neue  Methode,  durch  beliebig  gegebene  Punkte  Be- 
rührende an  Kegelschnitte  za  ziehen. 


Von 

dem  Herausgeber. 


Nach  N.  T.  d.  K.  *)  IL  2).  ist  die  allgemeiDß  Gleiqbung  der  Ke* 
geLachnitte  für  ein  rechtwinicliges  Coordinatensystem : 

wo  alle  Symbole  ihre  vaus  der  angeführten  Abhandlung  bekannte 
Bedeutung  haben. 

Wenn  nun  (^i^i)  ein  beliebiger  gegebener  Punkt  ist,  durch 
welchen  eine  Berührende  an  den  Kegelschnitt  gelegt  werden  sollj, 
und  deren  Beröhrungspunkt  mit  dem  Kegelschnitte  durch  {xy)  be- 
zeichnet wird ;  so  haben  wir  nach  N.  T.  d.  K.  VIII.  3)  ferner  die 
Gleichung : 

oder: 
2)   .    .    .    .    ffl(Ax^-\'By^-\-C){Ax-\-By-^C) 

=^iA^+B^{(xi'-n(^-n'h(yi-9)(y-gn 

Aus  deo  beiden  Gleichungen  1)  und  2)  mfissen  die  Coordina^ 
teo  X,  y  des  Berührungspunkts  bestimmt  werden,  welche  Bestkn- 
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mang  aber  fflr  jetzt  nicht  In  unserer  Absicht  llegt>   indem  wk 
▼ielmehr  eine  Constniction  der  Berfihrenden  suchen  wollen. 

Bemerken  wir  nun,  dass  die  Gleichung  1)  in  Bezug  aof  die 
gesuchten  Coordinaten  x^  y  vom  zweiten,  dagegen  die  Gleichong 
2)  vom  ersten  Grade  ist,  so  ist  klar,  dass  es  im  All  gern  ei  nen 
zwei  Paare  von  Werthen  dieser  Coordinaten,  also  auch  iwd 
Berfiiirungspunkte ,  und  folglich  auch  zwei  durch  den  gegebenen 
Punkt  (^i^i)  gehende  Berührende  deS  Kegelschnitts  geben  wird. 
Bezeichnen  wir  daher  jetzt  diese  beiden  Berührungspunkte  dnrdi 
{xy)  und  (x'y'),  so  haben  wir  nach  2}  zwischen  ihren  Coordina- 
ten die  beiden  folgenden  Gleichungen: 

«•  (Ast  +  Äy,  +  <:7)  (^  +  %  +  O 
ffl{Ax^  +Äy,  +  C)  (A^'  -t-By'+C) 

aM  dt^fieik  dttreh  SobiVMtioft  sich  die  Glelohuog : 

3)   ....  n«(i<jri  +  Äyi  +  C)|i<(«-ir')+Ä(y-y')l 
f:(A^  +  B^){i:t,^n(^-^)  +<yi-g)(»-»')\ 

ergiebt. 

Legen  wir  nun  durch  die  beiden  Berührungspunkte  (xy)  lod 
(a^y')  eine  Gei'ade,  so  ist  deren  Gleichung,  wenn  wir  die  veiii* 
derlichen  oder  laufenden  Coordinaten  durch  Xt  9  beaeicbnen: 

woraus  sich 


x  —  x*       T— o:* 


und  folglich^  weiib  man  ditoeH  Aundfuck  vtm  ^  '^    in  dieGId- 

oktttig  3)  einfuhrt^  die  folgemle  Gleiohntig  d«r  in  Rid«  st«lMnd€i 
Gecadeü 


4) n^(Axi  +  Byi  +  C)  {(Aix^x)  +  i?(D— y)l 


B9rührend€  an  KtfehetmiUe  nu  Meken.  ^jy 

vr^lohi  CUMeboBg  man   aber  Auch  auf  d«B  folgead«  Atasdlaek 
b^iBg^n  kann« 

ftliso,   wen  nach  dem  Obigen 

=  (JHÄ«) Kart-/)  (o:--/)  +  (y,-^)  (y^^)) 
ist 4;  anf  den  Ausdruck: 

Bezeichnen  wir  die  Coordinaten  des  Uurchsehniltspnnktd  der 
durch  diese  Gleichung  charakterisiften  Geraden,  irelche  bekaml^ 
lieh  durch  die  beiden  Berührungspunkte  geht,  mit  der  Dlrectrit 
durch  X,  F;  so  haben  wir  zu  deren  Bestimmung  die  beiden  fei- 
gMdeo  GleiohuBgen: 

AX+Br+C=Or 

n*iAxi + %,  +  C)  (AX  +  B¥+C) 

=  {A*-\.B^\(x^-f)iX-.f)-{-{Vi-9){y-9)U 
woraus  sich  die  Gleichung 

* 

oder 

7) ^-^=-^^<^-^ 

erglebt,  welche  unmittelbar  zu  dem  bemerkensvrerthen  Satze  fuhrt, 
dass  der  Punkt  {XY)  immer  in  der,  in  dem  Brennpunkte  {fg) 
auf  die  von  demselben  nach  dem  Punkte  (xiyi)  gezogene  Gerade 
errichteten  Senkrechten  liegt;  und  da  dies  nun  bei  den  Kegel- 
schnitten, welche  zuei  Brennpunkte  und  zwei  denselben  ent- 
sprechende Dtrectrixen  haken ,  naturlich .  von  jedem  Brennpunkte 
und  der  demselben  entsprechenden  Directrix  gilt,  so  gelangen  wir 
überhaupt  zu  dem  folgenden  Satze: 

Wenn  durch  einen  Punkt  zwei  Berührende  an  einen 
Kegelsbhnift  gehen,  s6  schneidet  di«  duirch  deren  6e- 
rfihrungspunk'fe  mit   d^m  K%gels<;Ji4tiS!ltte  igebesde  Ge- 
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rada  die  Direetrixen  In  Ponkten,   welche  in  den  «liifeh 

die  entsprechenden  Brennpunkte  auf  die  vom  deasel- 
hfn  nach  dem  Punkte,  durch  welchen  die  heiden  Be- 
rührenden gehen,  errichteten  Senkrechten'  liegen. 

FOr  KegeUchnitte,  die  zwei  Brennpunkte  und  zwei  densel- 
ben entsprechende  Directrixen  hahen,  also  fOr  die  Ellipse  uod 
för  die  Hyperbel ,  ergiebt  sich  aber  hieraus  unmittelbar  die  fol- 
gende merkwürdige  Construction  der  durch  einen  gegebenen  Punkt 
gehenden  Berührenden : 

Den  gegebenen  Punkt,  durch  welchen  Berührende  an  eine 
Ellipsö  lader  Hyperbel  gezogen  werden  sollen,  verbinde  man  mit 
den  beiden  Brennpunkten  durch  gerade  Linien,  erriqhte  auf  die- 
selben in  den  beiden  Brennpunkten  Perpendikel,  bestimme  deren 
Durchschnittspunkte  mit  den  beiden  entsprechenden  Directrizeii, 
aieM  durch  diese  beiden  Durchscholttspunkte  eine  Gerade^  und 
bestimme  deren  Durchschnittspunkte  mit  dem  Kegelschnitte»  welche 
die  Berührungspunkte  der  gesuchten  Berührenden  sein 
werden* 

Ob  es  swei  Berührende,  oder  nur  eine,  oder  giw  keine  Be- 
rührende giebt,  ergiebt  sich  jederzeit  aus  der  Constmction  ganz 
von  selbst,  was  einer  weiteren  Erläuterung  hier  nicht  bedarC 

Für  die  Parabel  müssen  wir  eine  andere  Cohstrnction  zä  fin- 
den suchen. 

Zu  dem  Ende  wollen  wir  den  Durchschnittspunkt  (JP{»)  der 
durch  die  Gleichung  5)  charakterisirten  Geraden  mft  der  Äxe  des 
Kegelschnitts,  deren  Gleichung  nach  N.  T.  d.  K.  iV.  I),  wenn  immer 
die  laufenden  Coordinateu  durch  jr,  t^  bezeichnet  werden, 

8) B(t--f)-Mv-9)^(i 

ist,  bestimmen. 

Nach  8)  und  5)  haben  wir  zur  Bestimmung  von  1,  T^  die  bei- 
den folgenden  Gleichungen: 

«der 
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und  erhalten  aus  denselben  na'di-lelcMer'  Bedmong: 

*    '-     {A-^B^\Af^Bg\ C+(««-I)(^a:i+%, +C)t ' 


9) 


Bezeichnen  wir  die  Entfernung  des  Punktes  (-3^)  von  dem 
Brennpunkte  (frf)  durch  i^;    so  ist     ^        -   * 

V 

also  nach  9):  .     -   - 

im    «„  _         '«*(^/'+  Bg  +  O"  (^jr,  +'  By,  +  C)« 

lu;    w:  -^AHB*)\Af\Bg^CHn*-\){Axi-^By,-^C)\-'' 

Für  diä  Parabel  ist  n  =  1,  also: 

lind   folglich  offenbar  C  der  Entfernung  des  Punktes  {xiyi)  von 
der  Directrix  gleich,  was  zu  dem  folgenden  Satze  führt: 

Wenn  durch  einen  Punkt  zwei  Berührende  an  eine 
Parabel  gezogen  sind,  so  ist  der  DurchschnittspunJ(t 
der  durch  die  beiden  Berührungspunkte  gehenden  Ge- 
raden mit  der  Axe  von  dem  Brennpunkte  eben  so  weit 
entfernt,  wie  der  Punkt,  durch  welchen  die  beiden 
Berührenden  gezogen  sind,  von  der  Directrix. 

Die  Gleichung  der  Directrix  ist  bekanntlich; 

12)  .....    .      ^jr  +  i?i?+C=0. 

X)ie  Gleichung  der  durch  den  Brennpunkjt  parallel  mit  der  Direc- 
trix gezogenen  Geraden,  welche  wir  die  Brennpunktsiinie  nennen 
wollen,  ist 

oder 

13)  .    .    .     Ax\Bt)^C-{Af+Bg^C)^Q. 

« 

Die  Gleichung  der  durch  den  Scheitel  parallel  mit  der  Direc- 
trix gezogenen  Geraden,  welche  wir  die  Scheitellinie  nennen  wol- 
len, ist^  wenn  wir  den  Scheitel  durch  {f'g')  b^seiehnen, 

2<jr  +  ßt^  +  C  -  (^/' +  £r^' +  Q£=0. 
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einerlei  VorzeicheD  mit 

*  ^  _ 

woraus  sich  wegen  der  Gleichung  13)  der  folgende  Satz  ergiebt: 

Wenn  der  Brennpunkt  (fg)  und  der  Punkt  (o^iSfi)  ^^^ 
einer  Seite  der  Direetrix  und  auf  entgegengesetzten 
Seiten  der  Scheiteliinie  liegen,  so  liegen  der  Punkt 
i^iyi)  und  ($1^)  auf  einer  Seite  der  Brennpunktslinie. 

> 

Mit  Hiilfe  der  drei  vorhergehenden  Sätze  lässt  sich  immer 
sicher  beurtheilen,  nach  welcher  Seite  von  dem  Brennpunkte  aus 
hin  der  Punkt  (^|>)  in  der  Axe  der  Parabel  liegt,  und  wir  haben 
Qun  die  folgende  Construction  der  Berührenden  der  Parabel: 

In  dem  Brennpunkte  errichte  man  auf  die  von  demselben  nach 
deni  Punkte,  durch  welchen  die  Berfihrenden  gezogen  werden 
sollen,  gezogene  Gerade  ein  Perpendikel,  und  bestimme  dessen 
Durchschttittspunkt  mit  der  Direetrix;  da^nn  trage  man  von  dem 
Brennpunkte  aus  auf  die  Axe  nach  der  Seite  hin,  welche  durck 
die  drei  vorhergehenden  Sätze  sich  jederzeit  leicht  bestimmeo 
lässt,  eine  der  Entfernung  des  Punktes,  durch  welchen  die  Be- 
rührenden gezogen  werden  sollen,  von  der  Direetrix  gleiche  gerade 
Linie  auf,  und  ziehe  nun  durch  deren  Endpunkt  und  den  vorher 
bestimmten  Durchschnittspunkt  des  in  Rede  stehenden  Perpen- 
dikels mit  der  Direetrix  eine  Gerade,  so  sind  die  Durchscbnitts- 
punkte  dieser  Geraden  mit  der  Parabel  die  Berührungspunkte 
der  gesuchten  Berührenden  mit  der  Parabel,  welche  also  nun 
leicht  construirt  werden  können.  Uebrigens  sieht  man  auf  der 
Stelle  ein,  dass  man  der  erwähnten  Beurtheilung  nicht  weiter  be- 
darf, wenn  man  nur  von  dem  Punkte  C^i^i)  auf  die  Direetrix  ein 
Perpendikel  fallt,  und  durch  dessen  Durchschnittspunkt  mit  der 
Direetrix  eine  der  von  dem  Brennpunkte  nach  detn  Punkte  (ari^i) 
gezogenen  Cveraden  parallele  Gerade  zieht,  deren  Durchschnitts- 
punkt mit  der  Axe  der  Parabel  den  Punkt  (^)  jederzeit  bestimmt. 
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XXXVIII. 


Ueber    eine    Aufgabe   vom   Schwerpankte^    ubert  iXk. 

Gauasische  At^flösung  des  Kepler'schen,  Problems 

and  über  dessen  Methode  der  Qoadraftiii*eii» 


') .'. . 


Von 

Herrn  Directpr  Professor  Dr.  Strehlke 

%n  Danzig; 


1.  Aufgabe.  Man  sucht  den  Schwerpunkt  eines 
dreieckigen  gleichmässig  beschwerten  Rahmens»  in 
welchem    die    drei    parallelen    Seiten    den    AbstaUd   m. 

haben.    (Taf.  V.  Fig. 2;) 

't   ' 

Auflösung.  Wenn  k  die  Höhe  des  äusseren  Dreiecks,  r 
der  Radius  des  einbeschriebenen  Kreises ,  y  der  Abstand  des 
Schwerpunkts  von  der  zu  h  gehörigen  Grundlinie,  so  ist 

yi^r--  m)=z(r  —  m)  {h—r  +  ^'0  +  "g;:  • 

Setzt  man  iti  =  r,  so  erhält  man  den  Schwerpunkt  der  gleich- 
massig  beschwerten  -  Dreiecksfläche ;  wird  m=:0  genommen^  so 
erhält  man  2^  =  A — r,  oder  den  Schwerpunkt  des  Dreiecks,  wenn 
die  drei  Seiten  gleich ni3issig  beschwert  sind.  Die  beiden  bekann- 
ten Aufgaben  vom  Schwerpunkte  des  Dreiecks  erscheinen  also 
hier  als  besondere  Fälle  einer  allgemeinen  Aufgabe. 

2.  Die  Betrachtung  der  Gaüssischen  indirecten  Auflösung 
des  Kepler'schen  Problems  brächte  mich  auf  den  Gedanken» 
die  Correction  x  (S.  II.  der  Theoria  motus  c.  c.)  nach  den  auf- 
steigenden Potenzen  von  (ill-f  esine  —  b)  zu  entwickeln.  Man 
erhält : 


'"•       (I— eco««)       ""**•  (l-eeo6c)s 

/ ^sm^        (I  —  ecosg)e cesfN  (üf  -f  g  wag  —  g)^ 


Nuunt  man  io  dem  S.  12.  und  8. 13.  behaodelteii  Beispiele 
mit  Gauss  den  Nfiberoogswertb  g=326^^  so  erhält  man,  ebse  sese 
Logarithmen  aafzoschlagen^  da«  erste  Glied  von  j?=— 1^43^  30*^; 
f3r  das  in  die  zweite  Potenz  von  (Jf-f  «sing  —  g)  nMÜfiplicirte 
+  16^185,  far  das  dritte  Glied  V^SJ,  folglic|i  ;7=  - 1®  43' 30^^ 
nnd  £;  =  324<>16'29^^1. 


'3.  Giebt  es  ein  beqoemes  Mittel,  die  Constanten  bei  der 
Gansfiselien  Methode  der  Quadmtnren  an  bestiranefi ?  Ffl»  ii=:9 
lassen  sich  noch  die  Wurzeln  der  dabei  in  Betracht  kommendes 
Gleichung 


^^a»-^"^  ■*'1.2.2iiC2ji— 1)'^*^       1.2.3.2ji(2ii-l)(2jt-2)- 

(~l)«.n.(n--l)(n--2)....l 
••*' +  2».(2«-1)(2j»— 2)....(ii+l) 


durch  die  AuflSsung  einer  Gleicfaung  des  Tierten  Grades  ftudes. 
(Crelle's  Jonrn.  ThI.  L  8. 306.  und  Bretschneider  in  dem  Pro- 
gramm des  Realgymnasinms  zu  Gotha,  Ostern  1849.) 
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%ir  AuflSrang  der  cnbidtheii  Glefdnmgen. 

Von 

Herrn  Dr.  Carl  Spitz j 

Lehrer  am  Pol^rtechnikuoi   su  Carliruhe. 


5,1. 

Sind 

die  swei  Gleichungen  zweier  Kegelschnitte,  so  reducirt  sich  die 
Auffindung  der  vier  Uurchscbnittspunkte  derselben  auf  die  Anf- 
losung  einer  cubischen  Gleichung.  Da  es  uns  aber  frei  steht, 
awe)  beliebige  Kegelschnitte  der  Schaar 

zu  wählen,  welche  jene  vier  Durebschnktsponkte  gemeiasebafl« 
lieh  haben,  so  liegt  dif  Frage  nahe,  ob  sich  dieselben  nicht  so 
bestimmen  lassen,  dass  jene  cubische  Gleichung  in  f»  eine  rein 
cabische  werde. 

Nachstehend  wollen  wir  diese  FVage  einer  nSheren  Erörte- 
rung unterwerfen  qnd  bleras  eine  sich  aus  der  Untersachung  er- 
hellende Aaflosnngsmethode  der  cnbischen  Gleicb«n^en  anreihen. 

Die  den  i^wei  Kegelschnitten 

t7==^y«  +2B^x  +Gr«  +2Dy  +2£:jr  +  F  rsO, 

entsprechende  Gleichnng  iü  fb  ist  vi«  der  Form 


\ 


439         Bpii%!   zur  4ufi4mmp  4er  tm&itekin  iSMekmn§m. 

die  vorgelegte  cabinh^  CfleicIiiMigv  »•  besfimnif  man  mit  Hilfe 
der  quadratischeo  Gleichung  (9)  die  Wertbe  von  a  and  /3,  abdaon 
iOse  man  die  tt\ii  cublscbe  Gletctiang 

[/3}i»  +  [«]=0     .    !    .    .    .    .    (10) 

nach  iL  avf  and  anche  endlich  mUtelst  der  Relation  (2)  4ie  Werthe 
▼on  fi. 

$.  a 

Bei  n&herer  Be^chtang  ergibt   sich»    daas,    wenn  a  und  ^ 
re^ll  sind^  man  ffir  iL  ani  der  Gleicbfing 

und  hiernach  auch  fflr  ^  aus  de#  Relation 

einen  reellen  und  zwet  imaginäre  Wertbe  erhält;  dagegeoi 
wenn  «und  ß  imaginär  eiod,  drei  reelle  Wertbe  von  fi  resal- 
tiren.  Je  nachdem  also  die  Gleichung  (9)  fiSr  %  zwei  reeMe  oder 
zwei  imaginäre  Wurzeid  liefert,  bat  die  Gleichung  in  fi  besag- 
lieb  eine  recflle  und  zwei  imaginäre,  oder  drei  reelle  Wur- 
zeln. In  letzterem  Falle  wird  man  also  auch  durch  die  oben  an- 
gegebene Methode  auf  die  Aufjgabe  geßihrt,  aus  einem  complexea 
Ausdrucke  die  Kubikwurzel  zu  ziehen ,  was  bekanntlich  die  Schwie- 
rigkeit beim  irreducibeln  Falle  ausmacht 

§.  4. 

Nebst  der  eben  angefGhrten  Auflosungsmethode  cubischer 
Gleichungen  Ist  in  obiger  Entvdtelteldng  noch  das  tntereasante  Re* 
sultat  eathaltte»  dae«  m  teiMr  Selüar  voll  Kegeiacbmtten  es  immer 
zweii  «ttd  nur  sl^ei  solcher  gibi»  welche  die  Eigenschaft  haben, 
dass  die  zugehörige  Gleichung  in  fA  eine  rein  cubische  ist  Beide 
Kegelschnitte  stehen  In  eigenthönilichem  Zusammenhange,  auf 
dessen  Untersuchung  wir  jedoch  hier  nicht  näher  eingehen  wol- 
len. Zum  Schlüsse  mag  noch  eine  Anwendung  der  obigen  AoT* 
lOsoiigsmetbode  auf  ein  Zahlenbeispiel  hier  Platz  finden. 

Es  sei 

*»— ar*— &r— 8=0 
die  vorgelegte  Gleichung ,  so  geht  daflir  die  Gleichimig  (t)  fib^  ta 


'  t 


»pU%:   Xnr  Amfl^/mmg  du  cuMtckeu  ßitickwHHf».  4d7 

Aus  vorstehenden  GM^hikngen  folgt:  . 

Nach    der  Relation  (2)   dürfen   wir  a  nicht  gleich   ß  annehmen,, 
weil  sonst  folgen  wurde: 

'  ,  ■     »  -         ■ 

somit  die  Bestimmung  'von  a  und  /$  von  der ' AüHosung  der  Glei* 

chung  in  fi  abhinge.     Wir  haben  daher: 

3a)5  +  i(a  +  j5)+ilf  =  0.      .....     (5) 

Aus  den  Gleichungen  (3)  und  (5)  ergibt  sich 

La/5  +  ilf(«+i3)  +  3^=0, (ft) 

und  wir  erhalten  demnach  zur  Bestimmung  von  a  und  ß  die  zwei 
vorstehenden  Gleichungen  (S)  und  ^)»  .  ., 

LHst  man  dieselben  nach  den  unbekannten  a  -f  /?  und  uß  auf, 
so  folgt 

Diese  Auflösung  ist  immer  möglich »   sobald  nicht  die  Beziehung 
stattfindet : 

X2— 3^=0. 

Ist  dieses  aber  der  Fall,  so  hat  die  Gleichung  in  jü  die  Form 

und  ist  also  selbst  schon. eine  rein  cubische« 

Der  Thteorle  der  algebraiselven  Gleidiungen  zufolge  sind  nun^ 
niH;h>(7)  und  (8)  a  und  ß  die  Wurzeln  der  quadratischen  Gfetchong:' 

^^x^^3i?/^^-Z^:=3^==Q    •  ;  •  *  (»> 

Vorstebejide  Entwickebiug  hat  uns  somit  auf  eine  Auflösungs« 
methode  der  cubischen  Gleichungen  geführt,  welche  den  Vortheil 
gewährt,  dass  das  zweite  Glied  nicht  erst  weggeschafft  zu  wer- 
den braucht* 


'  'Ist  nlmüdi 


•  '»  '    %  '  «•      •,       i«i 


444)  spu%gr:   Vtier:  frfiut* ,  et»em  aUftota« 

(1)        •  x=\l,  y^\r,.         z=lt 

t 

verbunden  sind,  unter  r»  a,  b,  c  positive  constante  Zahlen  ver- 
standen, 80  bat  dieses  neue  geometriscbe  Gebilde,  das  ich  dem 
ersten  ,, entsprechend''  nenne,  hOchst  merkwfirdi^ Eigenschaften, 
die  zu  untersuchen  der  (I^genstand  dieser  MHtheilung  ist 

1.  Es  sei 

ar*  +  .v*  +  2*=:r* 

die  Gleichung  einer  Kugel,  so  ist  die  Gleichung  der  ihr  entspre- 
chenden Fläche  "^ 

ü  +  5!.?^^, 

ß2  +  ^2  +  ^2-*' 

d.  h.  der  Kugel  vom  Radius  r  im  ersten  Gebilde  entspricht  ein 
Ellipsoid,  das  die  Ualbaxen  a,  b,  c  hat,  im  zweiten  Gebilde. 

2.  Es  sei 

die  Gleichung  einer  Ebene,  z.B.  jener,  welche  im  Punkte  s^i^h 
die  Kugel,   deren  Gleichung 

ist,  berfihrt,  so  ist  die  Gleichung  der  ihr  entsprechenden  Fläche 

a«  +    62+  c«~*' 


und  diess  ist  die  Gleichung  jener  Ebene,  welche  im  Punkte  lii/i^ 
das  Ellipsoid 

a«+6a+c«"" 


berührt.    Es  entspricht  sonach  jeder  die  Kugel  berührenden  Ebene 
im  ersten  Gebilde  eine  das  Ellipsoid  berfihrende  Ebene  im  zwei- 
ten Gebilde. 
3.    Seien 

die  Gleicbunp^en  von  zwei  parallelen  Ebenen  im  ersten  Gebilde, 
so  bat  man  fSr  das  zweite  Gebilde: 

yn^Bv.ci    D 


a    ^    b     *    c  T 
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d.  h.  einem  Systeme  paralleler  Ebenen  im  ersten  GeMfd^  ^tl^pritilil 
ein  System  paralleler  Ebenen. im  sW^iteu  Gebilde. 

4.    Das  durch  die  vier  Pimkte  ^^ 

^lyiH*  ^%y^y   ^»ynHf  ^^a^ 

gehende  Tetraeder  hat  etn^n '  K^vperinhalt»    der  bekanntlieh  aus 
folgendes  Formel. gefunden  wird V  -     .     {  i  .;    r     •»  .-».^    ' 

'1      ^3      y»      H 

1       af4       ^4        4 
und  ebenso  hat  das  Tetraeder,  welches  durch  die  Punkte 

■       li^ifi»    &%&*•    ä^^»    ,UV4k 

••   •  ^    , 

gebt,  ziini  KSqMrinhsIte : 

1      li      Vi      Si 


" » .'       .    « » 


'     '       .     .-.       i 


'  t 


O         I      t» 


.  ,     1      fei      1?»      £k 

§    *    z      > 

}  h  :^     .•    & 

Nun  lässt  sich  aber  x  vermOge  ejue»  bekannten. Si^ts^  .fiber  De-> 
terminanten  auf  folgende  Weise  schreiben : 

a       6       c 

^^  \ .  ri  r:^  t& 

^      a       6        c 

j   ?:l^   rg*  ütf 

oder  mit  Berficksichtigung  de^  Zusammenhanges   zwischen   den 
Coordinaten  des  erstetiund" zweiten  Gebildes: 


■  ( 

1 

Xi 

yi 

h  \ 

* 

,  abc  ' 

1^ 

9% 

[i 

«« 

9* 

«4    ) 

.  :  .<  •    T' 
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Mstkh  hat  mas^s 


'   .       •• 


Sind  nun 

Melif««  •i»«i  KSrpcr  bildende  THraedef  des  ersten  CMMes, 

9^9        X^9        ÄJ>  ««f* 

\ 

»ehrere  entsprecbende  Tetraeder  des  nveft^n  Schilden,  an  kat 


«  +  «!+«»+••••  •*€* 

•ich  sa  ciaui^  wie  r*  am  mie. 


KScper,  der  «ntar  nlfear  tihtr  Art 
inl>  s.  Bk  Jf  nni  nn  f^ee;nnres  Dndea^dcr, 

«ar  K«^  MMCMCMOi  !««■«■-    WM  Mkaapte  ■■■,  Ocr  des  u- 


Kik|cr  irt,  M  M  «r  mmtm  giit- 


Jf_  •»        J^ 


li«  «Jb*  4e>>^  1^.  «ft^WdksN^ 


tiütetcArittwnt  tcUfe  K&rper.  44S 

0L  Der  Kngfl  lassen  aicb  nnendlicb  viele  regulSre  Knrper  (s.  B. 
Würfel)  einecbreiben,  die  alle  sich  Tnn  einaoiler  blntis  diircb  ihre 
Lage  im  Räume  nnterscheiden.  Jedem  bealimmt  gelegenen,  re- 
gulären Kürper  des  Kugelgehtldes  enfspricht  ein  Iieslimmt  gele- 
gener griis^ter  Körper  im  Eltipsoidgehilde,  und  alle  diese  rer- 
sehiedenen  grSssteu  KOrper  des  Ellipsoidgebildes  haben  einerlei 
KnrperinhaJt. 

7.  Man  kann  daber  Tolgenden  merknCrdigen  Salz  aoaspre- 
dien:  Den  l^of  regniären  Kürp^rn,  die  sieb  in  den  verschieden- 
sten Lagen  der  Rugel  einscht^jben  Ja»sen,   nümlii-h 

Tetraeder,  Hexaeder,  Octaeder,  Dodelcaeder,  Ibosaeder 
entspreiben  (iSnf  Gattungen   von  K»rpe»,    die  eieb  je^n  Bllip- 
totX^  einschreiben  lassen^   diese  sind : 

Tetraeder,  Parallelpipede,  Octaeder,  Dode|faeder,  Ikosaeder, 
und  sind  die  grüssten  ihrer  Art^  d.  h.  alle  die  Tetraeder  in  einem 
Ellipsside.  welche  den  veveohtvden  fr^l^enen  regulffren  Tetrae- 
dern, die  einer  Kiigel  eingeschrieben  sind,  entsprechen,  haben 
gleichen  KSrperinbalt,  nnd  sin4  /u!>leich  die  grussten  Tetraeder,  . 
n-elcbe'sicb  einem  EHipRoid»  .einnchreiben.  lassen;  so  auch  alle 
die  Parallelepipede  in  einem  Eliipsoide,  welche-  den  verschieden 
gelegenen  Würfeln ,  die  einer  Kugel  eingeschrieben  sind,  ent- 
sprechen, haben:  gleichen  KuEperinhalt  und  sind  die  grCssten 
Parallelepipede,  welche  eich  einem  Eliipsoide  einachreben  lassen. 

Hu  «.  W.     ' 

8.  Es  sei  auf  der  Kugel  vom  Radius  r  ein  sphSrisches  Drei- 
eck MAß  (Taf  V.  Flg.  3.)  gezeichnet,  ferner  durch  den  Punkt  M 
und  die  Punkte  C,  />,  welche  Gegeiipunkte  zu  A  und  B  sind,  ein 
Kreis' gefegt,  so  sind  bekanntlich  alte  die  sphSrischen  Dreiecke 
TS  AB,  deren  Grundlinie  ^tf  fest  ist,  deren  Scheitel  beliebig  wo 
\\  dem  Kreise  WCD  H 

.    Construirt   man  da«  le,    und  be- 

deuten A',  B.  C,  />',  l  C.  D,  O,  M 

entsprevlienden  Ptinitte,  welche   die 

hrvmmeOberfläche^'Ä  B\  0'4'W>, 

0'B*M'7M  Sejtenfläcli  haben»  vqi^ 

gleichem  Kiirperlnballe  liebig  wo  in 

der  Ellipse  MC'D'  befindev. 

Man  kfii>n  nun  aioch  Sbergehen  zur  B«tr»el>tong  der  kleinelen. 
^em  Eliipsoide  umschri^enen  Krirper.  Da  ahen  hier  Mtf  geM 
4^i)|splbftn  .  Weg«' ga^  analoge  Resultat*  gefundeu.  iveiiiW|  ■• 
bfilte  j|ci|  fi»  nfih*T«^  Gingehen  f^r  .fib«rO0aBig. .    '.      \ 


4M  Grun$rii^   ü9ber  Hmt ^€99ndiM  BMimmmn/ 


I  ' 


U[eber  eine  aaf  die  B€3tiaiiDiing  der  Lage  der  Puriite 
in  einer  Ebene  durch  ihre  Entfemangen  von  zwei  ge- 
gebenen festen  Punkten  gegründete  analytische  Geo- 
^  motrie  ^  mit  Rücksicht  auf  niedeire  Geodäsie^ 

t  * 

dem  Herausgeber. 


§.1- 

Die  groMsen  Vorzilge,  welche  die  io  der  analytischen  Ge9* 
luetrie  allgemein  gebräuchliche  Beeftinimung  der  Lage  de^  Punkte 
durch  rechtwinklige  oder  polare  Coordinaten  jFor  anderen  l^efho- 
den  der  LfigenbestimniuDg  hat«  können  nicht  in  Abre.de  gestellt 
werden,  wenn  es  sich  namentlich  um  ß«trachiungeri  und  Unter«> 
snchungen  von  rein  theoretischer  Natur  bändelt.  Wenn  man  aber 
in  der  niederen  Geodäsie  bloss  mit  den  einfachsten  Instrumenten 
ZDin  Ziehen  und  Messern  gerader  Linien  versehen  ist  und  die 
Ätifnabme' auf  blosse  Align^ments  griindet|  ist  man  Lediglich  da- 
rauf *^hrn^eitWen'/' die  Lage  der.  aufzunehmenden  Punkte  durch 
Ihrie  Entfernnhgen  von  zwei  gegebenen  oder  aus  anderen  Messnn- 
geh  kis  brekannt^zu  betrachtenden  Punkten  zu  bestimmen,  wobei 
2U  bemerken  ist,  dass  solche  kleinere  Aufnahmen  durch  blosse 
Alignements  auf  ebenem  Terrain  bei  gehöriger  Sorgfalt  eine  sehr 
genügende  Genauigkeit  gewähren.  Daher'  scheint  mir  in  prakti- 
scher Beeiebung  eine  etwas  w^tere  AusbiMting  einer  auf  die 
fiestirofMii9gder  Lage  der  Punkte  ih  eiiter  £beHe  durch  ihre  Ent« 
fevn^^  tbnftwei  gegebenen  Pudkteii  ge^p^Öndeteh  analytiscfien 
Geometrie  nicht  ohne  Int^resite  2U  sein«.  Itb  gtaubb  ähet  geüili- 
den  sn  haben ,    daiss  anf  diesew  .lEegfi  sieb  auch  manche  flir  die 


••  ., 
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teMk9  T^flerfe'  bemerkeüswertfie  Re^tate  ergeben,  dft»  z«.  «reite- 
ren  Folgerungen  fuhren  können  >  und  will  mir  daher  erlauben  ^  In 
dem  vorliegenden  Aufsätze  einige  die  in  Rede  stehende  Methode 
der  Lagenbestimmung  der  Punkte  In  der  Eben^  betreffende  Be- 
trachtungen anzustellen. 


5.  2. 

•     '    .     \ 
Wir  nehmen  an,  dass  zwei  feste  Punkte  O  und  0|  gegeben 

seieii',  deren  also  gleichfalls  gegebene  Entfernung  OO^  von  ein- 
ander Wir  durch  a  bezeichnen  wollen.  Ist  nun  A  ein  beliebiger 
Punkt  in  der  Constructionsebene ,  in  welcher  naturlich  auch  die 
Ptmkte  O  und  0|  liegen^  da  wir  hiek>  alle' unsere  Betrachtungen 
jfihefbanpt  ^npr  abf  eine  Ebene  beschränken;  so  woHen  wto  dib 
Kotfemungen  des  Punktes  A  von  den.  beiden  festei»  PimIctcM'O 
jnnd  0|  respectjve  dnrch  r  und  tx ,  und  den  Punkt  A  selbst,  wenn 
die  Bequemlkhkettder  DarsteUung  fordert,  durch  (rr|)  beseldiBeli. 


Um  nun  zunächst  auf  die  rechtwinkligen  Coordinaten  des  Punk- 
tes A  oder  (rri)  zurückzugehen,  wollen  wir  O  als  den  Anfang  und 
die  von  O  aus  nach  0|  hin  gehende  Gerade  als  den  positiven 
Theil  der  Abscissenaxe  eines  rechtwinkligen  Coordinatensystems 
annehmen,  und  der  Abscissenaxe  wie  in  der  gewohnlichen  ana- 
lytischen Geometrie  eine  ppsitive  und  eine  n^ative  Seite  beile- 
gen, welchen  beiden  Seiten  dann  bekanntlich  auch  d^e  positiven 
nnd  negativen  Ordinaten  entsprechen.  In  ß^ug  auf  dieses  recht- 
winklige Coordinatensystem  sollen  die  Coordinaten  des  Punktes 
A  oder  iyr^)  durch  a;  und  ^,  dieser  Punkt  selbst  aber  mag  wie 
gewubniich  durch  (pty)  bezeichnet  weirden;  und  die  rechtwinkli- 
gen Coordinaten  x^y  durch  die. Entfernungen  r,  n  auszudrücken, 
soll  iftzt  unser  erstes  Geschäft  sein. 

Zu  dem  Zwecke  liefert  uns  die  analytische  Geometrie  für 
rechtwibklige'  Coordinatensysteme  unmittelbar  die  beiden  Glei- 
olningen« 

dnrcb  deren  Subtraction  man  auf  der  Stelle  die  Gleichung' 

also  zur  Bestimmung  von  x  die  in  völliger  Allgemeinheit  göltige 
Formel 

•    ^""       .  2a        '  •!         .  •• 

erhält.  ,  ^  ....   -    - 


r 


O»  iHuk  y  Bii  finden^   müsdte  timiv  den  ^orstielreiMleii  WeHk 
vdQ  er  in  eine  der  beiden  Gl^eichungen 

einfiihren,  und  dann  y  bestimmeo,  wodurch  man  für  y  ekien  Kn^ 
druck  niit  doppeltem  Vorzeichen  erhalten  wörde,  was  auch  ganz 
in  der  Natur  der  Sache  liegt,  da  bloss  durch  die  beiden  Entfer- 
nungen r,  r|  offenbar  die  Seite  det*  durch  die  beiden  festen  Punkte 
O  und  0|  bestinin^ten  Geraden  ^  auf  welcher  der  Punkt  A  oder 
(rr|)  lieut,  nicht  bestimmt  wird.  Diese  Unbestimmt  hei  t  wird,  wie 
es  mir  scheint»  bei  dieaen  Untersuchungen  am  besten  und  .zweck- 
inässigsten  auf  folgende  Weise  gehoben. 

Als  eine  Uulfs^russe  föhre  man  in  die  hier  Torkoromendeo 
BvciHMingeD  und  Furmvln  den  ass  d^n  Grossen  o^  r,  r^  leick 
bestiinfmbaren'Fläcbeninhalc  6es  Drtieehs  ÖAOx  ein,  betrachte 
diesen  Fläohfcninhatt  aber  als  positiv  oder  »14  negätt¥>  jenacbdeii 
der  Punkt  A  auf  der  positiven  oder  negativen  Seite  der  diiich 
die  Punkte  O  und  0|  gebenden  Geraden  liegt,  und  bezeicboe 
denselben  mit  Rucksicht  hierauf  durch  /);  dann  hat  man  ur 
Beslimraune  von  y  offenbar  die  ganz  allgemein  gfiltige  l*'ormel 

^""  «  ' 

und  dHhier  Oberfi^apt  fai*  di«  beiden  r^htwtrtkligen  Coordinata 
üf,  y  i\^  Punkte  A  dt^  beiden  folgenden  räit  Völliger  Aügeoieii* 
h«it  gettendeti  AnedrOcke : 

Was  die  Hilirsgrusse  D  betrifft,  so  kann  dieselbe  aus  den 
Entfernungen  a^  r,  Vi  In  allen  Fältln  mittelst  der  bekannten  Formd 

in  welcher  man  das*  obere  oder  untere  Zeichen  zo  nehmMi  lit, 
jenachdei^i  de^  Punkt  A  auf  der  positiven  oder  negativen  Seit« 
der  durch  die  Punkte  O  und  O^  bestimmten  Geraden  liegt,  letckt 
herechitet  werden. 


Die  Gleichung  der  ^erAden  Linie  für  rechtwinklig»  Coordioa- 
ten  ist  bekanntlich,'  wenn  jetzt  x,  y  die  verfinderliclien  oder  bv 
fenden  Coordinaten  bezeichsen: 


-m  lmg€  isAm  ntMOH  ^  äer  t»Me.  ^ 

8)  *.....,    j   if^Ast  +  B^  ' 

iro  A  nod  JS  zwei  willkuhriiche  Constanten  siod« 

Werden  nun  ai^hV,  r^,  D  iib 4r€f fkidei^kih  betrachtet,  so  ist 
naeh  dem  vorhergebenden  Paragraphen,  unter  der  Voraunaetzunjg, 
das«  das  Speichen  von  D  immer  richtig  bestimmt  wird,  allgemftfh: 

*-  2a      '    *    y-^' 

also:  . 

woraifs  sich  «ogleiäh 

«nd  folglich,   wenn  der  Kürae  wegen 

4) A  =  M,    B  =  ia(l^a  +  Ä) 

gesetzt  ^ird,  wo  nun  auch  A  Und  B  zwei  willkührliche  Constan- 
ten bezeiebnen,  als  allgemeine  Gleichung  der  geraden  Linie  zwi« 
WWn  f'ünd  Vi  dl^  ÖiefdiÄrtl^ 


i^4,„  j»«?A(r»'*.n«)  +  Bv6der   X>-*A(i*— *1^)  b=» 


\       i 


•        *  *  ,  i  »  »  ' 

Wenn   die  Gleichungen 

zweier  geraden  Linien  gegeben  sind»  und  r,  ri  dem  Durcbschkiftt^' 
paukte  dieser  beiden  genUleli  'Uim«n'  entsprechen  sollen,  so  hat 
man  r,  Vi,  indem  man  dieselben  nicht  mehr  als  veräinleffliehe, 
sondern  als  algebraisch -unbekannte  Grossen  betrachtet,  aus  den 
beiden  gegebenen  Gleitbungen  dtirch  gewcihnliche  algebraische 
Elimination  zu  bestiniini&n.  Zuer«^  erhält  man  aber  aus  diesen 
Gleichungen  leicht: 


I    I 


«X  .4         B-B'   ..^   ^AB'-BA'. 

wodurch  zuvorderst  die  Grössen  r*  —  r^*  und  D  ohne  alle  Zwei- 
deutigkeit gefunden  sindi    NiiB  ist  aber  offenbar: 
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IIP      '  |fr?-D5±£!i' 


ä 


tiaoi 


7) 


'=V^ 


4P».  ,(r«-^,^«)-|.g«,« 
+  ?-— äi « 


mUtelst  irelcher  Formeln  nan  auch  r  ond  Vi  berecl^net  werden 
können«  Auf  welcher  Seite  der  dnrch  die  beiden  Pdolcte  O  nqd 
Ol  betftitomten  G^taden  der  purebscbrnttsponkt  der  beiden  gege- 
benen Geraden  liegt,  wird  durch  das  Torzeichen  von  />  in  der 
zweiten  der  Formeln  6)  unmittelbar  bestimmt 


Wir  wollen  nun  die  durch  die  beiden  Punkte  (iti)  uifd  (^, 
für  welche  die  aus  dem  Vorhergehenden  bekannten  Hiilfsgrossei 
respective  -durch  D  utid  J  bes^cbnet  werden  m(%en>  gehende 
Gerade  betrachten. 

Die  rechtwinkligen  Coordinaten  der  Punkte  (rvi)  und  (qqi) 
seien  respective  a:,  y  und  |,  t/j  so  ist  die  Gleichung  der  in  Rede 
stehenden  Geraden ,  wenn  jetzt  X^  Y  die  veränderlichen  oder 
laufenden  rechtwinkligen  Coordinaten  bezeichnen»   bekanntlich: 


oder  , 


wenn  wir 


^-y^^^^-ß) 


YniAX+B. 


a—g  x  —  i  . 


setzen.    Nach  I)  ist  aber: 


*- 25 '    *=V 


'\       n 
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also :  ■'        J  ..'•''         1 

und  folglich: 

Bezeichnen  wir  den  I80<^  nicht  abersteigenden  Winkel,  unter 
welchem  die  durch  die  Prfnkte  (rr,)  und  (^p^)  gehende  Gerade 
"sox^.  O  aus  naeh  Oi  und  von  OOi  ans  nach  der  positiven  Seite 
dieser  Linie  hin  gegen  die  durch  die  Punkte  O  und  0|  gehCMt 
Gerade  geneigt  ist,  ^^rdi  97;,  so  |^t  bekaiMitfich 

tätig g>=^?J,    -\  -  * 

also  nach  dem'^<frii«rg9h^nden^:  , '         .    ! 

A\D—J) 
9) tangg)  =  (^,_,^a) _ (j«_ p^aj  •  i .  v. . 

A{D  —  J) 


--(r  +  r,)(r— ri)  — (j+9,)(p^j,)' 
welche  Formel  ifrohl  htn  urid  vvfeder  praktischSerrNutEen  hab^h  kann. 
Zur  Bestimmung^  von  B  bedient  man  sich  am  besten  der  Formel 

I  ^  ■ 

aus  welcher  i^ich  mittelst  des  Vorhergehenden 

"- a        «{ (r*-r,«) -((►«-(►,•) I' 
also,  wie,o|an  i^eb  einigen Jeichien  Reduettonen  ^ndet: 

i  .     -  »  ^ 


-  r       ~:^«i(';+''i)(r-^n)-:((»f  fo')«-i?i)y*... ;\  .n 

ergiebt 

Bezeichnen  wir  die  Gleichung  der  durch  die  Punkte  (iT|)  und 

{qqi)  gehenden'  Geraden,  indem  A,  B|»  D  xfitKüderfiche  Gr^^sen 
1. ».i.:: j L  •„  ,\    'f  ■ 


bezeichnen,  durch 


i|S6  Grun*r$:   titter  etm$  ^ntmtert  ButtmmmMf 

0  =  A(R^— R,*)  +  B, 

•o  haben  wir  Bur  B^Iwhduo^  ^er  CooatäiiteA  A  wßi  B  die  bei 
deo  Csleichungeo : 

ß  =  A(r»-r,«)  +  B, 
aus  deuen  sieb  leicht: 


♦  • 


'•  * ! 


(r+ri)<?f'-ni  *-(e+»i)(pr-«) 


(»•+r,)(r-r,>  — (p  +  ^,)(?— Ji) 


ergiebt. 


$.6. 


1  ' 


B^ei^qeo  wir  4i<?  Entferpung  der  beiden  Puokte  (rr^)  uod 
(ifQi)  von  einander  dlirch  E,  »o  ist  belcanntlicb : 


;i  . 


II  t    . .     t      '  ,  . 


Nun  ist  aber  nach  dem  vorhergehenden  Paragraphen: 

«-5  = r.-.  ".2^  ?  ■., — r-»   3rtT«»=-; — - — ^^» 

also: 

oder:  ' 

*  >  *  * 

oder  auch: 


^ä9t  Ltt^e  etmei  F^nifi9§  in  lüer  Bäem^  >  4Q1 

BiMA  rflem  F«irnieifi  ki  4Mr  Präm  V^IAhAm»  N<ifi«ti  liaUo  JoM»f 
nmi;  4brMthtl  ktmm  aoi^h  beHOiMküä  bemdEkt  oü  werdeto;       ;    .     / 

16)  .  .  .    tangai  = AiD-^ä) v. 

und  nimmt  in  der  folgendeii  CUeiehtNig  l>bM|S  Auf  den  absoluten 
Wertb  der  Grösse  auf  der  rechten  Seite  des  Gleichheitszeichens 
Rfieksicht,   so  ist: 

17) i;^2-i^=^. 

^  acoso) 

mittelst  welcher  Formeln  E  ohne  grosse  Weitläufigkeit  berechnet 
werden  kann.  :  •    i 

Wenn'     '    "     ''  '         *"^     '^  ' 

ir'n'),    ir^n"),    (/-r,-'),    (ri^r.^^, ....  (fC-Xr^W) 
oder  *      '         *  .  .     ' ] 

(^y),  (^y)f  (^^'^h  <^^^,vo..-...(*<->y»>) 

die  Ecken  eines  beliebigen. Vieleeks  von.  n  Seiten  sind,  dessen 
Inhalt  wir  durch  F  bezeichnen  wollen;  so  ist  nach  einer  bekann« 
ten  Formel»  wenn  wir  nur  den  miMoluten  Werth  der  Grosse  auf 
der  rechten  Seite  des  .Gleichheitszeichens  in  der  folgenden  Glei- 
chung berficksichtigen : 

Nun  ist  aber»  wenn 

/y,    Zr,    JT'^   />'/',. ^../>(«) 
ihre  bekannte  Bedeutung  habeu;,  nach  1) : 


\   ' 


. '     '  JT      *s  ""■' —  la  j  i       ir    ^t^   .     '   I 


1    ' 


i> 


.  f  * 


.     ' 


.  •    -I        1    ■  *  ». 
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wkmtf  MmmAi  a«ob'  ui  -  der  fol^rade^  ^€Setcfaiiiig  Uom  der  absolute 
Werth  der  GrOsne  auf  d«r  reobten. Seite  des  GletchheitaieichMi 
berficksicfatigt  wird^  wie  überhaupt  in  allen  folgenden  Ausdrficken 
des  Flächeninhalts  F,  ivas  wir  hier  ein  fl9r  alle  Mal  bemerken: 

u.    ».    w. 

Weil  aber  die  Summe  der  Grossen 

offenbar  ver/N^h windet;   so  ist: 
18)  .  .  .  2o«F=     (r'«-ri'«)(D»-ZX")) 

+  (T"*-Ti'^iir'—D') 

Uv    B«    .  Iv  • 

+  (r("-i)«  —  r,  ("-')«)  (/X«) — D(*-«)) 

.  +(rC)ar-ri(")«)(/)'-D("-»)) 

oder: 

19) 

2o«F=     (r'+r,')(f'-r,'KZ)"— ZX")) 

+  (r''+r,«')(r''-r/)(/>-'-/>')    '' 

•  ♦ 

u,-  s.  w.  ^ 

^  0^«-»)  +Ti  («-*))  (r(«r') — ri<«-A))  (Z>(«)— ZX«-«)) 

+(r.(«) +r,("))  {r(«)^-  ri(»))  (/)'  - 2X«-i)), 
■.      "  '       '  '•       ■ 

welche  Formel  bei   der  Bestimmung  des  Flächeninhalts  in  ibrMi 

Inneren  schwer  zugänglicher, Figuren ,  z.B.  bei   der  BestinniDOfg 

des  Flächeninhi^ka  von  WäLderp,. praktisch  nützlich  sein  kano. 

Wäre  etwa^ 


I 

1     I        ^ 


.*- 


eine  mit  Wald  bestandene  FiKcbe,  und  alle  Ecken  des  Theils 


A''j!P'A'"S.A^'t^ 


'   \  \  mm      *Mwm'       mmmm  *  M.r %  ^        ^  t 


aus  zwei  Punkten  O  und  Oi  zugänglich,  alle  Ecken  dies  Theils 

aber  aus  zwei  anderen  Punkten  O'  und  0|'  zugänglich;  so  konnte 
man  die  Flächeninh^tt^l  xUe^r  beiden  Theibe :  mi^e^it  der  obigen 
Formeln  bestimmen^  und  durcb  deren- Addition  dann  denFläcben- 
Inhalt  der  ganzen  gegebenen  Figur  erbalten. 

Für  n  =  3,  d.  h.  fär  ein  Dt'eieck^    ist 


...  / 


•    '1                >                                            ■'                        '• 

->,")(/)"- 

■•  1      ■' 

S      1 

'.'  ■;....  •            ...§-.i8-'  ^ 

» 

1  '  '     *  1 »     ■ 

•  >      in 

t 

,    1 

Soll^Dv  drei  Pi^nkte 

*                                                      * 

.1     '    '. 

* 

(frf) 

1 

1 

in>^er  un^  derselben  geraden  \m}^  ii^gep^/j^o  i^ü^se«»  «I9MI 
^'f  />''>;  ^  ibre  bekaanl»  ^ede^fuog  .k^^B,,.  o^b  ^  ^  dngj 
Mgettfien  GMichufigei^.i$i4t  finden; 


rr 


Multiplicift  man  diese  Gleichungen  nach  der  Reihe  mit 


und  addirt  sie  dann  zu  einander,  so  erhält  man  die  folgende  Glei- 
chung, durch  welche  bedfngt  nird^  dass  die  di^i  In  Rede  stehen- 
den Punkte  in  dersejiien  geraden  ,Ltnie^ liegend 


oder:  -  :.  ■      *     .      "     :.->...   "'/\  'x 

(r'«_r,  '«)(0"— ZT)  tCr"«  -r,  '«XIT-nflO+Cr^-T,  "^ly  -D»)=0. 
oder  a^h :. 
23) (r'  +  r,'}  (f'j-'i')^^'--«*)     ) 

.,.     ^ , . ,  ,-t,(r*'+r.')(r"-V),(xr-/y)  J=q, 


,t 


f  9. 


..'      . 


Cm  eine  zweckmässige  Anv^endinft  der  im  Torhergehenden 
Paragraphen  |^e(und«i^€ii>  BedNi|^uBg|>gieiejhung  xu  zeigen,  wolleo 
wir  mittelst  derselben  den  Satz  beweisen,  das«  die  drei  Punkte, 
In  denen  die  aii' je^swel.  voii  dr^l-Krc^#n  gezogenen  äusseren 
BerQlirenden  sich  schneiden»  jederzeit  in  ein  und  derselben  ge- 
raden Linie  liegen. 

Die  Mittelpunkte  der  drei  Kreise  seien,  wie  Taf.  V.Fig.i 
zeigt,  C«,  Ch,  Cef  und  Qa»  Qby  Qo  seien  ihre  aufsteigend  nacb 
Ihrer  Grösse  geordneten  Halbmesser ;  die  Seiten  CbCey  CeC^*  C^Ci 
des  durch  die  drei  MiHelpuni^..  al^  E^kc^  bestimmten  Dreiecks 
CaCbCe  mögen  respective  durch  a,  b,  c  bezeichnet  werden.  Die 
Mrtt^lputikte^  Ca  tfnd  Ce  ^llen  Ae^  8t<sll(E^  def  bi%(her  Irtitner  d^rdi 
i^  HAd  0|  bezeichneten  Ptlrifkte  TeHreleri.  D9e  Üufchschnitii- 
punkte  der  vorher  näher  bezeichneten  Berührenden  seien  A* ,  A^,  A^, 
und  deren  Entfernnnge^  i^n  d^n  Punkte^  C»,  Ce  sollen  durch 
T^fTi';  r^^Ti";  r^.r^"'  ;bezeic(inet  werden,  indem  ülirigeDS 
jy^iy,  D^  auch  jetzt  ihre  bekannte  Bedeutung  behalten. 

Zuvorderst  föllt  auHder^telfe  hf  dii^  Augen ,  dass  im  vorlie- 
genden Falle  />'=^0  i^ti^  wpd^.^pli  sj.ch.  4|ie  Bejdingun^sglj^icliuiig 
21)  auf  die  l^orm  t 


»    VI« 


oder,  was  Dasselbe  ist.  ^uf  die  Form 

reducirt,  welche  Gleieiliiiig  yiMiliQ  s»r^l6)itfortTgeii  sncheq  mü$9ff^ 

Nun  erkeiinr^an  aber  .anf  ^der  Stelle  4ie  fiichtigkeit  der  fol- 
genden Formeln  aus'  ga^^lp  ^viiaehe^lltpfi.  v«ii  4<p  Proportionco: 


n»<J  •.    .......  -■  '      .-■■  ,.  .^.   •••   ,.-  --s, 

Ferner  flberzeugt  man  «idi  raitM^t  elftes  bekannten  trigonome- 
trischen Elementarsatzes  j|i^  4!9f  Stella  von  der  Richtigkeit  der 
folgenden  Gleichungen: 


^d4r^ 


^6' — (?a       ■      Z^üJ 


=7'.  T      .^      .'        '       .    "^ 


•i      'ij   J       1  '■    '  .       (      Jl     .,    *.       >  o ,  f  .     '•.'-.       .     !'     .-y;..     ./     i:*  •''...      •      tl 


IT«       «  .      IT.      (a*  +  Ä«  — c«)p 


>     , .:  /  lit  )!•■  •/*<! 


«• 


1      t 


,-.=«.+r«--^^:i^^'^; 


woraus  sogleidi         ,  -  ;    ',t 


^•'      --  >  *  .      J«  «   ^«or    '  \ 


VI 


r^*—  y».  ^2  — 


«i«<».  +  (**-C»)Pe     ■' 


>    , 


^6  •""  P«  '        T  J "- 1 

folgt.    Nach  dem  Obigen  t»t  aber':  ,  ■ 

.'li../   ^;am^f  fV?*-gtt?''<vi^  i-^i  li  j»i'  gx:  ^n    u  li.  T  * fe,.  ,  .  ?/   ,)..(.;» 

W— Per  Qb'-Qe 

«  M  ;  i    ,'    '-'.»*•     .'■'•7    iilf     ;    w     .   ™'     :>•"!?:    iA     »:>>•>     .'-I     *>>.  .   '»i':-i    •* 

woraus  man  mittelst  einer  nicht  der  geringsten  Schwiei^l^cLM- 
terliegenden  Rechnung  sogteich  findet: 


«M  Gru-H'ert:   tfe^er  «Im  >Mw«rt«rr  ««MMMMmy 

Os:A(R*— R|*)  +  B, 

•o  haben  wir  siir  B^timniuo^  <ter  CoiutäiAeH  Ä  mi  B  die  bei- 
deo  Gleichungen : 

fl  =  A(r«— r,«)  +  B, 

//=.A(e*-ft*)  +  B;        .    ...     .    . 

aus  deuen  sich  leicht:        , 

k        ■  ■"■■     A-^^^   ■      •■ 


r       » 


ergiebt. 


'  '  §.  6. 

Bpztii^fi^n  mt  4i^,  Entferpung  d^r  bcjde»  Pupkt^  (itj)  uod 
(ipi)  v^"  einander  durch  E,  so  ist  bekanntlich: 

Nun  ist  aber  nach  dem  vorhergehenden  Paragraphen: 
also: 

Vit'ii!ij;t'^»'>|ll^'    'L  i.'Mj  I^T'U  ■"■■>«.  A>iin   fT.Jfai'J  f/ 


oder: 


V, 


™^T 


V 


'.  -.1 


oder  auch : 

15)    £=s  ga  _,      • 


^äet  iM$e  etmes  i^mfffm  in  i/^r  Böef».    .  401 


Mm  «MW  r«riMin  in  4Ur  PrhsMi  VibUadie»  IMsen  bateo  loMf 

16)  .  .  .    taiigfi>  = AiJO^ä) "'. 

and  nimmt  in  der  folflendep  Gieiehong  l>lo««  Auf  den  absoluten 
Werth  der  Grusse  auf  der  rechten  Seite  des  Cxleichheitazeichens 
Rucksiebt,   so  ist: 

2(0— ^ 


17) E  = 


acostt 


mitteist  weicber  Formeln  E  ohne  grosse  Weitläufigkeit  berechnet 
werden  kann.  i 

§.  7. 
Wenn 


'» ' 


(Wr,'),    (r^r^'),    (/»n-O,    (r^^'r,'»'), -.(*<'•  V->) 

oder  .      .      '        '  .      .      » 

(^y'),  (^V)/  (^"^yO.  <^5-V0..--..(^^">y»>) 

die  Ecken  eines  beliebigen. Vielecks  von  n  Seiten  sind»  dessen 
Inhalt  wir  durch  F  bezeichnen  wollen;  so  ist  nach  einer  bekann- 
ten Formel»  wenn  wir  nur  den  abiuiluten  Werth  der  Grosse  auf 
der  rechten  Seite  des  Gleichheitszeichens  in  der  folgenden  Glei- 
chung berficksicbtigen : 

2F=:c'(y-'-^(»))+:r-'(y''-y)+^(3f^>^~/)+a:'^(3^^~2r)+_ 
Nun  ist  aber»  wenn 

*  '  I     * 

/y,  ly,  jy^  D^/',....D(«) 

ihre  bekannte  BedcMtung  haben^  nach  ]): 


^   ' 


X 


720  '        »    -"    o 


■■■'  .'^     F-^ — Sa-     ■.- ':*— »^^"^"ÜT"' 


tt.  ■  *.■   «*,' 


i    -    I' 
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Folglich  ist:  ^ 

and  die  obige  zu  verfBclrende-^Si^icbiing  eibält  daher  die  folgende 
oehr  einfache  Formt    ~  " ' 

Nun  aber  Terbalten  die  Dreiecke 


sich  wie  ihre  Hohes^  t  weil  «ie  die  gemeinschaftlicbe  Grandlinie 
ChCc  haben,  und  di^e  Hohen  sind,  weiln  wir  die  an  Ch  und  G 
liegenden  Winkel  des  Dreiecks  CmChCc  respecÜTe  durch  ß  ood  f 

bezeichnen,  offenbar: 

.       •      '  '  '' 

//  •  bgesmy     ^  /  i      cghti9nß^ 

so  dass  man  also  die.  Gleichung  ' 

/>"  _  n^^siny  _  ^siny    gc(p*— p#)' 
i>^       <siü  /5;       4r  sin  /3 '  ^»  (^c — ^a)  * 

folglich,  weil  iö  dem  Dreiecke  CsC^Ce'nach  einem  bekannten 
trigonometrischen  Elementarsatae  ö:cz=^^nß:wky,  bsinyzsicmaß 
ist,   die  Gleichung  > 

erhält,  welches  eben  die  an  rechtfertigende  Gteiehong  war. 

Unser  Satz  ist  daher  auf  diese  Weise  TollstSndlis^iipd  ohof 
alle  Schwierigkeit  bewiesen. 

Ist  *  .  *   ^ 

D  =  Ä(R«--Ri«)  +  B 

die  Gleichung  der  durch  die.  drei  Punkte  A^,  >',  JT'  gebenden 
Geraden,    so   ist  nach  11)  und  12),    weil   im  Torliegenden  Falle 


t- ' 


.1  ->• 

.    ..    »      -i" 


D"  _  _  ir^—rt'*)D" 


oder:         ■:■■.■..••■  '    ''  .~ 


■a=- 


FolgKdi  ist: 


der  La§€  eime  Punktet  in  der  Etene.  457 


also  nach  dem  Obigen,  wie  man  mittelst  leichter  Rechnung  findet: 

D    _  Qe—Qa      (gft  +  Qc)a'^  -r  (Qb—Qc)  (R^~  Ri») 


D    ^Qh  —  Qa       (Qb+  Qc)  ä^  —  (Qb  -  Qc)  (R^  —  Ri») 
D^"       Qb      '  aHQb  +  ifc'-2Qa)  +  (^^-C^HQb-Qcy 


Weil 


oder 


und,   wenn  wir  den  Flächeninhalt  des  Dreiecks  CaCbCe  darcb  J 
bezeichnen , 

J  ==  lab  siny = sac  sin/?, 
also 

ist;    so  ist  nach  dem  Vorhergehenden: 

D         (p»  +  pc)  a«-  (pft  -  pe)  (R«  -  R,«) 


oder 


-^  "^  a^(Qb  +  Qc-'2Qa)  +  (6*-  c2»)teft— p«) 


D       ^>(a^— R^  +  Ri«)  4-  ge(q*  +  R^— Ri^) 


welches  man  als  die  vollständig  entwickelte  Gleichung  der  durch 

die  Pankte  A',  A'^^  A"'  bestimmten  Geraden  betrachten  kann. 

« 

Entsprechen  die  Grossen  R,  Rj,  D  und  R',  Rl^  D'  den 
beiden  beliebigen,  in  der  durch  die  Punkte  A' ,  A"y  A'"  gehen- 
den Geraden  liegenden  Punkten  P  und  P',   so  ergiebt  sich  aus 
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also: 

B"(A—  AO  —     (c«—  6«)  (3a*  -  6«  +  c«)  (3a«+  6«—  c*) 

ist;  80  ist  klar»  dass  die  obige  Bedinguog^gleicfaang  wirklich  e^ 
füllt  ist»  die  drei  in  Rede  stehenden  Transversalen  sich  folglick 
in  der  That  in  einem  Pankte  schneiden,  wie  bewiesen  werden  sollte^ 

Bezeichnet  man  die  Entfernungen  des  gemeinschaftlichen  Ooreli* 
Schnittspunkts  der  drei  Transversalen  von  den  Spitzen  A^  B,  C 
des  gegebenen  Dreiecks  respective  durch  Ra,  Rb»  Rc*  und  die 
FIfichenräume  der  drei  Dreiecke»  welche  den  Dnrchschnittspuokt 
der  drei  Transversalen  zur  gemeinschaftlichen  Spitze  und  die  Sei- 
ten a,  byC  Aes  gegebenen  Dreiecks  zu  Grundlinien  haben»  respec- 
tive durch  Daf  Db»  De;    so  ist  nach  6): 

*»-'*• A-A''    ^—     A— A'     * 

also,  weil  B  =  0  ist; 

K'  AK' 

Nan  ist  aber  nach  dem  Vorhergehenden: 


also: 

Folgfidi  ist  fiberfcaaptt 

J8,«-Ä»«={(4«-^,    iJ»*-Ä,«=K«*-4^.    Ä.»-Ä,i*=K«*-«^ 
•ad 


I».  =  A  =  A.. 
FwMr  ist  aaek  7): 

**^-J?-+ 1 — ä^^ — I 


der  Lage  einen  Punktes  in  der  Ebene.  401 

und  weil  nun  nadk  dem  bekannten  Ansdraek  des  Flächeninhalts 
d«8  üfeiecks  darcfa  seine  drei  Seiten 


also 


a«   ""9a«  ""  36a«  ~" 


und  nach  dem  Obigen 

2a  "~  6a 

Ist;    60  ist 

^  ,     4a*&«— («•  +  &«— c«)«  + (3a«- 6«  + c«)« 
ää'=~ gg-S , 

woraus  man  nach  einigen  leichten  Reductionen  sogleich 

erhSit,  80  das«  also  Sberbaupt 
n,.2(&*-|-c«)-a'      „._2(c'+«i«)-6'      „,     2(«iH6«)-c* 

Äa  —  g *     It^*— ■  g ,     /tc*  = Q 

ist,  woraus  durch  Addition  sogleich  die  bekannte  Relation 
folgt 


§.  12. 

indem  wir  jetzt  auch  den  gemeinschaftlichen  Durchschnitts- 
punkt  der  drei  Höhen  des  Dreiecks  ABC  betrachten  wollen,  mugen 
alle  im  vorhergehenden  Paragraphen  gebrauefiten  Bezeichnungen 
die  ihnen  dort  beigelegte  Bedeutung  behalten,  mit  dem  einzigen 
Unterschiede,  dass  alle  betreffende  Zeichen,  die  sich  auf  den 
gemeinschaftfichen  Durchschnittspunkt  der  die  Spitzen  des  Drei- 
ecks mit  den  Mittelpunkten  der  Gegenseiten  verbindenden  Linien 
beziehen,  jetzt  dem  gemeinschaftlichen  Durchschnittspunkte  der  dr^i 
Hohen  entsprechen  sollen;  Die  drei  auf  den  Seiten  a,  6,  c  senkrecht 
stehenden  Höhen  werden  wir  respective  durch  ha,  hb,  ho  bezeichnen. 
Indem  wir  Aa»  so  wie  den  Flächeninhalt  20  des  Dreiecks  ABC» 
immer  als  positiv,  dagegen  hh  und  he  als  positiv  oder  als  negativ 
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hdtniirfitaa,  jebaeUein  diese  Hiihto»  weiin  wir  iam  DreieGk  AMC 
selbst  obertiaih  von  BC  liegend  aanehnieii,  ebeihalb  «der  «atet- 
balb  von  der  Linie  ßQ  iieg^nf 

0ie8  vorausgesetzt;  erhält  man  nun  zuvorderst: 


A= 


B  =  - 


woraus  man  sieht ,   dass  die  in  §•  lO«  gegel>eoe  Bedingnogsglei* 
chung  in  dem  vorliegenden  Falle  ihre  Anwendbarkeit  verliert 

Daher  wollen  wir  uns  jetzt  direet  mit  der  Besttmmong  des 
Durcbscbnittepimlitf  der  zwei  Hohen  h%  und  A«  mittelst  der  im 
Obigen  zu  diesem  ßehufe  entwickelten  allgemeinen  Formeln  be- 
schäftigen. 

Nach  1])  und  12)  ist: 

—  }A»V€i«— A»«  V  a«— A** 


A'  = 


— a«—  t  A*«— (a«-  hh^)\  ^  4A* 


—  U^A»Vfl»— A»g     _    a«Va«-A»^ 
■^   — — a^  ^  { Aft«  -  (««— A**))—  4A» 


und 


,,,  _      — jAcVa^  — Ae^  Vo*  — Ac* 

^    —a«  -  Ka«-  Ac*)— Ae«t*^  SÄT^    * 

pii_        ifl^AeVfl*--Ae»        _    a«Va^-Ac». 
**   — a»-|(a*— Ae*)-Ac*}""  4Ac 

so  dass  also 

B'  =  a«A',    8"  =  — a«A" 

ist    Man  erhält  leiebt: 

A«  V  «»— A»*+ A*  V^a«— Äe« 


A'  — A"= 


4A»Ae 


B-    B..^^.AcV7;^^:A^-A^V?:rÄ^ 

4A^ 
and 


der  Lote  eine»  Hmlnet  in  der  Ebene.  468^ 

Also  ist  mch  6)! 

,       o*  Va*— A4«.  V^«^^^     , 


folglich : 

IDg         a  V"«»  -  At".  V^g«— Ac«_ 


und 


2 ^  '^         —  aar  --- — "^ ■•'■«■  '■  ' '     ': 


oAtV««-*«* 


r  » 


^ 


^  *^  ■  ^      '  ■   '1^—  ^ 


2«  AcVo«-A»»  +  AiVa»-Ac« 

Daher  ist  nach  7): 

„^     g*(a«-A«')       _ 

'  "■tAcV'a«-Ä»*  +  AffVl^^=^l« 
Bekanntlich  ist 


und  nach  den  Lehren  der  gewahiHichen  emalyfischen  Geomfetrie 
erhellet   sehr  leicht,    dass  unter    den    oben    gemachten   Voraus- 


Setzungen  immer 


A»   und    ST ,    «c  und   ^ 

gleiche  Vorzelchenhaben^  Sind  als»  A»  nnd  A«  beide  positiv  *) ,  so  ist    . 

^ _-     23)    a?  +  6*— c*  ,  21)  g»— 6«-|-c' 

Ad¥"rt»-Ä6'»+*¥^o'-^=«  -7  • 26 +  T "         2c 

2a«ll>, 
=  "6r' 


M  «      HM' 


•)  I}>6i<l'e  negativ  bannen  dicie  ndben  nicht  sein. 
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haben  aber  hh  uod  he  entgegengeaetzte  Vorzeichen,  »o  nt 

=  (iy).(T 26 >  +  (Tt>-(± 2^^        > 

_      2^  a«  +  6«—£^_25  g«— fe«^-c» 2an^ 

""""  c  •         26  6  *         2c         "        6c  • 


Also  ist 


ÄcV^33A?+Ä6Va«-Ac«=±^» 


indem  man  das  obere  oder  untere  Vorzeichen  nimmt,  jenachdem 
hb  und  he  gleiche  oder  angleiche  Vorzeichen  haben.  Immer  ist 
aber 

Sehr  leicht  findet  man  jetzt: 

-,,     6«(a«c«-4D«)       ^,     c«(a«6«--4Dg), 
*      4P '    ^*  ^ — ^^«D«  ' 

oder,  wenn  man  a6c=P  setzt: 

-,,     f»— 46«D«       ^.     f»-4c«D« 

^*  = — -m — '  ^*= — ®^ — 

Die  Quadrate  der  Entfernungen  des  Durchschnittspunkts  der 
Hohen  ha  und  hh  von  den  Punkten  A  und  £  sind  also  offenbar 

.       W^ »°<J    5p5 > 

also  das  zweite'  =zRjfl;  und  eben  so  sind  die  Quadrate  der  Eot- 
fernungeo  des  Durchschnittspunkts  der  Höhen  ha  und  he  von  den 
Punkten  A  und  C  offenbar 

P«-4a«XD«        ,    P«^4c«lD« 
4P «nd  4D*       ' 

also  das  zweite  szKe^,  woraus  man  mittelst  einer  einfachen  Be* 
trachtung  schliesst,  dass  die  drei  Höhen  sich  nothwendig  io  einen 
Punkte  schneiden  mfissen. 

Sind  überhaupt  Ra,  Rh  9  Rc  die  Entfernungen  des  gemein- 
schaftlichen Durchschnittspunkts  der  drei  Höhen  von  den  SfHtBtn 
Af  B,  C  des  Dreiecks;  so  ist  nach  dem  Vorhergehenden: 


der  Lage  eine»  Punktes  /»  der  Ebene,  4g5 

^•—        Spi       '     *'»  — 4^5 »    ««'= Jpä 5 

also: 

Ä—       äip       '  ''»^       är       '  ^«^ 2^^ — • 

Nacb  den  vorstehenden  Fonnelo  ist: 

Auch  erhält  man  aas  dem  Obigen  leicbts 

\ra«6«— 4D«.  V  a^c«— 4XD« 


Ä=± 


42) 


indem  man  das  obere  oder  untere  Zeichen  nimmt,  jenacbdem  die 
Hüben  hb  und  he  gleiche  oder  ungleiche  Vorzeichen  haben.  Fasst 
man  aber  die  Dreiecke  Da,  ßb»  De  bloss  absolut  auf,  so  kann 
man  setzen: 

^        V  a^6^—  4jpg .  V^g^gg — 4ID^ 
Da'=^  Tyü 7 —  f 


Db  = 


De  — 


4ID 

V^^ac«— 4X[)g.  Vgg6«  -  43^ 
4D 


*"^  41) 

woraus  «ob  die  Relation 

j.  r^n       (tt^&^-  41)«)  (6^c«  -  4Dg)  (c^a« --4g)«) 
DaUkUe  = 642D8     

oder 

UWDaDhDe  =  (a«*«— 4J)«)  (*«c«— 41)«)  (c«a«-*  41D«) 

•rgiebt. 

Multiplicirt  man  die  Ausdrücke  von  Da,  Db,  De  im  Zähler 
niid  Nenner  respective  mit  bc,  ca,  ab,  so  erhält  man: 

_  V  pa— 4c«Da .  Vi*« — 46'^« 
V  P«-4a«l&«.V  /»«— 4c'^« 


/)»  = 


4ca]D  ' 

V  P«— 4*«lt)«.  V/»»— 4«ä^ 


^'  ~  4a6J> 
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also,  tiacfe  dei^  Obigtp : 

X  t 

^•=-6r'*'  '^^—cir^'  '^'^—oT^ 


oder 


Z/«         RbRe        J^b         RcRa         J^e        RaRb 

¥■^"6^'    ¥^"^^'    'W'^^Hb'' 


folglich : 


DgDbDc  _  R^R^R^_  /RaRbRcV 

Ffir  das  gleicbyeiügo-  DtßieA  \&i  ^  Bs  bekanDtlicb 

D:=jaV3, 
und  folglich  nach  dem  Obigen  in  dleseiti  Fatle: 

also  Z>a=|2[>y  wie>  es  nach  §.  II.  m  dfesetn  Falle,  wo  die  Hohen 
zugleich  die  Transversalen  zwischen  den  Spitzen  4^s  Dreiecks 
und  deren  Gegenseiten  sind,  süt^  mii8& 

t  *  * 

Für  das  rechtwinklige  Drcfeckj    in  welchem  a*=6*  +  c*  sein 
mag,  ist  XD^a^cf  also  nach  den  ubigeo'  Formeln: 

^       V^^c«  (6«  +  c«)  —  6«c* .  V62c«  (6« + c«) — 6*0«      6»c»       ,. 
/>a= 2ÄS^ä "^Wc^"^  **^^ 

folglich  i!><r=  jt^y  wie  es  sein  muss^    Weil  femer 

P«  —  4a2D«  =  aHH'^ — a«««c«  =  0 


isty  so  Mt  D^^O  uni  Ih^ss^O,  was  dbienfalls  ganz  d«r  Natur 
der  Sache  gemäss  ist. 

Ab9  4env  Obigen  erhält  ro^n  auch  die  Relation: 

aber  ich  will  der  Kurze  we^en  diese  Recbnuirgön  nicht  weiter 
fortsetzen,  so  8«tir  dres^eiv  aueir  geeigp«t  sind,  zu  noch  man- 
chen anderen  interessanten  Resuftaten^  zu  fuhren«  Es  scheint  mir 
aber  wünschenswerth  zu  sein,  auch  noch  andere  geometrische  Sätze 
nach  den  hier  ip  Anwendung  gebrachten.  Methoden  weiter  zu  un- 
tersuchen. 


der  tM9^  eint»  Punktes  in  der  ßöetn:  467. 


u 
o 


ff.  13. 


Ein  gewisties  praktisches  Interesse  bietet  noch  die  folgende 
Aufgabe  dar: 

Wenn  die  Entfernvligeii  t^^  9*1  ntid  ^,  g^  zweier  Punkte  A  und 
Ai  von  den  beiden  Pnnktf^n  Q  und  0|,^eren  Entfernung  von 
einander  a  ist,  und  die  Entfernungen  r* ,  ri  eines  dritten  Punk- 
tes A'  von  den  beidbn  Pui^t^n  A\  Aj  gelben  e^lnd ? » so^t  mavi  4ie) 
E^tterm^gt^n  *Jfit  R^  A^»  PttMifc^s,4'  von  dm  beiden  Punkten 
O,  Ol  be^tip^^Q» 

Für  jetzt  mögen  die  folgenden  Andeutungen  über  die-  /UnÜHmiifg^ 

dkwBf  AnfsAh^i  wekhe  ^1^  el^«  4^t  v^^  Cpordjpaten,- Verwand- 
lung zu  betrachten  Ist,  genügen. 

Bezeichnen  i^^ir  da»  g^Jhürig  ^1^  positiv  o^ep*  .a|s*  negativ  be- 
trachtete  Dreieck  OA*Oi  durch  jD,  und  lassen  D  und  A  Dasr 
selbe  für  die  PunJctq  ^  und  Ai  if)  <9^zug  .auf  die  Punkte  O  und 
Ol  bedeuten  9  wh»  früber;  so  haben  tvif^  da  f'  und  Vi'  die  Ent- 
fernungen des  Punktes  A*^  von  den  Punkten  4  und  Ai  sind,  nach 
13)  die  beiden  folgenden  Gleichungen ;    , 


=1  :»:;; -»  + — :s — » 


oder: 


l— — ^     aar'  '■'»'  +  { S?"-^>'=f'' 


»        ,j 


.  ♦      .  1. 


Hiernach  t^i  es  ajso  i^erstatf et ; 

810  9»  = ^^, ,     cos9>  = ^— , 


< 


«■"^=  '^^    2mr^' ^'    "*«**-^;^ 

ZU  setzen,   woraus  die  beiden  Gleichungen 
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oder,  wenn  wir  der  KOrze  wegen 

^_(r«-r,«)-(p«-ft«)             i{D-d) 
f- 2i '    *= a 

setxen^  wo  /und  ^bekannte  Grossen  sind,  die  beiden  Gldcbongen 

r'sing)  —  rj'sin^=/^, 
r'cosqp — ri'co8tlj=g 

folge»,   anf  deren  Anflösoog  es  nun  ankemmL  * 

Unter  den  verschiedenen  Verfabrungsarten,  welche  #ich  da- 
bei in  Anwendung  bringen  lassen,  wollen  wir  jetzt  nur  die  fol- 
gende hervorheben. 

Wenn  man  die  beiden  Glelcbongen  qnadrift  and  dann  sa  eio- 
ander  addirt,  so  erhält  man : 

f '«  +  r/« — 2r'ri'  cos  (g)— ip)  =  /« +y«, 
also: 


cos 


(^-^yJ-"*'*Z-!r+f>. 


wodarch  ^— ^  gefanden  ist. 

Stellt  man  nan  die  beiden  aafzaiosendea  Gleicbangen  ferner 
auf  folgende  Art  dar : 

r' sin  9 — ri' sin  { 9>  —  (9 — ^) )  sc:/, 
r'cosg) — ri'coslg) — (q> — ^))  =  <7; 

so  werden  dieselben  nach  gehöriger  Entwickelang: 

{/  — ri'cos(g? — if^))sing)+ri'sin(g)  — ^)cos9=/', 
{r' — ri'cos(9 — ^)}cos9 — r^'sinC^ — ^)sin9=^; 

also,  wenn  man  dividirt: 

(/— rt^cos(<p— ^)ltangy  +  r/sin(y^-'^) f 

1^— ri'co8(g> — ^)  —  ri'sin(g) — ^)tang^        g  ^ 

woraas  sich 

_/{/— r/co8(y  — if;)|— ^/sinCy  —  ») 
^«^-^tr'-Vcos(9~i(;)|+/r/sin(g>— ip) 


oder 


der  Lage  eifie»  FanMes  iu  der  Ebene.  469 

ergiebt,  mittelst  welcher  Formeln  (p  gefunden  wird  ;  and  aas  q> — ^ 
und  tp  ergtebt  sieb  leicht  t|;. 

Hat  man  aber  q>  und  ^y    so  ergeben  sich  R^-^Ri*  and  JS> 
mittelst  der  anmittelbar  aus  dem  Obigen  fliessenden  Formein: 

JB«-/2i«=(ra-r,«)— 2ar'sin9=:(^«-.^i«)— 2ari'sin^; 
D  =  />  —  lar'co8q>=:J  —  ioii'costf;. 

Endlich  ergeben  sich  R  and  /^  nach  7)  mittelst  der  folgen- 
den Formein: 


«=v^)%i"^-r^-r. 


«.=vex)'+i 


25 


Vi^ol|te  man  die  rechtwinkligen  Coordinaten  X,  Y  des  Punk- 
tes A'  in  ßezug  auf  O  als  Anfang  und  00|  als  positive  Abscis- 
senaxe  haben,  so  wäre: 

-,     IZ«-B,'-^a«       ^     2D 
2a  a 

Dass  diese  Aufgabe  einer  gewissen  Unbestimmtheit  unter- 
worfen ist«  liegt  in  der  Natur  der  Sache;  weitere  Erläuterungen 
darüber  sind  hier  nnnothig.  • 


<4t0 


/tfeeke:    We  üeckmutf  mit  RieMmfUMhUn. 


I   x. 


Xlill. 

Die  Recbnang  mit  Richtungszahlen. 

Herrn  Professor  Dr.  Rieche 

in  Helidniieloi.  ^ 


t 


Ich  habe  über  diesen  GegenstaRd  ver  zwei  Jahren  eine  kleine 
Schrift*)  herausgegeben  und  dabei  bezweckt^  der  Lehre  von  der 
geometrischen  Deutung  der  imaginären  Zahlen  allgemeineren  Ein- 
gang bei  den  Freunden  der  Malhematik  «u  verschaffen  und  sie 
zugleich  gegen  einige  Einivörfe  zu  vertheidigen.  Mit  Beziehung 
auf  diese  Schrift  erlaube  ich  mir  im  Folgenden  einen  weiteren 
Beitrag  für  die  Anwendung  dieser  Hechnung.  in,  der  Geonetrie 
^litzotheilen.  Doch  muss  ich  Einige  ftir  diejenige!)  Leser  das 
Archiv£(^  welchen  meine  Schrift  nicht  zu  IJand  gekommen  ist, 
vorausschicken. 

Unter  Richtungszahlen  verstehe  ich  Zahlen ,  welche  durch 
gerade  Linien  ausgedrückt  sind  und  bei  welchen  man  nicht  nur 
ihre  Grosse,  d.  h.  ihr  Verhältniss  zur  Einheit,  sondern  zugleich 
ihre  Richtung  in's  Auge  fasst.  Dazu  ist  natürlich  nothig,  dass 
man  eine  bestimmte  Richtung  als  Grundrichtung  festsetzt,  und 
die  Richtung  jeder  andern  hm\m  ergibt  sich  *  dann,  wenn  man 
ihre  Abweichung  von  der  Grundrichtung  nach  einer  bestimmten 
Seite  hin  kennt.  Die  Grösse  der  Abweichung  wird  durch  einen 
Kreisbogen,   den  Halbmesser  =1  gesetzt,   angegeben. 

Die  Bezeichnung,  die  ich  dabei  in  Anwendung  bringe,  ist 
eine  doppelte.    Schreibe^ich  eine  gerade  Linie  mit  kleinen  latei- 


*)  Die  Rechnung  mit  Richtnngszahlen  oder  diegeometrisdie 
Behandlung  imaginärer  Grösten.  Von  Professor  Dr.  Riecke  in  Hohea- 
heim.    Stuttgart,  Mezler'sche  Bachhandlung.     1S56.    8.     11  Bogen. 


JtUck€:    ßiif  (iccknung  mU  tiickturtff4%HAJen.  471 

DaobbtabdU,  ^  x^gt  dank  Any  daas  die  l>iiiie  nicht  blos 
i&retabfidiiiten  UUige^^^i^defn  |{u|rleicb  ihrar  Richtong  Dacb  m 
öetmisiitttn  Jst»  d»  b.  4as$  iqa  eine  Kichtungseabl.  tdt  Soll  abte 
tei^lridb  die  Git^ü^w  ibrer  Abw^ch«og  von  der  Grundrimbtung  4iiir 
gegeben  werden,  so  wird  die  Linie  selbst  mit  grossen  lateiniscben 
pucbsfaben  ge$chrieben,  ihr  abe^  der  Abwei/t^bnngsVrt^kei  als 
vorzeicbeh  vorgesetzt,  uhd  zwar,  uitt  Missdeufuligen  vorzubeu- 
gen»  in  einer  oben  mit  einem  Stricb  versehenen  Klammer.    Z.  B. 

bedeutet  eine  gerade  Linie  von  der  Länge  AB,  die  um  den  Win- 
kel oder  Kreisbogen^  voii  de^  Granddchtttn^  nach  der  -f  iSeite 
hin  abweicht. 

Was  die  Grundregeln  für  die  Rechnung  mit  Richtungszahlen 
betrifft,    so  lassen  sich  dieselbeti,  so  weit  ich  ihrer  im  Folgenden 

bedarf,  kurz  zusammenfassen. 

#'■•■■ 

Sollen  Richtungszahlen  addirt  werden,  so  denkt  mail  siQh 
dieselben  (natürlich  init .  Beibehaltung  ihrer  Richtung)  so  iah  ein- 
ander gelegt,  dass  sie  eine  zusammenhängende  gebrochene  Linie 
darsteden.  Die  gerade  Linie,  welche  ihre  Endp.unkte  verbindet« 
heislit  nun  ihre  Summe.    2i.  B.  (Taf.  V.  Fig.  6.): 

ab  +  bc-i-  cdzrzad. 

Sollen  zwei  Richtungszahlen  multiplicirt  werden^  so  mul- 
tiplidK  taUft  ihre  i^bst^lut^n  Weiche  und  gibt  dem  Produkte  eÜien 
Abweiehungswinkel,  welcher  der  Summe  von  den  beiden  Abwei- 
cbiwgsMnlöoln  der  F«i4toreii  gleich  ist:. 


\<p\ABx\it^\CBi=is:\(p+^\ABxCD. 

Daraus  ergeben  sich  d^nti  nnmlttelbar  die  Rechnungsregeln 
für  die  umgekehrten  Aufgaben  des  Subtrahirens  und  Dividir^n/<s, 
sowie  für  das  Potenziren  und  Extrahiren.  Namentlich  er- 
hält man:      '  .  ^ 


(M«)*=^lt^*"» 


^|(p|a  = 


^a. 


und  da 


so  ist 


'  /ii 


•    •  1 1 1 


-1  =  M1, 


V-l  =  ll«|l.  =•  ,         ...  .si 
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In  dieser  letzteren  Gleiehong  liegt  der  Sats,  das«  unafpeäre 
GrSffsen  durch  Linien  dargestellt  werden,  welche  senkrecht  anf 
^er  Grandrichtung  stehen,  —  ein  Satz,  welcher  bekanntlich  zu- 
nächst auf  die  ganze  Lehre  von  den  Richtnngszahlen  geführt  hat 

Wendet  man  das  Bisherige  auf  ein  rechtwinkliges  Dreieck 
ABC  (Taf.  V.  Fig. 7.)  an,  in  welchem  man  eine  Kathete  AB  als 
Grundrichtung  betrachtet,  äo  ist 

ac  =  ab+bc 
oder 

=  fit(cos9  +  sin^  V  — I) 
=zme9V^. 

Indem  ich  bezüglich  aller  dieser  Sätze  auf  die  oben  angefahrte 
Schrift  verweise,  wo  sich  dieselben  unmittelbar  aus  dem  Begriff 
einer  Richtungszahl  entwickelt  finden,  beabsichtige  ich  hier  nur 
an  einem  einzelnen  Beispiele  zu  zeigen,  wie  ungegruhdet  der 
Torwurf  der  Ufofruchtbarkeit  ist,  den  man  der  Lehre  von  den 
Richtungszahlen  schon  gemacht  hat. 


Verallgemeinerung  des  Ptolemäischen  Lehrsatzes« 

Es  sei  AßCD  (Tat  V.  Fig.  8.)  ein  beliebiges  Yierecfc,  so  ist 

ac=  ab  -f-  bc, 

bd^^bc-i-cd; 
also 

acXbd  =  (ab  +  bc)(bc'{'Cd) 

=  abXcd+b€(ab  +  bc+cd) 

=  abXcd  -f  bcXad, 

Statt  dessen   kann  man,   wenn  man  AD  als  Grundrichtung  be- 
trachtet,  schreiben: 


\a\AC.\-E\BDz=:\A\AB.\-^D\CD  +  \A+B'-MBC.\0\AD. 
Daraus  erhält  man  dann: 
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W^Ae.Böi=i\A^J]^AB.'CD^^W¥B=^li\BC.AD, 
^C.BD=\A-D—{a-t)\AB.CD-\^\A^B~n-U^\BC.AD 

Da  hiernach  die  Summe  der  beiden  RichtungszalUen 

\y—ö\AB.€D.   ünt;  \fZrä\BC.JiD 

der  reellen  Zahl  ACxBD  glwch  tet^  so  muss  «ich  ein  Di^ieck 
JfiVO  <Täf.  V.Fig.9.)  zeichnen  lasden,  in  wef€lief&,  wenii  oian 

MN^AC.äb,    MOz^AB.Cb,    QNzi^BC.Ap 
maebt^ 

Winkel  Jlf=:y-d, 

i^t,  und  also  '  „        0=B+Ü, 

Im  Dreiecke  ^iVO  ist  aber 

MNtzx  MO. CO» M+ON.e^N, 

also  Ut  anth  ,    *       ' 

Ba  f<rarDcr  im  ßreiAck  JUNO 

4  *  * 

MO:  ON:MN=  siniV'isinil/rsin  O, 
so  ist  i^ucb  im  Viereck  AB  CD  .         : 

II.  AB.CDiBC.ADiAC.BD 

=  8in(a— /3):öin(7-*>:sin(jß  +  Z>). 

Auch  ohne  Hdlfe  des.  Dreiecks  -  lassepi  sieb  beide  Sätze  au« 
der  ersten  Gleichung  unmittelbar  ableiten.  Da  nämlich,  wie  eben 
gezeigt  Wurde, 

AC.BD^  iT^ITl  AB.  CD  +  \ß^^\  BC.AD, 

so  ist  auch,   wenn  man  jede  der  beiden  Rlchfungszahlen  durch 
die  Summe  von  Cosinus  und  Sinus  ausdrückt: 

AC.  BD  =     AB.  CZ>[cos(y~.d)  +  sin(y— ^)  V^] 
+  BC.AD[co8(ß^a)  +  sin(/?-«)  V^^] 
=     ^Ä.C/)cos(y-d)  +  ^Ä.C/)sin(y-.d)V^^ 
+  BC.ADeos(t(^p)^BC.ADmn(a'-ß)V-i.' 
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Hieraqs  erhmt  mtiD  dann»  -w^fin  isandiö  reeH^-and  ima^niieD 
Grossen  trennt,  die  beiden  Gleichungen: 

* 

1)  AC.BD:=AB.CD.eo8(YS)  +  BC.AD.co8(a''ß), 

2)  AB.CD.smiy-^ö)  =  ÄC..4Z>.  sin  («—/?) 

oder 

AB.CDiBC.ADzi:^ün(4t^ß)isw(Y'^d). 

. ,  Men  tlieht.ieieht,  wie  der  erstere  fiätz  oor  eine  Verallgemei- 
neritog  des.  PtoleaalischeD  Satzes  ist;  denn  ist  daä  Viereek  eiD 
Kreis  Viereck,  so  ist  a  =  ß  und  7  =  ^,  also  co$(a — /?)  =  1  ^^^ 
cos(y — ö)::^!,  und  man  erhält  somit 

AC.BD  =  AB.CD+BC.AD. 

Nachdem  ich  auf  diese  Verallgemeinerung  durch  HGlfe  der 
Richtungszahlen  gekommen  war,  versuchte  ich  den  Beweis  auch 
auf  geometrischem  Wege  zu  führen.  Ein  solcher  ergibt  sich  auch 
sehr  einfach  auf  folgende  Weise. 

Man  beschreibe  um  dA3i  Dreieck  BCP  (Taf.  V.  Fig.  10.)  einen 
Kreis,  der  die  Diagonale  AC  in  E  treffe,  ziehe  EB,  ED^  durch 
A  die  Parallelen  AF,  AG  mit  BC,  C/>  und  fälle  von  A  die 
Perpendikel  AH\  AJ  au^  BE,  DE.  •  Nun  bt 

BD.CE=zBC.DE  +  €D.»E    (Ptolem.  Sati.) 
und 

AC      DG       BF  ,-,,       ^  ., 

CE"^  DE'^BE'  ^*'*®"- ^' ^^ 

Man  erh&lt  also  dord)  Multiplikation : , 

"  BD.AC^BC.DG+Cp.BF.    ' 

j  '        • 

Weiter  ist  wegen  Aehnlichkeit  der  Dreiecke  AHF  und  AJGi 

SC'.  CD  =  AFi  AG=  FH:  GJt=  BIT—  BF:  DG— DJ, 
BC.iDG-DJ)  =  CD.iBH—BF), 

BC.l)G+CD.BF=zBC.DJ+CD.BH, 

und  also  auch: 

BD.AC=BC.DJ^CD.BH 

=iBC.AD.c9HApj  +  Qiy.4B,cwABH. 


ä 
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Da  nmi 

Winkel  ADJ=  CAD--  CED  (Elem.  1 ,  32) 

=  CAD  —  CBD  —a—ß, 

Winkel  ABH=:BAC—BEC 

=  BAC—BDC=y-8i 

80  erhilt  man  die  Gleichung 

BD.AC=BC.AD.co9(a—ß)+CD.AB.eoa(y—S). 

Dm  den  zweiten  Sata  zu  erweisen,  verlängere  man  (Taf.  V. 
Flg.]].)  die  Tiereeksseitea  i^A/^Z),  bis  «ie  den*  Kreis  in  ÜT,  L 
treffen,  and  ziehe  EK,  KL,  LE.    Nun  erhält  man: 

CD:AD=zEL:AE 
AB:BC=AE:EK 


AB.CD:AÜ.BC=EL:EK 

Ab'.lBD=AK:KL 

BCi  AC:=Eli:  ÄK 

AD.BC.BD:AC=EKiKL 

oder 

AB.CDiAD:ßC:AC.B£i  =  EL:EK.KL 

=  sin  EKL : sinELK:  sin  KEL. 
Es  ist  aber 

Winicel  EKL  =  EDG=CAD—CED 

=  CAD  —  ÖjBD^a—ß, 

;        Wli^l  ELK:^EjBK=^BACy^BEC 

=  BAC-ßDC=y—S,  *         ' 

Winkel  EEL  =  KEC  -f  CEL 

=  KBC  +  CDL  =  B  +  D, 

nnd  man  erhält  also : 

AB.CD:AD.BCiAC.BD=8\n(a'^ß):'8in(Y'^S):8in(B-\-D). 

Debrigens  lassen  sich  beide  Sätze  auch  durch  einfache  An- 
wendung bekannter  trigonometruicher  jPormein  beweisen ,  doch 
ohne  die  Eleganz,  welche  die  Construction  gewährt. 
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* 

Uebui^aQfgabQtt.  für  Sebfitw« 


Von  Herrn  Franz  Unferdinger^  L^fai^er  der  Mathematik  in  der  k.  k.' 
daterreichiachen    Kriega- Marine,     eingeschifft   auf  Sr.  Mhj.  Propeller- 
Fregatte  „Donau.*' 

1.  Aastfolgenden  zwei  GleichuDgen  sollen  die  Un- 
bekannten  x  und  ^  bestioinit  werden: 

Resultat:    Setzt  man 
so  iil     . 

2.  Ans  den  folgenden  drei  Gleicbungei»  sollen  die 
Unbekannten  x,  y^  i  bestimmt  werden: 

Resultat:    Setzt  man 

<  '  « 

«,=  1  (2«— y  i  \^r2«  +  y)»— 8]?); 


t  tf 
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yfuvw  ^  UVW  V^ttÜtO 

j   f    *         .    .      ' 
3.    Aus  den   folgenden  vier  Gleichungen   sollen  d^ie 

Unbekannten  Xi,  ar^,  .yi,  ^a  bestimmt  werdisn: ' 


yi  +ya  =  /J»    y^=pe  ^• 


s 


Resultat: 


4.  Es    soll    die    Riqlitigkeit    folgender    Gleichung 
nachgewiesen    werden: 

32a«/3«  («a + /3«)a  +  (««— /P)* 

5.  Welchen  Weith  hat  die  Function     §^'=#^  fOr 

^—   '  fl  •    j  .A  Sin«:       Sina       ,    .    .  i    • 

ar=a,  y  =  j5,    ^««o  J^<lerzeit  gT^  =  ^^^    gleich    eiper 

Constanten  Gross.«  isH.  Dieser  Werth  soll.  ausgi^mitT 
^eH  werden,  ohq^  Hilfe  der  Differenzialrecbnunff. 

ResAilta^t;  T^.  'i 


'    ■  .1 


i  .  ui 


6.  .  Auf  dieselbe   Art  soll  der  Werth  der  Function 

W(yZ7^  ^^  ^=^t*f  iß^ß  ftrmitt^U  werden«  ire»n  he^täii* 

..      tga:        igcc   ,    ^ 
dig  f-^  =:ir3  "St. 

Resultat:  c^-ciS* 

7,  In  dem  Aus^rudk  '      '     *  ! 


•      .  * 


■ii  *'.:i> 


47« 


Tmif 


4; 


Vi 


Von  Herrn  Franz  ^ 
daterreichischen    Kr 

i-     Aaa»folg< 
bekannten  a:  un 


Resultat:    Sc 


arr: 


3^  = 


2.    Ans  d%n  fo 
Unbekannten  a:,  y 


Resultat:    Setz 

* 

«0=1(2 


SriwiesB»«**:! 


^^mf 


3darch  die  Aufgabe  auf  ein  ganz  bekanntes  arithmetisches  Pro- 
lin zurfickgeftihrt  ist. 
Leicht  erhält  man  nun  ferner  die  beiden  Gleichungen^ 


/■' 


SSr 


ai;«=f^««±aV2«*-(a2  +  4A«), 
2y«  =  5»  T  «  V2«2— (a2  +  4A«). 
ie  Möglichkeit  der  Aufgabe  erfordert  nun  zuvorderst^,  dass 

V 

Veil  ober  ferner  x'^  und  y^  auch  beide  positive  Grossen 
*^^        Issenji  so  mus^  '    i 

^  1«  JaV2j*-(a«  +  4A«)^        ; 

3  leicht  zii  der  Bedingung 
so  erfordert  die  Möglichkeit  der  Aufgabe ,  dass 

Hii  — — - 


il 


«a 


^      •;» 


¥'oli  dcrm  Heransgeber. 

Aufgabe. 

erbäUnisse  der  Seiten  eines  reehtwlnk-ligen 
zu  bestimmen,  in  dem  sich  die  Abschnitte  der 
se,  in  welche  dieselbe  von  dem  auf  sie  von 
3  des  rechten  Winkels  gefällten  Perpendi- 
It  wird,  wie  wi:w  verhalten  (Taf.  V. Flg.  12.). 

A  u'f  I  (i  1^  u  n  g. 

er  Bezeichnungen  9.  m.  die  Figur  auf  Taf.  V.  Fig.  12. 
"aussetzung  ist 


4^6  mkmetL 


l  ■       '«  )  ■  I  ■•   T    f  l 


also  y=z  —  a:,   woraus  sieb 

tötest  ^i/^=s:''**   "   i^   ■  .    •:    M 
•'Hl 

*  *  - 

ergiebt.    Bekanntlich  ist  nun  «  • 

-  .    ;       i  r-      ^  I    ■■  — 

m+n  4/  w  +  n. 

w»  ,  ,    1  ,     m 

,       ■      -»    -  .  : 

odei»  es  üstt  » 

also:    ti:v:to=l:  V  ""  •  V =Vm: V*i: V^wt  +n* 

Ffir  fit=:l,   n8=2  ist:    «h7}<i^^  1:V9:V3. 


Bemerkung  zum  Archiv  der  Mathematik  und  Physik,  1858, 

XXXII.  ThI.  1.  Hft.  S.  118.  Nr.  IX.     , 

Von   Herro    Frofetfor  Matika  in  Prag. 

Da  der  verdienstvolle  Hjerr  Herausgebet  des  Archivs  von  dem 
in  dieser  Aliscelle  roitgetheiiten  und  ausführlich  zergliederten  Be* 
weise  der  Flächengleichheit  symmetrischer  kugeldrei 
ecke  andeutet:  ,,es  softe  damit  keineswegs  gesagt  sein ,  dasser« 
(der  Beweis)  sich  nicht  vielteicht  schon  in  anderen  Bflchem 
findet'';  so  erlaube  ich  mir  zu  bemerken,  dass  der  Grundgedanke 
des  Beweises,  diese  Dreiecke  mittels  grösster  Kreise,  durch  die 
Axe  (oder  Pole)  der  die  Spitzen  des  einep  uiid  des  anderen  Drei- 
eckes aufnehmenden  zwei  Parallelkreise  und  durch  die  symmetri- 
schen Paare  der  Dreiecksütpitz^n  gelegt;  in  drei  Paar  congruente 
gl«icl>8tb^»klig«  Kugeldreiecke  ai)  zer^chiieidan  ,f  b^reit^  mit  weoi* 
gen  abeü  geyiigefid«fi ,  Werten  in  meiner^  im  September  1834.  Jle^ 
ausgegebenen  Ueberarbeituiig  de«l .  zweltjen  Baisdes-  von  Veya'a 
Viorlesungen  über  d.  Math«  S.1^.§.578«Murehgefühn  wordei 
ist.  Ich  ro(iss  jedoch  biu^Mfi^^n»  dass.dieser  GfundgedlinkederBe* 
weisfuhrung  keineswegs  mein  Eigenthnm  ist,  sondern,  wenn 
ich  nicht  irre,  einem  Aufsatze  in  Crelle's  Journal  fOr  Mathe* 
matik  entlehnt  wurde. 


f  I 


•  » 


III  i'i  •     ■■  "  ■ 


Droelcfelller.    S.  479  io  der  Ictsten  Zeile  mute  |^  statt  MI 
gesetzt  werden. 
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Literarischer  Bericht 


cxxv. 


Geodäsie. 

Ueber  die  Berechnung  der  Flächen- Inhalte  gans 
oder  überwiegend  aus  Original-Maassen  von  J.  J.  Vor- 
länder, Köuigl.  Preuss.  Steuerrath.  Leipzig.  Teubner. 
1858.    8. 

Diese  Schrift  enthält  eine  ausführliche  Anleitung  sar  Flächen* 
berechnung,  hanptsächlicii  aus  rechtwinkligen  Goordinaten.  Für 
den  JMathematiker  enthält  sie  nichts  Neues,  aber  manche  prak- 
tische Winke,  rücksichtlich  der  zweckmässigsien  Anordnung  und 
Controlirnng  der  Rechnungen,  welche  sie  für  Praktiker  jedenfalls 
lehrreich  machen,  die  wir  daher  auf  dieselbe  hinweisen« 


Astronomie  und  verwandte  Wissenschaften. 

Zeitschrift  für  populäre  Mittheilungen  aus  dem  Ge- 
biete der  Astronomie  und  verwandter  Wissenschaften. 
Herausgegeben  von  Professor  Dr.  C.  A.  F.  Peters>  Di« 
rector  der  Sternwarte  in  Altena.  Band  1.  Heft  1«  Mit 
▼  ier  Karten.    Altena.    1858.    8. 

Herr  Professor  Peters  in  Altena,  der  sich  schon  durch  die 
Herausgabe  der  „Astronomischen  Nachrichten**  so  grosse 
Verdienste  um  die  Wissenschaft  erwirbt,  fügt  denselben  durch 
die  Herausgabe  der  obigen  Zeitschrift  ein  neues,  nicht  minder 
grosses  hinzu,  und  kommt  dadurch  jedenfalls  einem  wesentlichen 
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ßedürfnisse  entgegen.  Denn  welche  Wissenschaft  mochte  sidk 
wohl  mehr  zur  populären,  —  d.h.  hier  nur  vom  strengen  mathe- 
matischen Gewände  so  viel. als  möglich  entkleideten,  —  Darstel- 
lung eignen ;  welche  mehr  eine  möglichst  grosse  Verbreitung  anch 
unter  denen,  die  höheren  mathematischen  Entwickelungen  nicht 
zu  folgen  im  Stande  sind,  für  sich  in  Anspruch  zu  nehmen  be- 
rechtigt sein,  als  die  dem  Menschen  von  der  Vorsehung  so  nahe 
gelegte  Astronomie  oder,  wie  wir  hier,  gewiss  im  Sinne  des  ver- 
ehrten Herrn  Herausgebers,  lieber  sagen  möchten,  die  Wissenschaft 
vom  Weltgebäude  im  Grossen  und  Ganzen.  Dass  ohne  eine  Kennt- 
niss  dieser  unendlich  erhabenen  Wissenschaft  bis  zu  einem  ge- 
wissen Grade  eine  vollständige  Bildung  des  Geistes  nicht  mög- 
lich ist,  dass  Jeder,  wer  sich  nicht  in  deren  Besitz  befindet,  nicht 
bloss  einen  hohen  geistigen  Genuss  entbehrt,  sondern  auch  auf 
dem  mühevollen  von  Widerwärtigkeiten  nicht  freien  Gange  des 
Lebens,  gewiss  zu  seinem  grössten  Schaden,  einen  Wegweiser 
verliert,  der  ihn  unter  allen  Stürmen  immer  auf  das  hinweiset, 
i^as  über  dem  Leben  stehet  und  in  der  UnendKcbkeit  liegt:  da- 
von kann  wenigstens  Niemand  mehr  überzeugt  sein  als  der  Do- 
terzeichoete.  Derselbe  hat  daher  das  Erscheinen  dieser  neuen 
Zeitschrift  mit  der  grössten  Freude  begrüsst,  nicht  bloss  weil  er 
dieselbe  als  ein  wichtiges  Beförderungsmittel  allgemeiner  Bildung 
betrachtet,  sondern  namentlich  auch  deshalb,  weil  er,  was  gerade 
bei  ein^  solchen  Zeitschrift  von  der  grössten  Wichtigkeit  Ist 
überzeugt  Ist,  dass  deren  Herausgabe  in  den  Händen  eines  mit 
4er  Wissenschaft  bis  in  ihre  grössten  Tiefen  vollkommen  vertmu- 
teu'  Mannes  liegt. 

Dass  der  Herr  Herausgeber  die  Aufgabe  seiner  Zeitschrift  in 
sehr  zweckmässiger  Weise,  keineswegs  vorherrschend  bloss  Im 
strengen  astronomischen  Sinne,  sondern  weit  mehr  im  allgemei- 
neren Sijine  des  Kosmos  aufzufassen  gedepkt,  erhellet  schon  ans 
dem  vorliegenden  ersten  Hefte  auf  die  unzweideutigste  Weise. 
Denn  dasselbe  enthält  zunächst  einevi  Aufsatz  über  die  „Perio- 
dischen Erscheinungen  der  Pflanzen  von  A.  Quetelet, 
DiVector  der  Sternwarte  in  Brüssel",  in  welchem  Herr 
Quetelet  eine  überaus  lehrreiche  und  vollständige  Uebersichf 
der  über  diesen  Gegenstand,  zi^  dessen  Bearbeitung  die  erste 
Anregung  gegeben  zu  haben  er  seihst  bekanntlich  das  grosse  Ver- 
dienst hat,  bisher  angestellten  Untersucfauogen  und  eine  Oärle- 
g^pg  der  dabei  befolgten  Methode  in  einer'  ganzi  ^ilg^meift  v«r^ 
IttändJichen  Sprache  giebt,  so  dass  wir  diesen  Aufsatz  einem  Jer 
den,  wer  sich  selbst  mit  so  verdienstlichen  Unten^ucbongen  wä 
^eschälUgen  gedenkt,  nicht  genug  zur  Beachtung  empfeideo  kia* 


nea^  «ni  «kh  «it  der  bestön  ddbei  za  befolgettden  Meflmke  naA 
det»  ni^  m»  4e«  Auge  su  verlierenden  Geeicbtspunkten  bekannt  zu 
machen.  Nach  einer  allgemeinen  Einleitung^  in  weleber  mit  Recht 
der  grossen  Verdienste,  die  namentlich  auch  die  Herren  Kr  eil 
and  Fritsch  iu  Wien  sich  um  diesen  Gegenstand  erworjben 
haben»  gedacht  wird,  handelt  Herr  Quetelet  I.  Ueber  die 
hauptsächlichsten  Ursachen,  welche  auf  die  Entwick- 
lung der  Pflanzen  von  Eiufluss  sind,  wobei  alle  bei  den 
betreffenden  Beobachtungen  zur  Geltung. kommenden  allgemeinen 
Gesichtspunkte  gehörig  hervorgehoben  werden.  Dann  bespricht 
er  II.  Die  perTodischen  Erscheinungen  der  Pflanzen  In 
Brüssel,  nnd  endlich  III.  Die  periodischen  Erscheinun*- 
gen  der  Pflanzen  in  Belgien  und  im  übrigen  Europa, 
Alles  in- einer  überaus  lehrreichen,  allgemein  verständlichen,  zu- 
l^leich  die  trefflichste  Anleitung  zur  Anstellung  ähnlicher  ßeob- 
itf^btongen  gi^j^enden  Weise,  so  dass  wir  Herrn  Qaetele(:  für 
dies^  Aufsatz  zu  dem  lebhaftesten  Danke  verpflichtet  sind.  --^. 
Ausser  diesem  Aufsatze  enthält  das  vorliegende  Heft  noch  den 
fi^lgeoden  zweiten,  gleich  vorzüglichen  Aufsatz:  „Das  mag n er 
liscJie  Systeoi  der  Erde  von  jüh.  Hansteen,  Director  der 
Sternwarte  iu  Christian ia%  welchem  vier  magnetische  Kar-. 
tan  beigegeben  sind.  Da  dieser  Aufsatz  eineu  der  trefflichsten 
Gelehften  zum  Verfasser  hat,  welcher  fast  sein  ganzes  Leben 
der  ^fig^rschnng  der  Gesetze  des  Magnetismus  überhaupt  und 
b^^oders  des  Erdmagnetismus  gewidmet  hat,  so  ist  eine  weiterfi 
Empfehlung  deM^eiben,  ganz  überflüsSjig,  wenn  wir  nur  unseren 
Lesern- die  Versicherung  geben,  dass  auch  dieser  Aufsatz  in  eioei; 
gan^  .  IUI  gemein  verständlichen  Sprache  gehalten  ist,  wenn  auch 
freilich  dabei  einige  wenige,  ganz  elementare  mathemattscBe  Kennt-^ 
nisae  vorausgesetzt  werden  mussten. 

Das^  zweite  Heft  wird  einen  Aufsatz  von  Herrn  Mädler  ent- 
halten; „Zur  Cometenkunde'%  ausserdem  einen  Artikel  über 
dessen  Centralsonne  und  eine  Uebersicht  des  Sonnen- 
eystems«  Epbemeriden»  welche  das  frühere  von  Schumacher 
herausgegebene  Jahrbuch,  als  dessen  Fortsetzung  diese  Zeit«. 
Schrift  zu  betrachten  ist,  enthielt,  wird  diese  Zeitschrift  nicht 
enthalten;  dagegen  aber  ausser  den  astronomischen  und  physika* 
tischen  Abhandlungen  auch  Tfbellen,  so  weit  dieselben  für  Jeden, 
der  sich  irgend  mit  Naturwissenschaften  beschäftigt,  von  Interesse 
sein  können. 

Wir  sagen  dem  Herrn  Verfasser  für  dieses  neue,  sehr  «elt^ 
geviSsse  Opternebmen  im  Namen  der  Wissenschaft  unsern  wärm- 
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m^^orologiqae  de  P»nn«  k  M.A.  Quetelet«  p.306.  —  NtCe 
eur  quelques  dispositione  k  donner  a  la  marmite  de  Papi«  et  nr 
UQ  avertiesenr  ^lectriqoe  par  M.  Meisen 8.  p.311.  —  IMaeB- 
stration  d'ue  Postulatum  d'Euclide  (I>eiix  droites  Taue  perpendir 
culaire,  Tautre  oblique  a  uoe  m^nie  troisi^me  se  rencootree^ 
kfsqu'elles  sont  sku^es  dans  le  nitoie  plan  et  suiBsammeDt  pie- 
loog^s).  Par  M.  Lanarle.  p.  408.  •*-*  Sur  les  triangviatioiis  qoi 
enl  ^tö  falles  ea  Belgiqm  aBterteureneiil  k  1890;  par  le  s«D^ral 
Neren burger.  p«430.  *-  Des  observatoires  du  oord  de  TAUe- 
nagne  et  de  ia  HoHaade;  par  M.  E.  Qnetelel.  p.480.  —  S«r 
le  magn^fkree  terrestre  dans  le  nord  de  rAllemagne  et  daos  ia 
Heilande;  par  M.  E.  Qnetelet  p.496.  -^  Memoire  aar  l'^tal 
aetuelle  des  lignes  isocliniqa«i  et  isodynamiques  dans  le  Graad» 
Bretagne,  la  Hollande,  Ia  Belgique  et  Ia  France,  d'aprde  les  o^ 
serfationa  de  l'auteur;  M.  Mahmoud^Effendi,  astrenonie  ^gyp- 
tien»  Rapport*  de  SL  A.  Quetetei.  p.620*  — -  Sur  rauatence 
d*ttne  atmosphere  autour  de  la  lune;  par  M.  Geniller.  Rapport 
de  M.LIagre.  p.6264  —  Horloges  ^lectril)ttes;  par  AI«  Gerard. 
Rapport  de  U.  De  VauSL  p.636.  r-  Dömonstcation  du  Postolataa 
d'EucKde  (Note  additionnelle *)«  Par  M..  Lamarle.  p.637.  — > 
Note  paar .  dömontrer  Tezistence  d\ine  atmospb^re  autour  de  la 
lune;  par  M.  Geniller*  p. 654 

•)  S.  ob«B. 
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CXXVI. 


Arithmetik. 

Tables  d'int^graies  döfinies  par  D.  Bierena  &  Haan. 
Publikes  par  l'Acadeniie  Royale  des  Sciencee  ä  Am. 
sterdam.  Amsterdam.  1858.  C.  G#  van  der  Po/st  XXIL 
und  572  S.  Quart,  fol. 

Es  liegt  uns  hier  ein  Buch  vor»  das  bis  jetzt  einzig  in  seiner 
Art  dasteht;  ein  Unternehri^en»  dem  sich  aus  der  heuern  Littera- 
tur  kein  wichtigeres  an  die  Seite  setzen  Ifisst.  Der  Verfasser  bat 
das  lange  geßihlte  BedQrfniss  einer  Sandmlung  bestimmter  Inte* 
grale  endlieh  realisirt  und  die  FrQchte  seines  Fleisses  hi  obetl* 
genanntem  Buche  von  circa  600  Seiten  und  etwa  7 — 8000  bestimm- 
ten Integralformeln  niedergelegt.  Was  Ihn  hei  der  Hieransgabe 
desselben  geleitet,  spricht  er  selbst  In  der  Vorrede  sehr  deutlieb 
aus.  Er  sagt:  «^Je  voulais  r^unir  les  uns  aupr^s  des  autres  les 
diff^rents  r^sultats,  öparspar-ci  et  par-lä«  que  Ton  avait  obtelki» 
au  sujet  de  ces  fonctions,  par  beaucoüp  de  m^hodes  intrins^qu^- 
ment  diff^rentes,  et  pour  la  ptupart  plus  ou  moins  indirectes.  11 
r^sultait  de  cette  dispersion  des  formules  obtenues,  que  Ton  ne  pou- 
vait  en  tirer  tout  le  profit  possible,  taut  pour  la  pratiqüe,  —  c'est 
li-dire,  pour  les  cas»  oü  Ton  pourrait  avbir  besoin  des  valeurs 
d*une  certaine  integrale  d^finie,  —  que  pour  la  tb^orie  elle-m^me, 
—  c'est -li-dlre  pour  Temploi  de  ces  formules  dans  la  döduction 
d^antres  integrales  d^finies ,  et  pour  la  v^rification  de  nouvelles 
formules  de  ce  genre,  l,  T^gard  desquelles  on  pouvait  entretenir 
des  doutes,  par  rapport  h,  la  priorlt^  ou  ^  rorginalit^.'' 

ThLXXXII.  Hft.  2  « 
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Diesen  Uebeletftnden  will  der  Verfasser  doreh  seine  Smu^ 
lung  bestimmter  Integrale  entgegentreten.  Soll  dieselbe  Ihren 
Zwejclc  erreichen,  so  moss  jedes  darin  enthaltene  Integral  aueh 
die  Herleltnng  zur  Seite  haben,  damit  man  sich  selbst  ein  fürtheU 
über  die  Richtigkeit  oder  Falschheit  bilden  kuiine.  Dass  sich 
diese  Deductionen  bei  einem  Buche,  das  schon  ohne  dieselben  die 
Stärke  von  600  Seiten  in  Quartfolio  einnimmt,  fuglich  nicht  geben 
liessen,  leuchtet  wohl  von  selbst  ein.  Um  jedocli  diese  Gontrolle 
erreichen  zu  können,  setzt  der  Verfasser  neben  jedes  Integral  die 
vollständige  Literatur,  soweit  ihm  dieselbe  bekannt  ist.  Uass  bei 
dieser  Art  def  Aufnahme  der  Integrale  auch  manches  falsche  mit 
unterlaufen  konnte«  m^ht  man  sehr  leicht,  u^d  4^  Buch  enthält 
deren  auch  eine  ganze  Anzahl.  Obwohl  es  nun  eigentlich  nach 
der  Vorrede  nicht  in  der  Absicht  des  Verfassertü  lag,  eine  genaue 
Revision  jeder  einzelnen  Integralformel  zu  unternehmen,  so  bat 
er  doch  nach  Beginn  des  Druckes  sich  an  diese  Sysiphasarbeit 
gemacht  nnd  jedes  einzelne  Integral  einer  genauen  Revision  vn* 
terzogen.  Er  hat,  nach  eia^r  .NachsohrlA  zur  Vorrede,  jede  ein- 
zelnQ  Formel  nfichgerechnet,  und  fius  dieser  mühevollen  Arbeit 
sind  29  Spälien  Verbedäerungen  hervorgegangen.  Diejenigen  In* 
^egri^ef,  die  er  ganzHch  als  falsch  gefunden,  sind  darin  durch  da» 
Wort  „fauthv^**  bezeichnet,  und  der  wahre  Werth  des  Integrals 
ist  angegeben;  dagegen  hat  er  diejenigen,  welche  er  nur  vvegen 
4«ir  AHibr^riferleituo^.  und  a^s  ähnlieheR  Gründen  &t  eigentlich 
Wtffft^mW^Pl^tpgrale  Jii^lt»  wie  dje  von  {(eirn  R^ahe  in  Zürich 
iifß^b#|i/e^  l^t^giale  ganiometriscber  Fun^stionen,  bei  d^nen  ilfsee 
iMK  l^  ^flf:  ^rst^n  Potenz  vockqn^n^e^  'zwisc(ien;  den  (^renz^ii  Moll 
mi  ,ü«eildJich,  «war  vollständig:  anfgenopii^en^  ß\e  jedoch  diircfc 
-filW  :»fÄfUliv^"  v««U  d^bintergeseWom  Fragqteichen ,  oder  aoch 
'rtiw^fe  W  bl4>we^  Fr^gpzeid^n  angedeutet« 

. ,.  ^Ahßf  niqfit  fifle  ,der  ^ufgenpmnjpnen  Integrale  ^ind   den  Wer- 

J^  entifPflS^msp,  die  deoi  Verfasser  zugäqgliph  waren,  beinahe  die 

.Q^lfte  ^  ptW,¥  wehr  fils  3200  —  hat  der  Verfasser  aus  denen, 

j^iev^i^  ^nd^r 9  Elfteren  gegeben,  l^rge^itet  .  Theils  sind  diesel- 

1^9  dn^pk  Ad(litiq,f^  odei;  Subtra9tion, zweier  oder  ipehrerer  dieser 

gßg^bjenen  Integrale   entsti^nden,  theils  hat  der  V^rf^^^^,    nn 

,^0qt^^n,  ^i^  ^hii^   d?^  Folge  d^r  integrale  einer  Tafel  zu  bietoi 

^ff^jjon,  fiMS^ füllen,  c|ie  fehlenden  d^rcl;  einfache  li>ubstitutiontn 

j^n^  ^n^ßrp  l^Jt^^^l^n  hergeleitet,     Letztere  A^etjbiode  ist  jedoch 

,  9lir,4^9a  ^uge|ai9)9en,  wenn,  die  Bestin^nmng  dei^.  neuen  Grenzen 

j^pin^  lyja^n^^  pd^i;  Minima  fijr  dieselben  ergabf     pen  groseerep 

Theil  der  n^iifiq  Be^ulta^te  hat  er  endMch  ^us.ei^f^  He4o^oBfh 

formal  geschupft,  die  er  im  zweiten  Banne  der  Schriften  der 
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KUDiglichen  Akademie  der  WissenschafteB  su  Amst^r* 
d.«m  yerOffentUcbt  bat.    Sie  Ut  die  folgende:, 

y*  V)8F(ar)  r^mF(x)  \  \  i;  f' F{x)df{x)  =  0. 

a  ■    a 

Diese  Formel  ist  stets  anwendbar«  sobald  die  zu  integrirende 
Function  sieb  in  zwei  airdere  zerlegen  lüs^t,  deren  eine  sieti  als 
dai)  Differential  einer  bekannten  Funetion  ai)f»eben  lUsst«  Und  Wenn 

das  zweite  Glied  obiger  Formel  f{a:)F(a:)  {    ,  d.  b.  zwiscben   den 

Grenzen  a  and  b  genommen,  innerkalb  dieser  Grenzen  keine  Uli* 
terbrecbimg  der  Stetigkeit  erleidet^  ' 

Alle  auf  eine  der  drei  vorbergebenden  Arten  erbaltenen  Re- 
liiiltate  sind  ih  .den' Tafeln  durcb .  einfacbe  Verweisung  auf  dieje- 
nigen  Integrale  bezeicbn^,  aus  dienen,  sie  bergeleket  sind.  Dass 
dits  Sebwierigkeit  der  Revision  dieser  Formeln*  bei  Weitem  grösser 
gewesen  als.  die  der,  unmRtelbar  gegebenen,  ist  wobi  einleucbtend, 
da  hierbei  nicbt' bloss  eines  der  gebraucbten  Integrale,  sondern 
laehrete  derselben  unricbtig  sein  konnten.  Der  Verfasser  hat 
aber  aueb  die,  wie  er  selbst  sagt,  dorneavolle  Arbeit  nicht  ge- 
echdiit,  diie  RiebtigkeU  auob  dieser  Formeln  nacbzuweisen.  Die 
Frücbte  dieser  Rechnungen  sind  in  jenen  oben  erwähnten  29  Spat 
ten  „Observations  et  Corrections^^  niedergelegt. 

Es  bleibt   mir  .nbcb  üljdg,  Elntgeii  ober,  die  Eli^ichtimg  der 

▼orliegenden  Tafeln^  anzuföbren.    Das  Bndk  zerffillt  in  drei  Hanpt- 

abÜietlalligeli.    Dtieselbe»  grfinden  sich  waf .  die  Angibt  iverschiedener 

Fvdctionsformen,  die  steh  imler  dam  Integralseicheh  finden»    Die 

Abtheilung  1.,  Table  J  a  111,  enthält  .aUeirlntegralei,  m'o  nwelnA 

einzige  Fuoctionsform    dfilr   Integration  utiterworfen  werden'  seil; 

die.tweite  Abtbeilung,  Table  112  ä  37i;  diejenigen,,  belebe  zwM 

v^schied^ne ;  die    dritte  Ablheaong  endtkb.    Table  375  k  U7^ 

vml9M  alle  Ni«^fiigen  lolegrale,  die.meb)*  als  zwei. verschiedene 

Functio«iformen  enthalten.  .  ,  i 

DiQe  drei  Uauptabtheilungen  sind  wieder  in  35  Cnterabthei- 
lfiTi8^^£Srlegt  $ie  sind  nun  nach  den  verschiedenen  Fpnctions- 
formengelbst  gebildet.  Die  erste  Abtheilung  enthält  die  Unter- 
abtbeilhgen  1.  bis  VI.  Jede,  der  Abtheilungen  I.— V.  enthält  die 
Integre  eine?,  der  fünf  verschiedenen  Functionsarten  j,  der  i^ige- 
^raisCen , .  exponentiellen ,  logarithmischen,  goniometrischen  und 
cyi;loi^trischen  Functionen  und  zwar  in  der  aufs^eführten  Reihen- 
folge- Die  Abtheilung  VI.,  mit  der  Ueberschrift  „Diverses 
Fontlons'*  umfosst   dann  die  Gbri|[pn  transcendenten  Functio- 
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n^ti\  die  einpfidcbed/d^  fofegränogarttbinas,  IntegraUl^,  la^ 
tegralcosinus  and  die  beiden  Functionen  B'(x)  und  B^{t)  ii^ 
Herrn  Raabe. 

Im  zweiten  Tbeile,  der  Aie  Unterabtbeilungen  TU.  —  XX.  eio* 
schliessty  und  im  dritten^  mit  den  Uiiterabtheilungen  XXI.— XXXY., 
•ind  dieselben  so  geordnet«  dass  die  obengenannten  zebo  FlH)^ 
llon^arten,  in  jenem  Tbeile  in  der  Ordnung  zu  zwei  und  avKei 
eombinirt  erücbetnen,  wie  ibre  Folge  im  ersten  Theile  ist  k 
letzten  Theile  sind  die  Unterabtbeilungen  XXL— XXXIV\  ebenso 
nach  Combinationen  zu  dreien  geordnet,  und  es  enthält  endrick 
Abtheilaog  XXXV.  alle  Integrale^  deren  Argument/ d.  h*  iotegrirt« 
Function  9  au^  mehr  als  drei  i^rscbledenen  Functionsbfmeo  w 
sammen gesetzt  ist. 

Diese  Unterabtbeilungen  siiul  nun  endlich  in  Tafeln  abgetheili 
Die  Anzahl  derselben  ist  447.  l>en  Gintheilungsgrund  «gaben  Uei 
zuerst  die  einzelnen  Arten  der.Functionen  und'  dann  zweitens  die 
Integrationsgrenzren.  Bei  der  letzten  Eintbeilung  ist  nno  ledigKtb 
auch'  die  grGssere  oder  geringere  Anzahl  der  in  eine'  Tafel  so< 
nammenzufassenden  Integrale  massgebend  gewesen.  Diejenige 
integrale  also,  die  nur  in  geringer  Anzahl  «dieselben  Grenaen  be- 
sessen, sind  niit  ähnlichen  Integralen  untier  der  Rubrik  ,|Liii* 
tes  diverses^  zusammengefasst  ^ 

Was  die  Einrichtung  der  tafeln  selbst  betrifft,  so  ist  dieselbe 
Bihe  sehr  einfache.  Jede  derselben  hat  d^rei  ATganvente.  Inder 
M?tte  des  Tabellenkoples  steht  die  Nununer  d^r  Tafel,  links  ik 
ikngabe  der  infegri^ten  Fanctien,  rechts  die  Angabe  derGfeneo. 
fh  d^m  busfähriiohen  Inbaltsveiizeiebniss'  ist  diese  Anordnm^  M' 
Ibeiiahen.  Die  einzelnen  Integrale  jeder  Tafel  sind  zu  leicUem 
jAnfthrrnig*  nummrt  urid  es  ist  bei  der  Anordming  darauf  gesekes^ 
doBS  die  allgemeinen  Formeln  den  ^peciellen  FSUen  derselbctt 
naebfolgeti.  'Nieinals  rind  jedoch  diese  spedelleb  als  in  den  li* 
gemeinen  Formeln  enthklten  ängesefafen ,  sondern  sie  sind  ^^ 
einzeln  mit  aufgezählt 

Soweit  die  EinHchtuiig  der  Tafeln.  I>en  Grad  dfer  VtfstSn- 
digkeit,  den  sie  beanspruchen,  kann  man  aus  dem*  Verze-^boiss 
der  eingesehenen  Schriften  leicht  entnehmen.  Wie  der  Tc^^ 
bemerkt,  fehlen  die  englischen  und  nordamerikanischen  ZeitscHR^' 
Journale  und  Monographien  darin  ganz,  da  dieselben  ihiiH>i<^^ 
zugänglich  waren,  und  auch,  zu  seinem  grossen  Bedauern,  'bier 
AufTorderung  in  verschiedenen  Blättern  Europas  tun  Eiose^OBS 
voii  Monographien  leider  von  keinem  einzigen  Mathematikeoo* 
serer  Erde  Folge  geleistet  Ist    Wir  müssen  hierüber  im  htesse 
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der  WUsMschaft'  Meiet  lebhaften  Bedauern  attsdrflekefi.  Die  Vep* 
bandlimgen  der  Terschieden  Akademien  der  Wiseensehaftefi  da^^ 
gegen|  sind  vollständig  berfiek^tchtigt ,  da  diese  ibm'  «äiiiillÜichf 
in  der  Bibliothek  der  Konigl.  Akademie  In  Amsterdam,  zu  deren 
Mitgliedern  sieb  der  Verfasser  zählt,  zu  Gebote  standen.  Was 
den  Zeitpunkt  betriflft«  bis  zu  dem  die  Integrale  aufgenommen  sind, 
00  erklärt  der  Herr  Verfasser,  dass  dieselben  mit  dem  Jahre  1853 

geschlossen  seien. 

•■'•.■  •        . 

Die  Ausstattung  dieses  .vortreffKchen  (fir  die  h&here  Mathe-^t 
roatik  so  wichtigen  .und  nneatbehrHchen  Buches»  fär  das  wir  dem* 
hochgeehrten  Herrn  Verfasser  im  Naoien  aller  Mathematiker  nit- 
Bern  Dank  oxissprechen  zu  mlUisen  glauben,  ist  elfte  vortreflfliche« 
Drnck  and  Papier  laasen  nichts  zu  wünschen  fihrig. 

*  M.  Curtze. 


Physik. 

Tablea»  roeteoirological  and  physical,  preparedfor 
the  Smithsonian  Institution.  By  Arnold  Guyot,  P.  D., 
LL.r  D.,  Professor  of  Geology  and  physical  Geography, 
College  ofMew  Jersey.  See.  edition,  revisedand  enlar- 
ged.     Washington.    Smithsonian  Institution.     1858.    8. 

Wir  beeilen  uns' dieses,  von  der  Smithsonian  Institution 
in  Washington  herausgegebene  wichtige  Werk  unsern  Lesern 
anzuzeigen.  Dasselbe,  ein  mit  amerikanischer  £legan«  gedruckter 
starker  Octavband,  enthält  alle  bei  meteorologischen  und  anderen 
fortlaufenden,  in  das  Gebiet  der  Physik  gehörenden  Beobachtungen' 
erforderlichen  Tafeln  in  solcher  Vollständigkeit  und  Zweckmässig- 
keit, wie  unseres  Wissens  kein  anderes  Werk,  und  muss  daher 
der  allgemeinsten  Beachtung  dringend  empfohlen  werden.  Iti- 
dem  wir  bei  einem  solehen  Werke  kaum  fSr  nothig  halten,  zu 
bemerken,  dass  jeder  Tafel  eine  Einleitung  fiber  die  wissenschaft- 
lichen Grundlagen  Ihrer  Berechnung  vorangeschickt  ist>  mfissen 
wir  nur  bedauern,  dass  es  uns  hier  unmöglich  ist,  den' fast  über-* 
reichen  Inhalt  dieses  eine  höchst  interessante  und  überaus  lehr« 
reiche  Anschauung  von  der  Grossartigkeit,  mit  welchei^  in  Amerika 
die  betreffenden  Beobachtungen  betrieben  werden,  gewährehden 
Werkes  vollständig  anzugeben,  so  dass  wir  uns  mit  dhr  folgende« 
allgemeinen  Uebersicht  begnügen  mässen,  indem  wir  aber  zugleich 
ttüsere  Bewnnderung  nicht  unterdrficken  können  über  die  reiche 
UntersIfilzQog,  welcher  die  Wissensehaften  nach  allen  Riebtongen 
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und' Seiten  hin  von  der  l^erdimiteii  Smilfi^^i^Un  iBilUoii^D 
wJk  SU  erfceueo  bauten,  ein  BeUpiej,  welcbus  einzig  in  iieiner  Art 
in  der  G^echkfate  der  Wissen^Hsbaft  dustebt    . 

Die  vorliegenden  Tafeln  zerfallen  in  sechs  Bauptabtheilungen. 
Die  erste  Abtbeilung  unter  dem  Titel;  ^^Tbermometrical 
tables'"  enthält  auf  äs  Seiten  15  Tafeln  zur  Verwandlung  der 
verschiedensten  Thermometer -Scalen  in  einander,  worunter  na- 
mentlich auch  sechs  sehr  zweckmässige  Tafeln  vorkommen,  welche 
den  Werth  der  Grade  der  verscbiedeneii  Scalen  immittelbar  in 
Graden  anderer  Scalen  angeben,  wie  8.  B.  ,, Table  XIL  ViIm 
of  mny  ndmbef  of  CentigradeOegrees,  ex|iressed  by  a  correspoi- 
ding  number  of  llegrees  ef  Reaamur.  -^  Die  ew^ite  Abtbei- 
lung» unter  dem  Titel:  «»Hygreme^tricai  Table«'*  enthält  aif 
165  Seiten  33  Tafeln  in  einer  Vollständigkeit,  wie  sie  uns  nock 
nicht  vorgekommen  ist,  und  ist  in  die  folgenden  Unterabtbeilungeo 
getheilt:  Practical  Tables  based  on  Regnault's  Hygronietrical 
Constantst  a.  In  Frenth  Measures  b.  In  English  Measurea. 
(Pur  das  franzosische  Maass  sind  die  hierher  gehörenden  fünf  Ta- 
feln folgende :  Elastic  Force  of  Aqueous  Vapor.  Psychrometrical 
Tables.    For  deducing  the  Relative  Humidity  from  the  JndicatiiNtf 

100 
of  Dew«P4>int  Instruments.     Factor' -77    for   oempating  ReUfe 

Humidity.  Weight  of  Vapor  contained  in  a  Cubic  Metre  of  Atr. 
Aehnlich  für  das  englische  Maass.)  ^  Practical  Tables  based  oa 
Uie  Hygronietrical  ConMants  adopted  in  the  Green  wich.  Observa* 
'tions.  —  Miscellaneous  Tables  for  Comparison  (Tafeln  nach  Au* 
gust,  Kaemta,  Magnus,  Pouillet  U.A.;  auch  für  das  Saqssure'sdia 
Uaarhygroraeter.)  —  Appendix:  For  comparing  Quantities  ofRaii- 
Water  given  in  Ulfferenl  Measures.  Namentlich  in  diesen  Tafda 
siir  Hygrometrie  «pt  nach  unserer  Melnoog  Alles  gesammelt»  «a» 
nur  irgend  für  djen  Beobachter  von  Wichtigkeit  sein  kann.  —  IKa 
dritte  Abtheilung  untel*  (Idm  Titel:  Baremetrical  Täblea 
liefert  a^  134 leiten  in  28  Tafeln  Allee,  was  för  die  Beobaehtang 
das  Barometers  irgend  wunis^ohenswertb  seiKi  dOrfte,  in  fblgeodefl 
Uatembth^luagen:  For  Comparing  the  diCerent  Barometrical  Sca* 
las.  For  Comparing  Barometri<*al  DiSerences»  For  Reduciag  B»' 
remetrtoal  Observations  to  tbe  Fi-eeting  Point  For  Correctiag 
Beromelriear  Observations  for  CapiUary  Action  nach  Dekra^ 
PetiUlet,  Gebler's  Wörterbuehi  Baily.  —  Die  vierte  AhtfaeiliiB;  ^ 
unter  dem  Titel:  Hypeemetrical  Tables  liefert  auf  149 M« 
ten  in  44  Tafeln  <  Alles,  was  nur  irgend  för  baronietrisdiea  on<' 
Ihferjiiometrisches  Höhenmessen  von  Interesse  ist,  unter  folgeiMlaa 
ünteiahtbeilttngeiir:  J«  Barometrieal  Mee^urement  of  Heigte.  Tt' 


bles  based  on  liKf^ntccTf  C^önstanlB  (OcAiBrQs'ii  Tables.  Goyot's 
Tablefi.  Loornis^s  Tables,  Gauss's  Tables ,  modified  by  Uippe. 
Dip^e^s  'l^kbleä.  ßatiinef'^  I^lodlficaitöh  of  Laplace*s  Vörroula. 
Baily's  Tables.).  I'abled  Iba^^d  on  BessePs  Tabkk  (Plantamours 
Tables.);"  Miscell^neo'tis  Tabtes  (eirie  grosse  Men]?<^  der  tifitzlicb. 
steo  und  wlchtigstdh  Tafeln,  dfe  hier  alle  abzufahren  vhmöglieh 
bt.)*  2*<  TbejiilioMetrieäl  Measurieineni  of  HeighlfB«  3.  A|^pendix 
to  Xht  iiy{i«((Mneificai  TabI««'  (CiNnpaiisoD  of  tke  Af^surefi.  of 
Lengtji  most  ^horally  iised  for  iBdicatin^  AJtltiide^).  —  Ute  fünfte 
AMbeilung  unter  dem  Titel:  Meteordlogieal  Correctipn^ 
orTablea  for  correetingseries  of  observatioiis  for  tb^ 
periodic  a»d  non-periedie  Variation»  enthält  auf  120 Sei»* ' 
ten  99  Tafel«  nitf  folgenden  UniJerablheilungen:  Teinperature. 
Honriy  Correetions  for  Periodic  Variatious  (North  Amerika*  Soutb 
Änerica.  Asia.  Europe.  Afdca  aBd  Australia).  Monthly  Corr^ 
tloilii  for  Non*  periodic  Variations.  Foroe  of  Vs^»or  and  RelMWe 
Homidity  (Hourly  CorrectiMS  for  Periodic  Variation»).  —  IHe 
seQbate  Abtheilung  endlich,  «ntbält  auf  16.  Seiten  die  (olgeii* 
d^  6!  aiIgMbein  sehr  nfitzlichen  Taf^lo :  L  Positioii  of  the  Prifi- 
eipat  Observatoirea.  H  Tö  cenvert  Partä  of  the  E^uator  into 
Si^ereal  Time,  of  to  convect  TerrestAal  Longitude  ia  Are  int^ 
Time.  ill.  .To  convert  Sidereal  Time  into  Parts  of  the  Eqifator 
in  Are,  or  to<  eonvert  Tinte  into  Terrestrial  Longitufle  Jn  Arp. 
iV..  Fer  Converting  Sidereal  Time.  V.  Gorrection  of  thfi  Time 
obtain^d  by  Obaervalion  of  the  Sun,  in  order  to  havQ  the  Trpe 
Time  of  the  Gfock.  •  VI.  Fei  cemputing  Terrestrial  Surfaces  by 
Öeferos.    : 

Man  sieht  hieraus,  welcher  ungemein  grosse  Reichthum  von 
Hülfsmitteln  zur  ^J eich ter uag  ,  und-  Ahküraung  seiner  Arbeiten 
dein  QQ«Jb{^bt^  4)i^^  gebot^awM»  upd  rous^  niclpt  nur  dei^Fleiss, 
sondern  aueb  den  grossea  pffaktss^hen  SIno,  n^elchefi  ^i^  Heran«- 
geber  dieses  merkwürdigen  und  im  höchsten  Grade  tiiitzllchett  ii^d 
vt^ichtige»  Buch»,  Herr. Arnold  Gnyet,  an  den, Tag  gelegt  hat, 
bewundern,  zugleich  aber  der*  Smithsoniäntinstilutioii  ^n 
w&rmstefir  Dank  aoUea,.  das»- dvrth  ihre  Veidiittekuig  d^s^^Her» 
ausgäbe  ermöglicht  wurde.  AHen  nnseru  Lesefo,  die  skh  irgend 
hierher  gehörenden  Beobachtungen  widmen,  mfissen  wir  dässelbb 
driiig^pt^t  i^qr  Beachtung  ^pfeblen.  '  Wer  dieses  ^uch  besitzt, 
kann  »aeh  uuserer  Meinung  «die  0brigea  äbi^licben  l^Mcber  völlig 
^tbehren. 
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Vemisclrte  Sduriften. 

Tbe  Antlantis:  a  Register  of  Literatore  andSctenct. 
Condocted  by  membrea  of  the  Catholic  Uoivetaity  of 
Irelaod.  No.L  January.  1858.  No.II.  July.  1858.  Loiid^B. 
1868.    &    (Preis  fOr  jede  Nammer  5  Scbiliing). 

'  Unter  obigem  Titel  ersebeint  von  dieaetn  Jahre  an  eine  io 
swet  halbjährigen  Nummern  bermiakemroende  Zeitedirift  gemisch- 
ten Inhalts,  die  wir  der  Aufmerksamkeit  unserer  Les^  empfehleo 
KU  müssen  glauben  >  weil  dieselbe  auch  manche  sehr  tieachtens- 
werthe  Artikel  aus  dem  Gebiete  der  Mathematik  und  Physik  ent- 
hält. Ans  den  beiden  ersten  Nummern  gehören  die  folgendeD 
Aufsätze  hierher:  No.I.  On  the  Influence  of  the  Great  Inequalities 
of  Jupiter,  Saturn  etc.  upon  the  Motions  of  the  other  Heaveriy 
Bodles  ByRev.  W.  G.Penny,  M.  A.  p.  145.  —  On  the  Pky. 
sical  Structure  of  the  Earth.  By  Henry  Hennessy.  p.  17Q.  — « 
1^0.  II.  On  an  Inequality  of  long  perlod  in  the  motions  of  the  Pla- 
nets  Jupiter»  Saturn  and  Uranus.  By  ReF.  W.  G.  Penny,  H. 
A.  p.  393*  —  On  the  Distribution  of  Heat  over  Islands»  and  e^e- 
cially  ovtf  the  British  Isles.  Part.  1.  By  Henry  Hennessy. 
p.  396.  — •  On  the  Function  of  Sommering's  Tellew  Spot  in  pro- 
ducing  unity  of  visual  pcrception  in  binocular  vision.  By  Tko- 
maa  Hayden,  M.  D.  p.  476.  —  Auch  unter  den  sehr  mannig- 
faltigen Scientific  Notices  finden  sich  mehrere  interessante 
Notixen,  die  wir  hier  nicht  einzeln  namhaft  machen  können,  indem 
wir  uns  begnügen»  die  Aufmerksamkeit  unserer  Leser  im  Allge- 
meinen auf  diese  beachtungswerthe  neue  Zeitschrift  zu  lenken. 


La  SocWt^  Provinciale  des  Arts  et  Sciences  a  Dir  echt  m^ 
an  conccMira  et  reeommande  4  Tattentton  des  savants  ^trangera  les 
qneationa  aaivantes: 

!•  ^tude  critione  nur  la  vie,  et  le  m^rite  scientifi- 
qne  de  Chr^tien  Uuygheos^). 

Les  m^moires  dinrent  Atre  ecrits  en  helfamdais»  fran^ai«»  an- 

tlaia,  alleniand  on  lathi,  dans  tous  les  cas  en  caraeteres  Italiens. 
i*attteiir  marquera  son  memoire  d'un  sigoe  distinctif»  qui  sera  rä- 
produit  sur  un  billet  cachete»  contenant  son  nom  et  son  adresse, 
et  qu'il  joii9a  au  memoire.  Le  prix  est  une  medaiHe  d*or  de  hi 
valeur  de  treiite  ducats  d*Uollande.  Les  roemolres  doiTent  Mr^ 
adresaea  sana  frais»  avant  le  1.  D^cembre  1859  an  Secr^aiie  gd- 
Q^ral  de  la  Soci^t^»  Mr.  le  Dr.  J.  W.  Gunning  ä  Utrecht 

*)  Die  Abrigen  Freitfiragoa  fallen  nichl  in  den  Kreis  des  AreUhrs, 
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Preis -Aufgabe  der  naturforschenden  Gesellschaft 

ZU  Dan:!;ig. 

Die  Gbs^Hschäft  wfinsclit :  ' 

Eine  Bestimmung  der  Bahn  des  periodischen  Kometen 
'  Toa  Faye  (Komet  1843.  III.)  aik»  den  drei  Efsohdnun- 
gen  Von  1843-^44,  1850-^ftl  und  1858  mit  Berudmditt- 
gang  alier  Störungen  und  Fortfithrsog  dersieiben-  bis  zat 
•  näckslen  Wiederkehr  1865—^,  för  welche  eine.Ephe« 
meride* SU  gebenr  sein  wird.  Auefa  ist  2«  untersocben,  ob 
bei  diesem  Kometen  ein  widerstebendira  Mittel  angedaii* 
tet  ist.      • 

Pie  ausschliessende  Frist  för  die  Einsendung  der  Losungen 
dieser  Aufgabe,  welche  nach  der  Wahl  der  Bewerber  in  deutscher^^ 
franzosischer 9  englischer  oder  lateinischer  Sprache  abgefasst  seiii 
können^  ist  der  1.  September  1860.  Die  Abhandlungen  (nicht 
von  der  Hand  des  Verfassers  gesehrieben)  müssen  mit  ieiner  De- 
frise  yersehen,  und  von  einem  y^^sie^elten  Zettel  mit  derselbed 
Devise,  der  des  Verfassers  Namen  enthalt,  begleitet  sein.  Die 
▼ersiegelten  Zettel  zu  den  Abhandlungen,  denen  der  Preis  ^icht 
zuerkannt  wird,  werden  ein  halbes  Jahr  hindurch  nach  der  Preis* 
ertheilung  aufgehoben,  falls  die  Verfasser  etwa  ihre  Abhandlim- 
gen  reklarairen  wollen.  Nach  dieser  Zeit  werden  sie  uueruffnet 
Terbrannt  und  es  kann  nachher  keine  Abhandlung  rektamirt  werden. 

Die  Ertheilung  des  Preises  von 

Secbszig  Friedrichsd*ör 
gfMbiebt  »la.  2.  .Jiintt»r  l^ftOl»  in  4er  ordenttkben  Versammloi« 
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zur  Feier  des   Stiftongstages.     Die  gekrönte   Abhandlung  bleibt 
Kigeuthum  der  Gesellschaft. 

Die  naturforschende  Gesellschaft  za  Danxig. 
Dr.  XiV?;tn,  Director.      p/.  J.  Hartwig,  Secretair. 


9  e  a das  i  e^ 


Elemente  der  Vermessongskande  yon  Doctor  Carl 
Maximilian  Bauernfeinä»  Danrath  der  Rönigl.  Bayeri- 
schen obersten  Raivbehorde  und  Professor.  Erster 
Band.  München.  1856.  8.  —  Zweiter  Band.  MGnchen. 
1858.    ^.    (Cotta'sehe   Buchhandlung). 

Wir  haben  die  Anzeige-  dieses  jedenfalls  in  rielen  Beziehira- 
gen  eropfehlenswerthen  Werks  bis  zu  dem  Erscheinen  des  ans 
jetzt  vorliegenden  zweiten  Bandes.  ver»ch<^ben ,'  und  wollei»  mm 
etwas  ausführlicher  über  dasselbe  berichten. 


.. " ' 


Der  erste  Band  ist. nach,  eiber  Klnlj^itnni;«!   welche  die 
Allgehieinen  Begriffe- enthält»    und  die   hei  den  Verines- 
snngen   gehräuchlicheiit  .Maas^e,   ad  wie  das  Sehen  mit 
freiem  Auge  bespricht/  bauptsichlieh  den  Instrumenten  gewid- 
met   In  oaeh  unseter  Meinung  sehr  zweckmässiger  Weise  wer- 
deti  zuerst  die  bei  aiien.M^8sinj»tromenteB[  vorkommenden  Be- 
standtheile    für    sich    besprochen,     wodurch    vjeffaehe»     sonst 
gewiss  häufig   vorkommende  Wiederholungen   vermieden   werden. 
Es   kommen    daher   o^ch  und  nach  zur,  Betrachtung:    ,di6  Mit* 
tel  z^nr  Herstellung  der  Absehlinie,  die  Mittel  zar  Her« 
Stellung    von    loth -.  und   wager^chten  Richtungen^  die 
Mittel    zur   Vergrösserung   sehr  kleiner  Gegensf&ndei 
di&  Mittel  zur  Vergrusserung  entfernter  Gegens.tände, 
die  Mittel  zur  Messung  sehr  kleiner  Linien  und  Win« 
kel,  und  hierin  Manches,    was  sich    in  ähnlichen   Werken,  nur 
selten    findet»    wie-  z.  6.   die    Beschreibung    und  ^er   Gebrauch 
der   Messkeile,    eines   bei   der  Messung  der  Standlinien  sehr 
wichtigen  und  interessanten ,    an  sich   freilich  auf  sehr  einfachen 
geometrischen  Principien   beruhenden  Hülfsniittels.    Hierauf  jffct 
der  Herr  Verfasser  zu   den  verschiedenen   Arten   der  Instrumente 
selbst  über,  nämlich:    Mittel  zur  Bezeichnung  derPankte 
auf  dem  Felde*  Jlustrumente  zum  Winkel  messen  (Instru- 
mente fjür  constante  Winkel,    wobei  auch  das  Prisnienkrenz  d^ 
H^rn  Veifa^sers  mit  Recht  besondere  BeiNihtiÄig'  gefundjen  hat; 
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1i»strunieiite  xur  grapbUcl^n  i)^ttfnabi)ie  ^r  Wii)|[^;    Intifrumeiiie 
^ur  Aufnabnie  und  4b8(ec|^ung  der  Wiiiicel  ipn  GradniaaMse,  näm- 
lich BousAoLeU'lnstruiuetite,  Theodoliten,  Spiegels^xtarU  iiud  Spie^' 
gelkr^ise).    Iiistrupietite   211  m   Läp.genni^sseii  (Maa^isatäbes 
Me38ketteii,  die  verscbiedeneD  Arten  der  Distanzmesser,  vorauf 
wir    maonigfaUige  Beiejhrupg  ge^cböpft   haben).     Itistrunient^ 
zum  Hohenmesa^n  (Nivellli^-rnstriimeute  nnd  Barometer).    In- 
st rawente  svm  Gescb wiofligkeitsmessen«    ein  li^hrreicher 
Abschnitt,    der  bis  jetzt   in   allen  ähnlichen   Werken  ganz  fehlt, 
wobei  ^ir  noch  besoode^s-bery^rbebeji  i^üssen,  dass  in  allen  vor- 
bergiebenden  Abscbnitten  auch  die  IVlarkscheide- Instrumente  ganz 
besondere  Beachtung  gefunden  habeii.    Wenn  auch  die  au&.  Mun- 
cbefier  Werkstätteti   hervorgehende^  Instrumente  hin   und  ivieder 
besondere  Berücksichtigung  gefuj^den  haben  —  wozu  (ibrigens.die 
0erechtigung  durch  die  ^grosse  Berühmtheit  dieser  Werkstätten, 
die  eigentlich  allen  übrigen  zum  Muster  gedient  haben,  und  denen 
ewig  der  Ruhoi  bleiben  «vird,  zuerst  in  Deutschland  bessere  und 
vollkommenere  Instrumente  geliefert  zu  haben,   volkständig  gege- 
bea  ivar,  —  so  dürfen  uir  doch  dem  IJerrn  Verfasser  das  Zeug- 
Diss,  völliger  Unpartbeilicbkeit  in  dieser  Beziehung  nicht  versagen, 
sondern    müssen    ihm   vielmehr    bezeugen,    dass  er  überall    sich 
nur    nach    dem    Besten    und '  Zweckmässigsten    umzusehen   be- 
mfiliet  %^v9kiievi  ist.     Das«    den  FeUern    uAd   C<>rrectionen    der 
Instrumente    stets    grosse  Attfinetlcsamkeit  gewidnet  viorden  ist, 
bedarf  bei    einem    solchen    Werke    kaum    noch    besonderer   Er- 
innerung;, wobei  übrigens  mit  Recht  nur  solche  Corrections-Metho- 
äen  Aufnahme  gefunden  haben,  welche  praktisch  jeicht  und  genau 
ausführbar  sind.    Zeiclinungen  sind  in  reichlichem  Maasse  in  sehr 
schöner  und  deutlicher   Ausführung  und   in   einem  fast  mehr  als 
hinreichend   grossen  Maa.^sstabe  beigegeben.     Die  verschiedenen' 
Planimeter   haben   ihren  Platz  im   zweiten   Theile  am   gehörigen 
Orte  gefunden.    Wenn  nun  auch   in  neuerer  Zelt  schon   manche 
recht  verdienstliche  und  anerkennungswerthe  Werke   über  Instru- 
nentenkunde  erschienen   sind,   so  scheint  uns  doch  dem   vorlie- 
genden jedenfalls  der  Vorzug  einer,  so  weit  es  bei  diesem  Gegen* 
stände  überhaupt  möglich  ist,    völlig  systematischen  Darstellung, 
find    der    durch    das    dadurch    nothwendig   bedinf^te    methodische 
Portschreiten  von  selbst  erreichten  Vollsfändigkeit  zu  gebühren, 
weshalb    wir   diesen    ersten    Theil   des   auch    nusserlicb    von    der 
berühmten    Verlagshandlung    vortrefllich     ausgestatteten    Werkes 
zu  sorgfältiger  Beachtung  zu  empfehlen  und  auf  denselben  beson-<-' 
ders  aufmerksam   zu   machen   für   unsere   Pflicht  haltei|. 

Der  zweite,  Theil  ist  den v Messungsmethoden  gewidmet.     Zu- 
^st  bändelt  der  Herr  Verfasser   von   Uorizontalmessungen 
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{Utessung  der  tfnTei(.  Mefii'fiÜrtg  A^  Whikel  «tid  Drdedte.  '  Mm^ 
sung  Ton  Vielecken  ^nÜ  Plui'niirkeii^  wobei  die  Linearphmimeter 
von  Wetli  und  (fanäerf»  6Ö  wie  das  Polarptanltnetet-  roif  Ams« 
l^r  sorgHiltig  t^esctirieben  und  b^urtheilt  worden  sfWd,  «udi  d!« 
Vertheilong  der  T'elder  mit  gehotig^r  Beriickßklitigtiiig  der  Bonf- 
tkt  gelehrt  worden  ist.  Messung  anes  ganleri  Landes) ;  dtimi  von 
den  Vertikalmessuügen  (Messung  der  Vetfiloil Winkel.  THgo- 
nometrische  Hoh^nmessüngen.  'NiVeltlren.  BafbinefrlsclT^s  Htiheii- 
Inessen«  wobei  die  Theorie  von  Ohiti  gebdhrende  BerQcksIciittgung 
gefunden  hat).  Der  folgende  Abl^chnitt  ist  der  Grubenm'^ssnng 
öder  der  Markscheidekunst  geWridnOef«  und  der  letztii  b^A 
die  Wassermessungen^  worQber  man  in  allen  übrigen  ein^ 
schlagenden  Werken  bis  jetzt  Tergeblicfa  Belehrung  sucht.  '  Der 
Übrige  Thell  des  Werkes  beschäftigt  sich  in  sehr  Tollsälndl- 
ger  und  lehrreicher  Weise  mit  den  Kartenprojecttonen ;  der  Ent- 
werfung  der  SituationspiSne»  der  NivelfimentspiSne  oder  Profilrisse 
nacli  der  Länge  und  Quere,  der  Berg-  od^r  GrubenpiSne;  so  «rie 
mit  dem«Copireu  der  Karten.  Dass  bei  den  Nivellimentspläneii 
die  Methode  der  Horizontalen  besondiere  Berücksichtigung  geffan- 
den  hat,  erkennen  wir  besonders,  an.  Den  Bescbluss  macht  ein 
auch  sehr  zweckmässig  unter  dem  besonderen  Titel : 

Tafeln   über    verachiedene    Gagenst&iide   der 
pt»ktiseheii  Geometrie/   München*  185S.   . 

erschienener  Anhang^  worin  fünfzehn,  viele  häufig  vorkommende 
geodätische  Rechnungen  wesentlich  erleichternde  Tafeln  entbalteo 
sind.  —  Unser  Urtheil  über  diesen  zweiten  Theii  geht  dahin  ^  dass 
derselbe  jedenfalls  die  einfachsten  und  besten  Messungsmethodeo 
iq  sehr  deutlicher  Darstellung  enthält»  und  die  jedenfalls  au^ 
vielfacher  eigener  Praxis  hervorgegangene  Umsicht  bekundet,  mi! 
welcher  der  Herr  Verfasser  überall  das  Z  weck  massigste ,  tiei  dec 
praktischen  Anwendung  am  Sichersten  auf  guten  Crfofg  rechnen  Dür 
l'ejide  herauszufinden  ynd  seinen  Lesern  mitzutheilen  und  vi 
empfehlen  verstanden  hat.  Zum  Schluss  wollen  wir  uns  nur  die 
Bemerkung  erlauben,  dass,  wenn  auch  der  Einfluss  der  unver- 
meidlichen Beobachtungsfehler  (S.  119.)  und  die  Ausgleichung  der 
Winkel  keineswegs  unberücksichtigt  geblieben,  doch  der  Methode 
der  kleinsten  Quadrate  keine  Besprechung  zu  Theil  geworden  ist, 
woraus  wir  indess  dem  Herrn  Verfasser  bei  der  ganzen  Tendenz 
des  vorliegenden  Werkes  um  so  weniger  einen  i'orwurf  zu  machen 
g<^neigt  sind>  weil  bekanntlich  die  Ansichten  über  die  Zweckmäs- 
sigkeit und  den  wahrhaft  lohnenden  Erfolg  der  Anwendung  die- 
ser Methode  in  der  Feldmesskunst,  im  Verhältniss  zu  dem'ddrch  sie 
in  Anspruch  genommenen  Zeit-  und  Kraftaufwand  noch  mehr&di 


•  * 


tUerMiieh&t  tefUAt  PXJtVff.  Q 

i^aii^BiUi^tavtk  iiluia&*rf^J,  webrfittämwirt^iriartteiniiWf* 
«iMrMriilitifVetMcMantf  «nvüiefabtt«,  sribst  detir  griMs«  LiadWg«4 
MM^tnAfitiMn^lUtUMuffgen  EH'^ertlrebftrwcfat  NoribevinnkiBM 

IM  tM  die'^StelM  f«nMI>'Me<tbad«'  za  «e«c«n;<'Ae' adoU  imiMV  lUa 
fiIr'<«fiA'>lMlb«H^ffhd,<'  dBMr  sie  «Mrfafa  MnmqnDW  SriUUsajiar 
n:ft)iig,e|i|^ifaBj(l {triff cipien  ai)r{;«ffihT,t  ntHrd^n  »t.,  wenn  ancb  d>Me 
Grii)i4pi;ipc^feq  seltMit  ap  fficliifOGh  maqclie.Mbnache  Seite  dfir- 
bietien  und  An^cehtangen.auasesem  eetii  dSrHcn., 

,  Q^ewiw  wird  auch  dieses  Werk,  d 
doi^baua  nsT  ,  «Ifimentare  niathematist 
lind  ^ßperall  svh  ^iner  sehr '  dentli 
sigt.  das  Seini|;e  dfi^.  bplraeeu,  dem 
Tnendeii,^  sai^  bandwerlfsin&aäigen  Treil 
ntehr  vnd  inebr  ein  2iel  zn  setzen  ,uni 
tn^mer  m^r  und  niebr  Eingang  zu  vi 
wir  ihoi  vsrzägljch  wäuscben.    ,  ,        '    ,  ,  .    U.  . 


;,  An9aU^tQ.Ml.Q|)s.«r*a.t«ri«,iqeU»ro,^o|;ico  Veso- 

vlMff^;  .:i;  .;  ,;■.;  ,.,,1,!:-,  ,  ■  :-;..,  ;  „  ...if-,  !.:,„.„.;,,,,."{ 
'  'Dleee  AdtiBleb>destli(vi:h  die  Moni (iteffa  Sr.  Majestät  desKilniKS 
t«n'Neape(  aitf  iteriv  <Veauv  cHebleten,  mvleArologieqAen  ObtÄot 
TtttM^iuins  nCrdetiTon  dea^n  vflrdUntam- iAirBoton,Slerrri  hMt^i 
PalMiierl  b«AitiBg«gebe« -und  encheinen  in  ein«!»  fiaadla  ao) 
Ende  elnle»  jednf- Jabres' iii  gross  4«. '  bei  Hertn  A.[b»cl(i  ,Pat^ 
fe«n 'zaNiriapel  (fjaf^  di  PalaiMy  mtU  fa  Real  FVireflteria).  Bql 
'äir  grossen  Wichtigkeit  aolcher  Benbaektangan  aMfildam  .(^enanq; 
t^il-niiet'ktTffrdtgen  Pwikte  ider  Erde  Jialten  vSt  iin»  verpflichtet. 
tidf  dlä8»'i.Annalen^  in  Folge  f^a  an*  xugtoatidtea  PiMpM^ 
aofmerlüain  aU''iwKhei>. 


"-  Nh-vä'  Acta  Reglae  Societatia  Sci«nliafv.iA  Uftsa- 
^leirSls.  Sa'titii  le^tlae;  Vol.  It.  I'asüioul«»  prior  IfiSS. 
OpeaJlae.  1856.    4«     , 

'  Der  eme  Tbell  dlteser  d ritten 'ft-eÜtfr 'der  trMFItehen-uiH)  «teH 
«o'vleleH  A'üBgeseMlAet«!  ftnllutteadeD'  Schriften  der  KEn^HcheM 
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&  M»  •Agesaift'  wttdei»«  luftd  .vki  freue«  «90>,  «phf^  viri^4ii;«i|ifi|i^ 
wem  der  erfolgreichen  TJbilfgMt  4ereQlbeB  ven^fi^nenft  db#„filhe^r 
Kdwle  und  t«freulieli#te  ^Bengniff^rabkigctMie«  1Vil,4i«l«V.  W^^ 
t^(eii'Geeellechiifie*SelififUo  Amieigeii  ftii:.fcdikiieiL,  Aueeer  AprAcb« 
wieeeMeiiaftHobea  Md  .MeiiiM}beii  A^Mtfii  eolli&ll'derfeljlij»  diA 
felgeiidM  in  deft:  f^eiit  de«''AJt<bW«^gffi^eo409/AWNB4lu|^^     ; 

VbötVrininatlon  de  la  ]at1t'fid6  da  tiouvef  Ob'eet'rii- 
totre  d'Upsalä.  Var  T)?:  tt.  Schültx,  AsafBiati  Atl^itth' 
servatoire  d'üpsala.    p.  177.  — pI  20Ö.        '    *'^ 

Auf,  den  Wunsch  de«  verdienten  Directors  .der   ^erbw^rt^ 
berrn  ; Profea^or    (^  Sv^nberg,    unternahm   H^eVrlf.  Sqbujtz 
eine  neue  Öestiipmung  .jer  geographischen  Cpördipateo   cles  Ob- 
eervatoriunis  und  veröffentlicht  in    der   vorliegenden  AbEiEindloDg 
sunSchat  seine  rdcksichtlich  der  Breite  angestellten  tJntersucban- 
gen.  .  Die  Grundlage  seiner  Bestimmung   bilden   tteohaebfungen 
der  Sterne  im  ersten  Vertikal  mit  einem  als  Universal -iDstrmnent 
inontirten  Fernrohr  von  Repsold   von  funfzigmatiger  Vergrosse* 
rong.    Nach   einer   sehr   lehrreichen    theoretischen  Auseinander- 
setzung 4er  Methode  an  sich  und  im  Allgemeinen^    theilt  Herr 
Schultz  seine  ganz  nach  dea  betceffeiiden  neuesten  Metbodee 
geführten  Rechnungen  vollstlndig  mit,  die  sich  auf  die  Beobadb* 
tungen  von  neun  Sternen  gründen.    1>er  eitic^trkr  der  De^i^el'scbe 
Fundamental- Stern  a  Cassiop.,  fQr  welchen  Herr  8,  die  Pe^ifie* 
nen  eis  dem  Nautical^Almal^ac.  '18$4.   tatoabni».    Fflr  drei 
andere:    ß',  ^,  ^  Cassiop.  hatte'  Herr  Romker  «n  Jfanuar  189B 
direete  Bestfinrnttogee  zu  Mathe» klie. Güte;.,  für  4ie  übri^eD  wor* 
den  die  Poaittenen  tbeila  aus  Herrn  Rani k er' a  <4^lpg,  .theils 
aus  ',»Tbe  Catal.  ef  Stars  of  the  Britt.  Association"  ger 
nommen.    hn  Ganzen   halten  wir  die   vorliegende'  Unteraucbung; 
ganz  abgesAen  viNi  dem  natürlicb  grossen  besonderen   WertN 
der  gewonnenen  Resultate,  an  sich  (üt  ein  treffiichea  und  sehr 
lehrreiches  Beiispiel  ffir  derarägje  UAti^auchungen  Qberbaapt»  und 
dieselbe  verdient  namentlich  auch  in  dieser  Beiiebung  alle  Empfei^ 
Inng  zu  allgemeinerer  Beachtung.  Als  End- Resultat  ergab  sich 

590.51'.  3r,5 
als  Breite  der  Drebfcapfiet  im  Obeervaipiimie: 

La  longitnde  terrestre  d^termin^e  au  moyen  de 
signauxgalvaniques.   Par  J)r.  7*.  12.  Thateiu^p^^.-rV^ttfk 

Jeder  weiss,  mit  wie  gutem  Erfolg  in  neuerer  Zeit  di^  elek- 
tflfiehOn  Tektgrej^n  sebei^  ?ielfacb  sur  Befliromiing.  vpn  Megen- 
Differeaieii  angewendt  wordeii  sind«    Eine  nf  uq  Bestinnnqng  der 
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^PS^egeli^'tiii«  V^f'yiStr  Ate^HlteresIlvc^llitPiergKlrVMh'io&ili 

Q|ii9r^i|«tw|n4^* After  9i«;M  )WftM  diffWÄ  Ä««ultato;  Wfgtn  U^  4if^ 
▼i9«l}i^fHi4eoAW|ilp4lvi«I'^i^tig;iH^  ji|tf^#liaiit,  Q9p4ai^.  fuck 
sOdcfliicMrick  lief .  aiffypr»fM<t60  tA^k^^^  m,^\\^^mfl^>^w.  Mipii 
^liiftr#4MPlti)9(o  liii|Ur&q«9"  «üMtHerr  TbaUii,|k|ii  wicMlgi^lt 
Fc||ilftrqiieU«t9  4i^^r  MetlkMi^  4lie  ft>lg^Bdea;]|af:/  .   n    ,:,    .r  .   j 

r^ii  ]i}' Le»  «Aeurr^perfKinelleiB  det  bbseririiMars»^'  1  vi.:  >^■'•^H 
\\  7 l'SU  Celles.  qoiip^opi#niitet>  de^^^iaertie  lies  appardU.'r  VA  ii^S 
lii  3i^  CsHes  iteila  idor^'iiM»iNiBifie  i^our  b  träh^nissidn  da  ^ohh 
.^l^l'k^tA-^Xtcinifak.'^     ■  i  ■::  (•    i-.^   ■■  :*',•'     .  '>  ^  1  ...rj;,-/, 

And  WDtvrlcleR W  ¥h  def  i;Eir[)öslitioii  g^n^rat^'d^  fW  tf o'ii^ 
^efN  mc^fhödb^''  eine  nefäe'^hm  eigenthffiii^c^^  B^obachfaBjs^i^ 
M^odej  Wirb^  Vdcb^  die  ^ai/^  der  Utigleicbb^t  d«r  Organe' di^f 
ßebbachtel''iiha  dct  TTSgh^it  tf^  A|)piarate  ehtstinihgtehd^b  ^^i 
Jer  gati2  vermieden  werden,  woddr(ftb  er'sefn^r  ADbandHui^'^kd«^ 
einen  .allgemein  wissenschaßlichen  Werth  und  ein  allgemeioeres 
Inter^^sey'.als  diö  Resultate  der  ^obactitung^n  an  sieiidfers^tben 
vi^rleiheM,  yicIeH,  ^^shalb  wir  Atle^,  die  sieb  mit  ^derg;leich^nBe^' 
öbacHtongen  zu  bescbSftigeh'  b'eabsf ebtlgen  /  'auf  dieselbe  Viliiirei- 
sen  und  sie  recbt  sehr  zur' Verdienten  Beachtung  empfehlen;      *'* 

,,  )^eni|iirqiiea  sur  laforme  desracines.ijburo^riquem^tnt. 
d^terminöf  s*    Par  C.  J.  t^is  Mill    p.  ^21.  — p.  ^8. 

•<  In  dieser  Abhandlung  liefert  Hei^  Professor  Hill  zwei  neael 
Beweise  Rlr  dajs  Fundi^men^a^xTbiorem  dc^  Theorie  der  6leiebiMi^> 
geiiyUwelches  bekannllidb  ^vaüsÄ  «igeiitlicfa <  sein ^liz^  Leiwi» 
hiiiduircli  nie  aus  den  Aiigen  verloren,»  oi»d  d^nr»  ausser  anderen 
gresien  Mathematikern^  namen^tlieb  auch.  Ca« chy'  stets  seine 
besondere*  Aufmerksamkeit' ge^idipet  bat  Den  einen  der  beiden 
Beweise^ '^«—^^die  ilatdrivcb  leine  Mitthetlung  oder -aoob  hur  leinen 
A^ezug  bier  in'ditoen  Jitefäriscben  Berichten  nicht  gestatten»  -*•' 
welcher  auf  die  Betrachtung  einer  Curre  von  doppelter  Krümmung 
gegründet  ist.,  nimmt  Herr  Hill  gaqz  als  p%m  Eigenthiim  ia  An- 
spruek;  den  andern  bezokhn^t  et  tats  eii^e  Modifieali6n  deia  Be^ 
#i^ise8  von  D'Alembert,  die  jedoch  eine  Anwendung  auftran- 
s'ceikd^^nt'e  Gleicibungen!  möglich  tiiacht..  Den  Hauptj^eck  'seinen 
beiden  Beweise  macht. abfr  Herf.fliil  <ait  folgenden  Worte»!  ahm'* 
baft:    ,,ll  m'a  toujours  sembid  d'un  avantage  particu« 


^t»tt  Indiqvee^.  ai|r  lmqiie|lft  #ii|P*jnvmit  pro« 
eeder  »dr«Meiii.eiiJ(  k  1»  ri^elterelie ,^es  v»leiirs 

■i^Bi^s  de  Im  p»rtie  delÄ  rtfetn'K«*'  Wir  freaen  ans 
iNMirMäirtE^,  M^r  ly0k^MietilEa-l8llli«li|  das«  dtaM^' WoH«  uiib  »elM 
M^  8iiir'd^'8teblä'^6i€^i4Ä«ii  biMt/  Jiii  wir^iiA  gm»  etttseWe» 

diMatfker  wied«tJi0H  i^^gtoM«  Kraft  Md^Zi^tt'ltttP^eAtffltod^ 
aHt^n^r  BeWetee  Dir  den  fragÜöli«»  S&ii*'Vai<HMidfeif ;  #eirfiif«r  ^tf«« 
Skü^B  %ti  aidi  wigen;  an  d^lt^en  RlebigkM' 4ird1il  ll«g6t  Mliebi 
gezweifelt   wurde^   aU  tiehaeBr  deshMlli  ^elt-^«!^  ¥M  dem  ge^ 
wise    ganz   richtigen  C^icbtspitokt«  anegnigeii^    dses  elchi  bei 
der  Anfsuckmig  #benger  Beweis  flle^^o  fra^benSata.iielfeicbt 
Bocb  «m  Eretai  Wegci  erUben  ndcblen»   ami  ietittn'^Bn  zU:  der 
AuflSsung  der  Gleichungen  selbst  gelangen  ififipiite^^ilketjLiisich^ 
di^  ßw;k  ^r  ^cbop  langst,  fds  v.olUg  richtig  merkan^t  m^d  aw  der 
v|Mii%Wig^mi|ci>tlia!ben*  Wir  Terri^ieft  dabier  nicbt»  .wser,e  l<em 
aqC  di^  hiss  b^prochi»iefi  neueiitea, Ai'f^^itea  des  )He?V9  Professer 
BiJI  dbßr.. diesen  ivicb%eo  OegfißßiM^  g^z  besofi^^rs  binzQwei- 
f»|i,,find.'anfniefl;saai.w.m9cb9P*'  ;   ,  .,  Cu,, 

>■    -     1'    •    .      ■' :  1«;      !.,:'}.'»  1     •      ti'    .  . ;    •         i  ,     ■. 

.,  : J^nxif^\\i  4yJ>ll^i9p9kiic9^  jfnt^  ed  ajiplicfil;a,pul)blica(i 
da.^^:f|ia'ha,^^rtoiipi  .^  ce^mpif^ti  da  E.  ^etti  a  PUa« 
F^.p^rifosebl  a.  Pa.via»  Ä.  0e>nQCC,hi  ja  jTorinc^,  .ß*  l^o-rtQ- 
lini  a  »owa,  ,4\   (S.  Lit^.r^,f>  8er,  Nn  CXXJV,  §•  10.) 

N^.  6.  (Novembre  e  Dicembre  1858.)  Intorno  ad  alconi  paoti 
J^lla  teöt{{^  dei  Ttiiftimi  (^tfadVatl.  NAf^  del  Stg.  Pt^.'reYiee^Ca- 
soratl.  p.  329.  '--^'  So^^a  V'(!Ä)rtibiiiairti.  No«a  dePSi^.  Prrf. 
Earici»  Aetti;.  f. ML  ^  1««  tbe^tra  dei  eovarianti»  e  tfegli 
invaHaBÜ:  delle  (brziä^hiiiiarte  «  Ui  suaprincipali  bpfilicaziosL-:  Vkh 
negl^afa  -del  Prof.  »Fr^nceace  frriosicbii  (Contbiuiazioile)«  'fp..349» 
-^Sblia  risoUante  dl  doe  equazleni  di  4^»  grado.  Not^  4ei  Ca]ri 
F«  iF^b  dl  Bruna.:  p.  362.  «^  jConslniction«  da  eeiltre/  de  CMir^ 
hmt6  de  la  «enirfoe,  Heu  des  poinls  donl  les  distHnees :  a  deol 
QMirbes  donbdes  sönt  dans  «n  vapport  eooatanti  Par  A,  flianat 
beim,  p;  364i  '^  Sop#a  dne  fdümele  dl  Caldela  differenaiale, 
lÜota.  dl  Ehmmaiifiiele  F'erg.ola.i   p..370.  .     •<    ! 

'  miTisaa  MMIdi^isA^e».'  ^uNe  stfperfici^  d'eguale  dttttatiosei 
Ai^celd  del  Ptvif.  F;  Briosobl.  p«  379.  -^  DI  ima  nela  delBs^ 
rMie  PUna>  Casi  {^artlcolatri  M  i»oto  'di>  KqeidL.  Artic^olo  dal 
Pref;  Ail^^'tö  ißeti  ot^ht.  p.  388.  ^  Pobblicazioni  reeenti;^:  387» 
-^  ladfc^  g^nenile  dl  tuill  gli  afrHeoH.    p.  399; 
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Carl  Adolph  A^ardb. 

Am  28.  Jannar  1859  starb  Carl  Adolph  Agardh,   Bischof 
von  Carlstad^    in  einem  Alter  von  74  Jahren  und  5  Tagen,    da 
er  am  23.  Januar  1785  zu  Bast  ad  In  Schonen,    wo  sein   Vater 
als  Kaufmann  lebte,   geboren  wac,     Dass  Agardh's  Name  als 
Maturforscher  auf  dem  Gebiete  der  Botanik  neben  den  Namen  von 
Lilnn^  und  Berzelius  glänzt  und  dass  er  auf  diesem  Felde  zu 
den  berühmtesten  Gelehrten  der  neueren  Zeit  gehurte,  ist  bekannt 
genug  und  gebort  nicht  in  den  Kreis  dieser  ZeitscbriflL    Weniger 
bekannt  aber  ist  es  und  verdient  eben  deshalb  um  so  mehr  hier 
hervorgehoben  zu  werden,  dass  Agardh,  bei  grosser  allgemeiner 
wissenschaftlicher   Bildung,    namentlich    auch  ein    sehr  töchtiger 
Mathematiker  war,  so  wie  sich  denn  die  Mathematik  in  Schwe- 
den überhaupt  unter  allen,    die  überhaupt  nur  auf  wissenschaft- 
liche Bildung  Anspruch  machen ,  einer  grossen  Verbreitung  erfreut 
und  von  jeher  im  grossten  Ansehen  gestanden  hat  und  noch  steht* 
Nachdem  Agardh  von  1799  an  auf  der  Universität  zu  Lnnd  stu- 
dirt  hatte,   trat  er  daselbst  1807  als  Lehrer  der  Mathematik  auf, 
kehrte  aber  bald  zu  der  schon  früher  lieb  gewonnenen  Botanik 
zurfick,  und  gelangte,  wie  schon  gesagt,  auf  diesem  Gebiete  zu 
dem    grossten    wissenschaftlichen  Ruhme.     Von  1812  an  war  er 
Professor  der  Botanik, und  praktischen  Oekonomie  in  Lund  und 
wurde  endlich  im  Jahre  1834,  nachdem  er  schon  1816  die  prie- 
sterüche.  Weihe  und  eine  Präbende  erhalten  hatte,    zum  Bischof 
von  Carlstad  befördert,  eine  Art  und  Weise,  auf  welche  Schwe- 
den ni<^t  selten  seine  grossen  Gelehrten  ehrt  und  belohnt    Sehr 
erhebend  aber  ist  es,  zu  sehen,  wie  Agardh,  nachdem  er  auf 
dem  Gebiete  der  Botanik  solche  Erfolge  errungen,  sich  aneb  auf 
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pSdagogischem,  theologischem  und  staatswissenschaftlichem  Ge- 
biete (durch  eine  Kritik  der  Grandiehren  der  Staatsökonomie)  und 
durch  seine  Thätigkeit  auf  mehreren  Reichstagen  als  Abgeordneter 
seines  Stifts  namhafte  Verdienste  erworben  hatte,  im  spätesten  Alter 
als  Bischof  von  Carlstad  wieder  mit  ganzer  Seele  zu  den  Studien 
zurückkehrte,  mit  denen  er  seine  so  ruhmvolle  wissenschaftliche 
Laufbahn  begonnen  hatte.  Denn  noch  im  Jahre,  1849  publieirte 
er  die  beiden,  von  tiefen  mathematischen  Kenntnissen  zeugenden 
Schriften :  *  « 

Essai  sur  la  Metapbyslqne  du  caicul  integral. 
Par  C.  A.  Agardh,  Ev^que  de  Carlstad.    Ktuilef 
de  loisir/  Stockholm.  1849. 
und 

Appergu  de  la  m^thode  des  s^ries  pour  r^- 
soudre  les  ^quations  num^riques.  Par  C.  A. 
Agardh,  EvAque  de  Carlstad.     Stockholm.  1849. 

V0d  setzte  auf  den  Titel  der  ersteren  das  Motto : 

Haec  stodiä  s^nectutem  ohiectant,  adversis  reftos 
p^rfuglttnl  äc  solattum  praebeot  (Cieero  pro  Arcbia}. 

Solche  Beispiele  erbeben  und  erfreuen  das  Hera  und  legn, 
wenn  es  dessexi  überhaupt  noch  bedurfte,  wohl  auch  Zfugnisf  ab 
von  dem  hohen  Werthe  mathematischer  Studien  för  die  Jogeild 
und  för  das  Alter. 

li'Hede  seitlef  Aseho  üfid  Ehre  seinem  G^dächtnissl 


Afithmetik# 

li'ünfs.teHige  logarithmisch- trigonometrische  Tafein 

vonDr.  Theodor  Wittstein,  Lehrer  an  der  Koniglieben 

Generalstabs-Akademie  und   bei  dem   Kuniglicbea  Ca- 

detten-Corps  in  Hannover.    Hannover.  (Hahn.)    1850.   S. 

.20  Ngr. 

Diese  Täfeln  fflnfsteili^er  Logarithmen  sind  sehr  .«ebün  ttlid 
deullieb  gedruckt  und  baeh  biiserer  Uebefzeng^ng  recht  gttt  eli* 
gerJcbteti  ohne  von  der  geuühnlicben  Anordnung  steh  wesetttM 
M  Dnterseheideli«  Auch  sind  vrir  mH  dem  Herrn  Verfbsner ^Mb 
gunii  eitiverstaitden ,'  dass  Tafeln,  die  nicht  Ober  die  ftlnft«  Stelle 
MnSius^eHeti,  sowohl  f(ir  eine  grosse  Anzahl  von  Rechnungvto,  ab 
MnrnifUMS  fir  die  Zweck«  des  Ubt^rrichts  voiUtXudig  aosreMM, 
IMI^  lle#9iNlers  in  letzterer  B^zi»hting  die  si«b6imtelffg^  Taflihi 
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fSl^mmm  vM  tiherflO«sigen  Ballasl  »ntlialteii,  Fiir  die  Winfc^  vop 
16  zn  15  Sfjtuit^D  im  ersten  QnadraDteo  sind  in  Taf,  {1.  am^b  die 
naitOrächen  trigonometrischen  Zahlen  gegeben»  was  wir  gleicbfaU/i 
Fecbt  xwjKsitniäsaig  finden,  da  diese  Zahlen  auch  nacb  un«ii»rer 
Ueberzei^JMig  in  vielen  FäUen  der  Praxis  vortheilfaafte  Anw#Pf> 
daog  finden  können,  und  gar  nicht  so  überflussig  sind,  wie  map 
gewilbnlicb  zu  meinen  scheint.  Taf.  IV.  enthält  die  LSnge  der 
Kreiebögen;  Taf.  V.  die  Gaassiscben  iiogarithmen  in  «äner  der 
EiBficht4j»|i^  der  gewrihttlicheo  Logarithmen -Tafeln  conforyneo  hix* 
Ordnung;  Taf.  VI.  die  natürlichen  Logarithmen  der  ganzen  Zab* 
lea  von  1  bis  e*^;  und  ein  Anhang  eotbält^e  Tafel  der  wich* 
ügsten  Foroteln  der  i^onioroetrlep  der  ebenen  und  sphärischen 
Trigonometrie  und  der  tflgoooiuetrischen  Auflösung  der  .^adrati* 
sehen  und  cubischen  Gleichungen.  Auf  dem  letzten  Blatte  siml 
endlich  die  Dimensionen  Aes  Erdsphäroids  2usammengeatellt.  üiVir 
glauben  dieses  Büchlein  Lehrern  zur  Beachtung  aus  Ceber;(eugui]ig 
empfebien  zu  dürfen. 


As  tronomie. 

Annalen  der  k.  k.  Sternwarte  in  Wien.  Naefa  Aem 
Befehle  Seiner  k.  k.  apost.  Majestät  auf  Offe«tliche 
Kosten  herausgegeben  Ton  Carl  von  Littrow,  üireetor 
der  k.  k.  Sternwarte.  Dritter  Folge  achter  Band.  Jahr- 
gang laiS.    Wien.  1859.    8.  ^ 

Nachdem  wir  den  siebenten  Band  dritter  Folge  dieser  über* 
aas  verdienstlichen  Annalen  erst  im  vorigen  Jahre  im  Liter«  Ber» 
Nr.  CXXl.  angezeigt  haben,  wird  uns  schon  wieder  die  Freude^ 
einen  neuen  Band  zur  Anzeige  zu  bringen,  woraus,  was  wir  schon 
mehrmals  rühmend  hervorgehoben  haben,  von  Neuem  die  grosse 
Regelmässigkeit  der  Arbeiten  der  Wiener  »Sternwarte  unter  der 
Leitung  ihres  verdienten  Direetors,  durch  welche  dieselbe  sich 
so  sehr  auszeichnet,  erhellet.  In  den  Beobachtungen  am 
Meridiankreise  holt  der  vorliegende  Band  einen  roeiiijährigen 
nßcksttod  ein,  in  welchem  dieser  Tbeil  der  verdienstlicben  Publi- 
«a6onen  der  Sternwarte  si<5h  4iefand.  Bis  1856.  Juni  22.  dind  die 
IBeobaAtangen  ganz  auf  «ße  im  vorhergehenden  Jahrgänge  erör- 
terte IR'etse  angeoi-doet ;  von  <lem  genannten  Tage  an  erhielt 
das  Instrument  eine  Ergänzung  dtirch  de«  Apparat  «für  Tiehte  Fäden 
im  dunkeln  Felde^  welcher  im  VIJ.  Bande  Seite  Vlll.  ff.  beschrie- 
ben wunde.  1[M.  s.  Literar.JBer.  Nr. CXXL  8. 13)  Die  f «lle,  ui 
nfjchep  ^P  di^en  licbjtejp  Linie«  beobapbt^t  wurile^  jind  durqii 
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ein  *  kenntlich  gemaclit,  dan  einerseite  den  die  Ansaiii  derge* 
nommeDen  Fäden  bezeiclinenden  Ziffern«  andererseits  den  HittetD 
der  Lesungen  am  Kreise  beigesetzt  ist.  Die  auf  di^se  Art  beob* 
achteten  Durchgangszeiten  sind  sSmnitlich  auf  den  duiddeo  Mit« 
telfaden  reducirt«  auf  welchen  sich  die  Columiie  ««Mittel  der  Fädm^ 
bezieht.  Die  Beobachtungen  am  Meridiankreise«  welche  dieser 
Band  enthült«  reichen  überhaupt  voni  15.  MSrz  1854  bis  17.  De- 
cember  1856;  die  Zonenbeobachtungen  am  Mittagtrokre, 
welche  den  Zeitraum  vom  1.  August  1856  bis  2.  October  1866 
und  die  Zonen  9  bis  25  umfassen «  wurden  ganz  auf  die  im  rori* 
gen  Jahrgange  erörterte  Weise  fortgeführt.  Die  BeobacbhnigM 
am  Meridiankreise  besorgte  vom  1.  August  1856  an  Herr  Äsrnsteot 
AIM  allein«  mit  den  Zonenbeobachtun^n  war  Herr  Ässintent 
Oeltzen  beauftragt.  Die  Meteorologischen  Beobachtos- 
gen  im  Jahre  1857  bilden  nebst  einigen  Tafeln  zur  Redadioo 
der  Zonenbeobachtungen  den  Schluss  dieses  Bundes. 

Schon  in  unserer  olben  erwähnten  Anzeige  des  vorhergehen- 
den Bandes  brachten  wir  die  fSr  die  Meteorologen  gewiss  sehr 
wichtige  Nachricht«  dass  durch  Se.  Excellenz  den  Herrn  Oeter 
richts- Minister  Leo  Grafen  von  Thun«  dem  die  WiseeMeki^ 
ten  schon  so  Vieles  verdanken,  die  Mittel  zum  Druck  der  so 
wichtigen  älteren  meteorologischen  Beobachtungen  der  Weser 
Sternwarte  bewilligt  worden  seien«  und  dass  der  Druck  derselbee 
nächstens  beginnen  werde.  Diese  sehr  erfreuliche  Nachricht  Ud* 
nen  wir  nun  dahin  ergänzen«  dass  der  Druck  dieser  fieobadidiB- 
gej^ wirklich  begonnen  hat«  und  dass  die  ersten  mit  1775  hefio« 
n^len  Jahrgänge  nächstens  ausgegeben  werden  konneo.  Wie 
wichtig  der  Dienst  ist«  welcher  hierdurch  der  Meteorologie  ge- 
leistet wird «  brauchen  wir  wohl  nicht  erst  aus  einander  zu  setzen,  en^ 
begleiten  daher  dieses  Unternehmen  mit  unseren  besten  Wänschee. 


Nautik« 

Magnetische  Beobachtungen  im  Östlichen  Theil« 
des  Mittelroeeres«  auf  Befehl  Seiner  k.  k.  Hoheit  dei 
Durchlauchtigen  Herrn  Erzhersogs  Ferdinand  Mt^t 
Obercommandanten  der  L  k.  Marine«  ausgeführt  i» 
Jahre  1857  von  Dr.  F.  Schaub,  Director  der  k.  k.  Marii«- 
Sternwarte.    Triest  1858.    4. 

Durch  die  im  Jahre  1854  von  Herrn  Director  K.  Kreil  aas* 
geßihrten  magnetischen  Beobachtungen  ist  im  adriatisdien  ^^ 
die  magnetische  Abweichung  (Miasweisung  des  Compasees)  ^ 
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Seefahrer  mit  einer  Genauigkeit  gegeben ,  die  nichts  zn  wünschen 
abtig  Iftsst.    Nicht  so  verhält  es  sich  in  den  angränzenden  6e- 
ivissern.    Anf  einem  grossen  Theiie  der  Seelcarten  des  Östlichen 
IMittehneeres  sind  die  Angaben  der  magnetischen  Abweichung,  da 
sie  meist  auf*' älteren  Beobaohtungen  beruhen ,  um  mehrere  Grade 
unrichtig.    Dies  bewog  Seine  Kaiserl.  Hoheit  den  Durchlauchtig- 
sten Herrn  Erzherzog  Ferd^and  Max,   den  Director  der  k.  k, 
Marine -Sternwarte   Herrn   Professor  Dr.  Seh  au  b   in   Triest  mit 
der  AusfShrung  magnetischer  Beobachtungen  im  ganzen  östlichen 
Becken  des  Mittelmeeres  zu   beauftragen.    Herr  Schaub  führte 
diesen  ehrenvollen  Auftrag  in  Gemeinschaft  mit  den  Herren  Schiffs- 
föhnrich  Lobmeyr  und  Fregattenföhnrich  Joly,  welche  die  Zeit- 
«nd  Breitenbestimmungen  übernahmen,  im  August  und  September 
1857  aus,  wobei  er  die  Reise  auf  S.  M;  Kriegsdampfer  „Curta- 
tonef',    commandirt  vom  Herrn   Linienschiffs  -  Lieutenant  Baron 
Moli,  machte.    Die  Beobachtungen  erstrecken  sich  über  den  sfid- 
ostÜcben  Thell  des  Mittelmeeres  zwischen  dem  20.  und  36.  Grade 
SistMcher  Läni^e  von  Green  wich,    und   sollen  späterhin  bis  Tunis 
au/  der  einen,   bis  Constantinopel  auf  der  anderen  Seite  ausge- 
dehnt werden«    In  der  Einleitung  giebt  der  Herr  Verfasser  das 
angewandte  Verfahren  vollständig  an  und  erläutert  es  in  lehrrel« 
eher  Welse.    Die  einzelnen  Beobachtungsstationen  sind:  Corfu, 
Zante,    Cerigo,    Gandia,    Rhodus,    Adalia,    Limassol, 
Latakia,    Beirut,    Jaffa,    Alexandria,    Bombah«      Wie 
wichtig  diese  Operation  für  die  Nautik  soi^ohl  insl)esondere,  als 
In  allgemein  wissenschaftlicher  Rücksicht  ist,  und  wie  sehr  die 
in  der  Schrift  niedergelegten  Resultate  verdienen,   beachtet  und 
benutzt  zu  werden,  brauchen  wir  wohl  nicht  besonders  hervorzu- 
heben ,   und  sagen  dem  Herrn  Verfasser  im  Namen  der  Wissen* 
•chaft  unsern  wärmsten  Dank. 


Nautisches  Jahrbuch  oder  vollständige  Ephemeri- 
den  und  Tafeln  für  das  Jahr  1861  zur  Bestimmung  der 
Länge,  Breite  und  Zeit  zur  See  nach  astronomischen 
Rechnungen,  nebst  einer  gemeinfasslichen  Anleitung, 
wie  die  erforderlichen  Rechnungen  anzustellen  sind. 
Unter  amtlicher  Aufsicht  herausgegeben  von  Dr.  C.  Bre- 
miker.    Berlin.    Reimer.  1859.    8.    15  Sgr. 

Wir  freuen  uns,  den  neuen  Jahrgang  dieses  nautischen  JaKr* 
buche,  dessen  Vortrefflichkeit  schon  früher  mehrfach  sowohl  im 
Literar.  Ber.,  als  auch  im  Archiv  selbst  von  uns  hervorgehoben 
worden  ist,  anzeigen  zn  können,  ohne  darüber  etwas  Weiteres 
SU  i^en,  da  seine  sehr  zweckmässige  Einriditnag  aus  den  firOlie* 
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ren  Jahrgängen  bekannt  geoag  ist.«  Sein  beispieUos  niedriger  Preis 
empfiehlt  das  Buch  auch  anderen  Beobachtern,  die  nicht  eautbcfai», 
soodern  allgemeine  astren^miscbe  Zwecke  verfolgen »   recht  «ehr« 


P  h  y  s^k. 

% 

Lehrbuch  der  Elektricität  von  J.  Gavarret^  Profes- 
sor der  Physik  an  der  medicinischen  Facultät  zu  Paria 
Deutsch  bearbeitet  von  Dr.  Rudolf  Arendt.  Erster 
Theil.  Mit  280  in  den  Text  eingedruckten  Holzschnit- 
ten.   Leipzig.    Brockhaus.    1859. 

Wenn  uns  filr  jetzt  auch  nur  die  er^e  Lieferung  dieser  sehr 
wohl  gelungenen  Uebersetsung  des  Lehrbachs  der  ElektricitSt  Ton 
Gavarret  vorliegt^  so  glauben  wir  doch  schon  jetzt  Lehrer  der 
Physik  auf  dieselbe  aufmerksam  machen  zu  müssen.  Die  ans 
vorliegende  erste  Lieferung  ist  der  statischen  Elektricität;  der 
Theorie' der  Coulomb'sdien  Wage  und  des  Condensators  in  den 
beiden  Noten  A«  uAd  B.;  dem  Magnetismus  nnd  dem  Anfange  der 
Dynamischen  Elektricität  gewidmet.  Jede^ifalls  hat  der  Verfasser 
eine  mehr  elementare ,  zugleich  der  Praxis  drenende  Darstelliing 
der  Lehre  von  der  Elektricität^  unter  Voraussetzung  eines  sehr 
geringen  Maasses  «lathematischer  Vorkenntnisse,  die  fiberdies 
hanptsächlich  nur  in  den  Noten  Anwendung  gefunden  haben,  Ke- 
ttrti  wollen,  weshalb  auch  alle  Instrumente  «nd  damit  anzostc^ 
tende  Versuche  sehr  deutlich  durch  treffliche  Hof zschnitte  erlinlert 
sind,  wobei  er  sich  zugleich,  was  wir  als  T^llkommen  sweckniKssig 
anerkennen,  auf  einfachere  Apparate  beschränkt  hat.  üeberhanpt 
aber  scheint  der  Verfasser  uns  in  der  angegebenen  BeEiebang 
seinen  Zweck  recht  gut  erreicht  zu  haben,  und  das  Buch  ver- 
dient daher  gewiss,  so  weit  aus  der  bis  jetzt  vorliegenden  ersten 
Abtheilung  sich  urtheilen  läs^t,  Lehrern  zur  Beachtung  empfoh« 
len  zu  werden.  Die  äussere  Ausstattung  ist  in  jeder  Beziehung 
vortrefflich. 


Sfeteorologie« 

Doie-rsKichvngen  über  den  Druck  der  L«fi.  Ein  JBei^ 
trag  s«r  Klim-aloltogie  «Ob^erüsterreieii««  Von  P»  An4^» 
m<\ti  A^Bsikoher^  .Direcier  disrr  St^rmv^rie  za   Krema* 
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'  Wir  liäliM  diese  Schrift  dt  eineh  tricIiHgeii  Beitrag  ztkt  Kll- 
«nl^tblögl^  ^fhtä  4et  Bchvhaielk  uftd  merkirardig^fen  f  heile  Denftrcfa- 
landir,  \kd  rücksichtlich  der  Sorgfalt  ancP' Umsteht,  mit  welcher 
die  betreffenden  Beobachtungen  discutirt  und  tnr  Grundlage  wich- 
tiger Resultate  gemacht  worden  sind,  für  äusserst  lehrreich.,  ja 
für  ein  Muster  für  derartige  Untersuchungen  überhaupt,  weshalb 
wir  dieselbe  hier  etwas  ausführlicher  zur  Anzeige  zu  bringen  uQs 
verpflichtet  halten.  Eine  eingehende  Discussion  der  zahlreichen, 
auf  der  Sternwarte  zu  Kremsmünster  angestellten  meteorologischen 
^Beobachtungen  begann  der  frühere  verdienstvolle  Director  der 
.  Sternwarte,  Mari  an  Koller,  konnte  dieselbe  aber,  da  er  in* 
zwbchen  zu  einer  höheren  Bestimmung  als  Rath  in  das  k.  k. 
Unterrichts -Ministerium,  in  welcher  hoben  Stellung  der  treffliche 
Mann  der  Sternwarte  seines  Stifts  unausgesetzt  die  regste  Theli- 
nähme  bewahrt  und  dieselbe  auf  jede  Weise  selbst  durch  eigene 
Aufopferungen  zu  fördern  gesucht  hat,  abberufen  wurde,  nicht 
zur  Vollendung  bringen.  Herr  P.  Augustin  Reslhuber  hat 
nun  nach  jahrelanger  Vorbereitung  dieser  schwierigen  und  zeit- 
raubenden Untersuchung  sieb  unterzogen,  und  legt  deren  Resul- 
tate in  der  oben  genannten  trefflichen  Schrift,  die  wir  mit  gros- 
sem Interesse  gelesen  haben,  dem  Publikum  vor. 

Die  BeobachtungeYi  wurden  an  verschiedenen  Barometern  ge- 
macht, vom  l.  Mai  1838  bis  1857  an  einem  Gefäss  -  Barometer  von 
Eckhardt  in  Wien,  welches  noch  gegenwärtig  im  Gebrauch  ist. 
*fi^  Gelegenlieit ehi^ Besuche derSteHiwnrle hatte Schumaeher*) 
«lieftee  Barometer  mit  seinem  genau  mit  dem  Haupt -Barotneler 
4w  Pariser  Sternwarte  verglichenen  Baromeler  eontre^irt;  und  seine 
4;eiteeti9n  ec-f  (P,036  Paris  =£:0'^432  Paris  gefunden,  eine  Cer- 
feetien,  die  hei  spätere«,  von  Herrn  Director  Kreil  angestellten 
Vergleichungen  skb  als  ganz  richt^  erwiesen  hat. 

Die  einzelnen  Abtheilungen,  in  welche  d\6  angestellten  Üo. 
iersuchungen  zerfallen,  mit  deren  Angabe  Wir  Uns  bei  der  Kfir2e 
unserer  literarischen  ßerichte  begnGgen  müssen,  sind  die  folgeti. 
denf  Bestimmung  des  stündlichen  Ganges  der  Aett- 
derungen  des  Luftdruckes.  —  Bestimmung  des  nfitt- 
leren  m.onatlichen  und  jährliehen  Luftdruckes.  --• 
Stündliche  Aenderung  des  Luftdruckes  in  den  verschie- 
liea«»  J'ahres^eiten.  —  Bestimmung  des  Einflusses 
fg  '^  ■■- — >  « 


"  *)  EitT«  k^)tr  iiit^r^Akntfe  Bebchreibong  dieses  fietrochs  d6r  St^Hi- 
Wft^  In  K^erttmkütifiter  hat  Sthumaehef'  In  eitt^m  4er  fruhor«»  Bftaile 
der  askronomisRhen  Nachrichten,  den  ith  in  dieMsi  AvgMJM&cle 
jedoch  nicht  genau  xu  bezeichnen  im  Stande  bin,  gegeben.  G. 
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40r  Wasserdftmpfe  der  Luft  aufdeo  Stand  do»  Baro* 
m^tera.  —  Dmek  der  trockenen  Luft.  — *  Auaaer^ewShn- 
liehe  Schwankungen  des  Luftdruckes.  —  Mittlere  mo- 
natliche Extreme.  — •  Barometrische  Windrose. 

-Dass  überall  die  Principien  der  WahrscheinlichkeitsrecfaooDg, 
insbesondere  der  Methode  der  kleinsten  Quadrate  ^  Anwendung 
gefunden  haben,  und  aus^den  Beobachtungen  allgemeine  Formeln 
zur  Bestimmung  der  betreffenden  Elemente  als  Functionen  der 
Zeit  durch  periodische  Reihen  abgeleitet  worden  sind,  versteht 
sich  bei  einer  so  streng  wissenschaftlich  gehaltenen  meteorologi- 
schen Schrift  von  selbst,  zu  deren  Vollendung  wir  dem  Herrn 
Verfasser  von  Herzen  Glück  wOnscheil,  indem  wir  nur  noch  be- 
merken, dass  es  wenige  Gegenden  geben  mochte,  deren  meteo- 
rologische Verhältnisse  hi  Bezug  auf  Luftdruck  auf  eine  gleich 
Tollständige  Weise  untersucht  sind. 


Vermischte  Schriften. 

Annall  di  Matematica  pura  ed  applicata  pnbblicati 
da  Barnaba  Tortolini  e  compilati.da  E.  BeMI  a  Pisa, 
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N<>.  L  (Gennaro  e  Febbraro  1859.)  II  Determinante  di  Syl- 
vester, ed  i  risultante  dt  Eulero.  Nota  del  Prof.  Otto  Hesse, 
p.  5.  —  Composizione  di  una  funsione  biquadratica  ed  a  quatfro 
iodeterminate.  Nota  del  Prof.  B.  Tortolini.  p.  9.  —  8alle  linee 
del  terz'  ordine  a  doppia  cunratura.  Teoremi  del  Prot  Luigi 
Cremona.  p.  19.  — -  Sui  punti  focali  nelle  superficie  di  secondo 
grado.  Nota  dell  Dott.  Tommaso  del  Beccaro.  p.  30.  —  Me- 
moire sur  la  figure  de  la  terre  consider^e  comme  peu  differento 
d'une  Sphäre.  Par  Mr.  Ossi  an  Bon  not.  p.  46.  —  Sur  Tabaif- 
sement  de  l'^quation  modulaire  du  huitiöme  degr^.  (Da  una  tot- 
tera  del  Sig.  Hermite  af  Prof.  Brioschi.)    p.  69. 

Rlvtsta  blblio|r>'Afi^A*  De*  criteri  per  distinguere  i  mas- 
simi  dai  minimi  valori  di  una  funzione.  (Richelot:  Bemerkungen 
zur  Theorie  der  Maxima  und  Minima.  Altena  1858.)  Artleolo  del 
Prof.  F.  Brioschi.  p.61.  —  Pubblicazioni  recenti.  p.  62.  —  Pro* 
spectus  per  un  *Opera  del  Sig.  Poggendorff.  (BetriCi  das  bio- 
graphisch-literarische Handwörterbuch  zur  Geschichte  der  exaden 
Wissenschaften  u.  s.  w.) 
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